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C.Z.U.: 512.548 (043.3) 

ADNOTARE 

la teza cu titlul „Quasigrupuri cu parastrofii distincți ortogonali”, înaintată de candidatul 

Rotari Tatiana, pentru conferirea titlului științific de doctor în științe matematice la specialitatea 

111.03 – logică matematică, algebră și teoria numerelor. 

Chișinău, 2026 

Structura tezei: teza este scrisă în limba română și cuprinde: introducere, patru capitole, 

concluzii generale și recomandări, bibliografie 162 de titluri și 5 anexe. Teza conține 112 pagini 

cu text de bază. Rezultatele obținute sunt publicate în 27 lucrări științifice cu volum total de circa 

6,06 coli de autor. 

Cuvinte-cheie: quasigrup 𝑛-ar, parastrof, quasigrup liniar, 𝑇-quasigrup, quasigrup (total) 

parastrofic-ortogonal, DC-quasigrup, 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂-quasigrup. 

Scopul și obiectivele lucrării. Scopul tezei constă în obținerea unor caracterizări ale 

quasigrupurilor 𝑛-are (𝑛 = 2, 3, 4), ce posedă un număr maximal posibil de parastrofi distincți, în 

particular, a quasigrupurilor total parastrofic-ortogonale, precum și estimarea spectrului lor. Pentru 

atingerea scopului vizat sunt fixate următoarele obiective: studiul unor clase de quasigrupuri binare 

și n-are cu un număr dat de parastrofi distincți, inclusiv ortogonali; dezvoltarea unor metode de 

construcție a quasigrupurilor 𝑛-are parastrofic-ortogonale. 

Noutatea și originalitatea științifică. În lucrare sunt introduse două clase noi de 

quasigrupuri binare: DC-quasigrupuri (cei șase parastrofi sunt distincți) și 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂-quasigrupuri 

(cei șase parastrofi sunt ortogonali). Problema existenței quasigrupurilor ce posedă un număr dat 

de parastrofi distincți și a caracterizării spectrului lor, formulată de Lindner și Steedly, este 

considerată pentru clasa 𝑛-quasigrupurilor liniare (𝑛 = 2, 3, 4), inclusiv cu sistemele maximale 

ortogonale de parastrofi distincți. 

Problema științifică importantă soluționată constă în caracterizarea quasigrupurilor 

binare ce posedă 6 parastrofi distincți, respectiv 6 parastrofi ortogonali, în descrierea T-

quasigrupurilor binare cu 1,2,3 sau 6 parastrofi distincți și a 𝑇-quasigrupurilor 4-are ce posedă 

numărul maximal de 1, 5, 10  sau 20 de parastrofi distincți, inclusiv distincți și ortogonal, și 

estimarea spectrului lor. 

Semnificația teoretică și valoarea aplicativă a lucrării. Rezultatele referitoare la T-

formele n-T-quasigrupurilor cu un număr maximal dat de parastrofi distincți, inclusiv ortogonali, 

cât și metodele propuse de construcție a 𝑛 -quasigrupurilor parastrofic-ortogonale, reprezintă 

contribuții la soluționarea problemelor deschise despre existența n-quasigrupurilor cu un număr 

dat de parastrofi distincți și spectrul n-quasigrupurilor parastrofic-ortogonale.  

Implementarea rezultatelor științifice. Sistemele ortogonale de quasigrupuri 𝑛 -are, 

𝑛 ≥2, sunt utilizate cu succes la construirea MDS-codurilor, în criptografie, la planificarea 

experimentelor, în combinatorică ș.a. Rezultatele lucrării pot fi utilizate în calitate de suport pentru 

cursuri universitare de specialitate. 
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C.Z.U.: 512.548 (043.3) 

ANNOTATION 

of the thesis entitled  “Quasigroups with orthogonal distinct parastrophes”, presented by the 

candidate Rotari Tatiana, for obtaining the degree of Doctor in Mathematical  Sciences with 

specialty 111.03 Mathematical logic, algebra and number theory. 

Chișinău, 2026 

Structure of the thesis: the thesis is written in Romanian and consists of an introduction, 

four chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 162 titles and 5 

appendices. The thesis contains 112 pages of basic text. The obtained results were published in 27 

papers with a volume of over 6,06 sheets of author. 

Keywords: 𝑛 -quasigroup, parastrophe, linear quasigroup, 𝑇 -quasigroup, (totally) 

parastrophic- orthogonal quasigroup, 𝐷𝐶-quasigroup, 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂-quasigroup.   

Research purpose and objectives: The purpose of the Thesis is to obtain characterizations 

of n-ary quasigroups ( 𝑛 = 2, 3, 4 ), which possess a maximal possible number of distinct 

parastrophes, in particular, maximal orthogonal sets of parastrophes, as well as to estimate their 

spectrum. To achieve the intended goal, the following objectives are set: the study of classes of 

binary and 𝑛-ary quasigroups with a given number of distinct parastrophes, including orthogonal 

ones; the development of methods for constructing parastrophic-orthogonal n-ary quasigroups. 

Scientific novelty and originality: In the present Thesis, two new classes of binary 

quasigroups are introduced: 𝐷𝐶 -quasigroups (the six parastrophes are distinct) and totCO-

quasigroups (the six parastrophes are orthogonal). The problem of the existence of quasigroups, 

which possess a given number of distinct parastrophes, and of the characterization of their 

spectrum, formulated by Lindner and Steedly, is considered for the class of linear n-quasigroups 

(𝑛 = 2, 3, 4), including with maximal systems of orthogonal distinct parastrophes. 

The result obtained: consists in characterizing binary quasigroups possessing 6 distinct 

parastrophes, respectively 6 orthogonal parastrophes, in the description of binary and 4-ary 𝑇-

quasigroups, possessing a given maximum number 1, 2, 3 or 6, and respectively, 1, 5, 10 or 20 of 

distinct parastrophes, including distinct and orthogonal parastrophes, and estimating their 

spectrum. 

The theoretical significance and applicative value: The results concerning the T-forms 

of 𝑛-𝑇-quasigroups with a given maximal number of distinct parastrophes, including orthogonal 

ones, as well as the proposed methods for constructing parastrophic-orthogonal 𝑛-quasigroups, 

represent contributions to the solution of open problems about the existence of 𝑛-quasigroups 

with a given number of distinct parastrophes and the spectrum of parastrophic-orthogonal 𝑛-

quasigroups. 

Implementation of the results: Orthogonal systems of 𝑛-quasigroups, 𝑛 ≥ 2, are used 

in the theory of MDS-codes, in criptography, planning experiments, in combinatorics etc. The 

results may be applied as a support for teaching courses in higher education. 

УДК 512.548 (043.3) 
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АННОТАЦИЯ 

Диссертация «Квазигруппы, у которых различные парастрофы ортогональны», 

представленная Ротарь Татианой на соискание степени доктора математических наук 

наук по специальности – 111.03 Математическая логика, алгебра и теория чисел 

      Кишинев, 2026 

Структура диссертации: диссертация написана на румынском языке и состоит из 

введения, четырех глав, общих выводов и рекомендаций, библиографии из 162 названий и 

5 приложений. Диссертация содержит 112 страниц основного текста. Полученные 

результаты опубликованы в 27-и научных работах с общим объёмом около 6,06 авторских 

листов. 

Ключевые слова: n-квазигруппа, парастроф, линейная квазигруппа, T-квазигруппа, 

(тотально) парастрофно-ортогональная квазигруппа, DC-квазигруппа, totCO-квазигруппа. 

Цель и задачи работы: Цель диссертации состоит в описании n-квазигрупп (𝑛 =

2, 3, 4), обладающих заданным числом различных парастрофов, в частности, максимальным 

ортогональным множествам парастрофов, а также оценить их спектр. Для достижения 

поставленной цели определены следующие задачи: изучение классов бинарных и 𝑛-арных 

квазигрупп с заданным числом различных парастрофов, включая ортогональных; 

разработка методов построения парастрофно-ортогональных 𝑛-квазигрупп. 

Научная новизна и оригинальность: В диссертации вводятся и исследуются два 

новых класса квазигрупп: DC-квазигруппы и totCO-квазигруппы. Проблема существования 

квазигрупп, обладающих заданным числом различных парастроф, и описание их спектра, 

сформулированная Линднером и Стедли, зассматривается для класса линейных n-

квазигрупп (n=2,3,4), в том числе обладающих ортогональной системой различных 

парастрофов. 

Решенная научная проблема:  состоит в описании бинарных квазигрупп, 

обладающих 6 различными парастрофами, соответственно 6 ортогональными 

парастрофами, описании бинарных и 4-арных Т-квазигрупп, обладающих максимальным 

числом из 1, 2, 3 или 6 и, соответственно, из 1, 5, 10 или 20 различных парастрофов, в том 

числе различных и ортогональных  парастрофов, и оценки их спектра. 

Теоретическое значение и прикладная ценность работы: Результаты, касающиеся 

Т-форм n-T-квазигрупп с заданным числом различных парастрофов, включая 

ортогональные, а также предложенные методы построения парастрофно-ортогональных n-

квазигрупп, представляют собой вклад в решение открытых проблем существования n-

квазигрупп с заданным числом различных парастрофов и описания спектра парастрофно-

ортогональных 𝑛-квазигрупп. 

Внедрение результатов. Ортогональные системы 𝑛 -квазигрупп, 𝑛 ≥ 2 , успешно 

применяются при построении 𝑀𝐷𝑆 -кодов, в криптографии, при планировании 

экспериментов, в комбинаторике и т.д. Результаты могут быть применены для разработки 

специальных курсов в системе высшего образования. 
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LISTA ABREVIERILOR 

 

𝑆𝑛 – grupul simetric de gradul 𝑛 

𝐴𝑛– grupul altern de gradul 𝑛 

ℤ𝑛
  – inelul claselor de resturi modulo 𝑛 

Σ(𝐴) – mulțimea celor șase parastrofi ai unui quasigrup binar (Q, A) 

𝐴𝑢𝑡(𝐺) – grupul automorfismelor grupului 𝐺  

|G: H| – indicele subgrupului H în grupul G 

𝐴∗ – conjugata operației binare A 

𝐾4  – grupul Klein de ordinul 4 

⊥ {𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛} – sistemul de operații 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 este ortogonal 

𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri – quasigrupuri binare total parastrofic-ortogonale 

𝐷𝐶 −quasigrupuri – quasigrupuri binare cu toți cei șase parastrofi distincți 
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INTRODUCERE 

 Noțiunea algebrică analogică celei de quasigrup își are originile în lucrările lui Anton K. 

Suschkewitsch, care a publicat în 1929 lucrări despre ,,generalizarea legii asociative” și a studiat 

sisteme binare neasociative [127]. Termenul „quasigrup” a fost introdus de către Ruth Moufang în 

anul 1935, care prin studiile sale asupra planelor desarguesiane a inițiat dezvoltarea teoriei 

quasigrupurilor ca domeniu al algebrei neasociative [86].  

Conceptul de parastrof a fost introdus de A. Sade în anii 1950 [114]. Un quasigrup 𝑛 −ar 

are (n+1)! parastrofi, iar unii dintre ei, sau chiar toți, pot să coincidă ca operații algebrice.     

C.C. Lindner și D. Steedley [76] au arătat că numărul exact de parastrofi distincți ai unui quasigrup 

binar divide 3! și că există quasigrupuri binare cu exact 1, 2, 3 sau 6 parastrofi distincți, 

caracterizând integral spectrul quasigrupurilor binare finite cu un număr exact dat de parastrofi 

distincți. Ulterior, M. McLeish [80] a generalizat acest rezultat în caz 𝑛 −ar, arătând că numărul 

exact de parastrofi distincți ai unui quasigrup 𝑛 −ar divide (𝑛 + 1)!  și a studiat existența 

quasigrupurilor ternare cu un număr exact dat de parastrofi distincți. În legătură cu aceste aspecte 

apare problema caracterizării spectrului unor astfel de quasigrupuri. În caz ternar această problemă 

a fost soluționată complet pentru quasigrupurile finite cu exact 1, 3, 4, 6, 12 sau 24 de parastrofi 

distincți, și parțial pentru 2 sau 8 parastrofi distincți, de M. McLeish [80, 81].  M. McLeish a 

obțínut de asemenea o serie de extimări ale spectrului quasigrupurilor de aritate arbitrară finită 𝑛, 

cu un număr exact dat de parastrofi distincți [80], însă caracterizarea completă a spectrului este în 

prezent nesoluționată.  

Una din abordările utilizate la caracterizarea spectrului quasigrupurilor 𝑛 −are finite cu un 

număr dat de parastrofi distincți constă în utilizarea în acest scop a quasigrupurilor liniare, în 

particular a 𝑇 −quasigrupurilor. Astfel apare problema caracterizării quasigrupurilor liniare care 

au un număr exact dat de parastrofi distincți. Această problemă a fost soluționată în caz binar, 

pentru quasigrupurile liniare peste grupuri abeliene, de G. Belyavskaya și T. Popovich (Rotari) 

[19-21]. Este de menționat că M. McLeish a utilizat și quasigrupurile liniare pentru a demonstra 

existența și a caracteriza spectrul quasigrupurilor ternare cu un număr exact dat de parastrofi 

distincți. De exemplu, McLeish a demonstrat că un quasigrup ternar (𝑄, 𝐴), liniar peste un grup 

(𝑄,+), este un 𝑇𝑆 −quasigrup dacă și numai dacă 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐, unde 

𝐼𝑥 = −𝑥, 𝑐 ∈ 𝑄. Totuși, McLeish nu a prezentat astfel de caracterizări în cazul a 𝑘 parastrofi 

distincți, pentru orice divizor 𝑘 al numărului 24.  

Ulterior, F. Sokhatsky și Y. Pirus [123, 124] au obținut caracterizări ale quasigrupurilor 

ternare (𝑄, 𝐴), 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐, liniare peste un grup (𝑄,+,0), unde 0 
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este elementul neutru al grupului, 𝛼𝑖, 𝑖 = 1,2,3, sunt bijecții pe mulțimea 𝑄, cu condiția 𝛼𝑖0 =

0, 𝑖 = 1, 2, 3, ce posedă cel mult un număr dat k de parastrofi distincți, unde k este divizor al 

numărului 24. În particular, F. Sokhatsky și Y. Pirus au obținut, independent, același rezultat ca și 

M. McLeish, referitor la quasigrupurile ternare liniare cu toți parastrofii egali între ei 

(𝑇𝑆 −quasigrupuri). De asemenea, F. Sokhatsky și Y. Pirus au arătat că nu există quasigrupuri 

ternare liniare cu exact doi parastrofi distincți. Menționăm că rezultatele din [123, 124] nu se referă 

la maximumul exact 𝑘 de parastrofi distincți ai quasigrupului dat, ci la cel mult 𝑘 parastrofi 

distincți. În paragraful 2.3 al acestei teze, sunt prezentate condiții necesare și suficiente ca un 

𝑇 −quasigrup ternar să posede exact 𝑘 parastrofi distincți, pentru fiecare 𝑘 ∈ {3,4,6}. 

Rămâne totuși deschisă problema caracterizării complete atât a spectrului quasigrupurilor 

ternare liniare cu un număr exact dat de parastrofi distincți, cât și caracterizarea quasigrupurilor 

liniare 𝑛-are cu un număr exact dat de parastrofi distincți (𝑛 > 3).  

Un alt aspect studiat în acest context ține de caracterizarea spectrului quasigrupurilor 𝑛-

are, parastrofii distincți ai cărora formează un sistem ortogonal. Problema ortogonalității 

operațiilor binare a apărut inițial în combinatorică (ortogonalitatea pătratelor latine) fiind 

impulsionată de cunoscuta ipoteză a lui Euler despre inexistența pătratelor latine ortogonale de 

ordinul 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4)  care a fost soluționată definitiv (negativ) de către R. C. Bose, S. S. 

Shrikhande și E. T. Parker în 1960 [39]. Soluția definitivă a ipotezei lui Euler arăta că există pătrate 

latine ortogonale de orice ordin 𝑞 ≠ 1, 2, 6 . Este de menționat că, G. Tarry demonstrase anterior 

inexistența pătratelor latine ortogonale de ordinul 6 [136, 137]. Soluționarea acestei ipoteze a 

condus la apariția unor domenii noi de cercetare în combinatorică și algebră cum ar fi, de exemplu, 

teoria operațiilor ortogonale, dezvoltată inițial de T. Mann, V. Belousov, C. Stein, T. Evans ș.a. 

care, necesitând diverse metode de construcție, s-a dezvoltat în multiple direcții [1-11, 14, 15, 24-

26, 34-38, 41, 43, 52-56, 58, 61, 62, 64, 65, 67, 68, 72, 74, 78, 79, 85, 87, 91, 92, 112, 113, 118, 

119, 139, 140, 142-145, 148, 152].  

O direcție aparte în teoria operațiilor ortogonale o reprezintă studiul ortogonalității 

parastrofilor unui quasigrup 𝑛-ar [12, 13, 16, 27-33, 40, 42, 44-51, 57, 63, 75, 84, 94, 115-117, 

125, 126, 128-133, 147, 150, 151, 153, 158-162]. Quasigrupurile 𝑛 -are care posedă seturi 

ortogonale din n parastrofi (parastrofi principali) se numesc quasigrupuri parastrofic-ortogonale 

(auto-ortogonale), iar quasigrupurile 𝑛-are, toți parastrofii distincți ai cărora formează un sistem 

ortogonal, se numesc quasigrupuri total parastrofic-ortogonale. În acest context, elaborarea 

metodelor de construcție a quasigrupurilor 𝑛 -are parastrofic-ortogonale, respectiv total 

parastrofic-ortogonale, este un instrument eficient pentru caracterizarea spectrului unor astfel de 



11 

 

quasigrupuri.  

O problemă care apare în acest context este caracterizarea quasigrupurilor liniare ce posedă 

un număr exact dat de parastrofi distincți, inclusiv ortogonali [59, 70, 71, 93, 121-124, 149, 154]. 

O noțiune analogică celei de quasigrup total parastrofic-ortogonal, a apărut inițial în caz 

binar, fiind introdusă de autoarea tezei în colaborare cu G. Belyavskaya, unde quasigrupurile cu 

cei 6 parastrofi ortogonali au fost numite totCO-quasigrupuri (total conjugate-orthogonal 

quasigroups) [155-157].  Quasigrupurile ternare mediale parastrofic-ortogonale au fost studiate 

de I. Fryz și F. Sokhatsky [59, 121], care au stabilit condiții necesare și suficiente ca un quasigrup 

ternar medial să posede sisteme ortogonale, respectiv puternic ortogonale din șase (toți) parastrofi 

principali, și au demonstrat că, pentru orice 𝑛 > 3,  nu există quasigrupuri 𝑛 -are mulțimea 

parastrofilor principali ai cărora formează un sistem puternic ortogonal.  

Operațiile ortogonale, în particular quasigrupurile ortogonale (parastrofic-ortogonale, auto-

ortogonale) au numeroase aplicări în criptografie, teoria codurilor, combinatorică ș. a. [34-36, 38, 

60- 62, 66, 68, 69, 72, 73, 77, 82, 83, 88-90, 102, 103, 120, 138, 141, 144].  

Scopul tezei constă în obținerea unor caracterizări ale quasigrupurilor 𝑛 −are (𝑛 = 2, 3, 4), 

ce posedă un număr dat de parastrofi distincți, în particular ale quasigrupurilor total parastrofic-

ortogonale, precum și estimarea spectrului acestor quasigrupuri. 

Pentru realizarea scopului au fost formulate următoarele obiective: 

✓ determinarea seturilor maximale de parastrofi distincți ai unui quasigrup 𝑛 −ar (𝑛 = 2, 3, 4), 

utilizând subgrupurile grupului  𝑆𝑛; 

✓ caracterizarea 𝑇 −formei 𝑇 −quasigrupurilor cu un număr exact dat de parastrofi distincți, 

inclusiv în cazul când aceștea formează un sistem ortogonal; 

✓ obținerea unor estimări ale spectrului quasigrupurilor 𝑛 −are finite ce au un anumit număr de 

parastrofi distincți (𝑛 = 2, 3, 4), inclusiv ortogonali. 

Lucrarea este structurată în patru capitole, Introducere, Concluzii generale și recomandări, 

Bibliografie și 5 anexe.  

În primul capitol este prezentată o analiză a rezultatelor cunoscute care se referă la tema 

tezei. Se arată că numărul maximal de parastrofi distincți ai unui quasigrup 𝑛 −ar (𝑄, 𝐴) coincide 

cu indicele |𝑆𝑛+1: 𝐻| al subgrupului H = {σ ∈ Sn+1|A = Aσ } în grupul 𝑆𝑛+1. Astfel, numărul 

maximal posibil de parastrofi distincți ai unui quasigrup 𝑛 −ar este un divizor al numărului 

(n + 1)!, iar seturile maximale de parastrofi distincți ale operației 𝑛 −are de quasigrup 𝐴 sunt 

seturile de reprezentanți ai claselor din mulțimea-factor, obținută la factorizarea grupului Sn+1 

prin H.  
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În acest capitol sunt date estimări ale spectrului quasigrupurilor binare și, respectiv ternare, 

cu un număr maximal fixat de parastrofi distincți. Se arată că există quasigrupuri binare care au 

exact 𝑘 parastrofi pentru fiecare 𝑘 = 1, 2, 3 sau 6, de orice ordin 𝑛 ≥ 4. În caz ternar se știe că 

există quasigrupuri ternare cu exact k parastrofi distincți, pentru fiecare 𝑘 ∈

{1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}, caracterizând integral spectrul lor în caz finit, pentru 𝑘 ∈

{1, 3, 4, 6, 12, 24} și parțial pentru 𝑘 = 2, 8. Sunt date unele estimări ale spectrului și în caz 

𝑛 −ar [80, 81]. 

De asemenea, în acest compartiment sunt date seturile maximale posibile de parastrofi 

distincți ai unui quasigrup binar, respectiv ternar, și caracterizate quasigrupurile binare/ternare 

liniare, cu un număr maximal fixat de parastrofi distincți. 

În ultimul paragraf al primului capitol este prezentată informația necesară din domeniul 

operațiilor 𝑛 −are ortogonale, în particular, al quasigrupurilor 𝑛 −are ortogonale. Este descrisă 

metoda de construcție a sistemelor ortogonale de quasigrupuri 𝑛 −are finite, dată de T. Evans, 

care utilizează în acest scop sisteme ortogonale de quasigrupuri de aritate mai mică. Metoda dată 

de T. Evans arată existența sistemelor ortogonale din 𝑛 quasigrupuri 𝑛 −are finite (𝑛 ≥ 2), de 

orice ordin q ≠ 1, 2, 6. 

În capitolul al doilea sunt prezentate rezultatele autoarei tezei, referitoare la quasigrupurile 

binare și, respectiv ternare, liniare peste grupuri, cu un număr maximal dat de parastrofi distincți. 

În paragraful 2.1 sunt date caracterizări complete ale quasigrupurilor binare, liniare peste 

un grup, numărul maximal de parastrofi distincți ai cărora este 1, 2 sau 3. Sunt construite exemple 

de astfel de quasigrupuri și prezentate estimări ale spectrului lor. Se arată că:  

a) există 𝑇𝑆 −quasigrupuri binare de orice ordin q ≥ 1;  

b) există quasigrupuri binare liniare finite, care au exact doi parastrofi distincți, de orice 

ordin primar q > 3; 

c) există T-quasigrupuri binare finite, care au exact trei parastrofi distincți, de orice ordin 

q > 2. 

Paragraful 2.2 este dedicat  quasigrupurilor binare cu toți cei șase parastrofi distincți, 

numite 𝐷𝐶 −quasigrupuri [20, 95, 99, 107]. Se demonstrează că: 𝐷𝐶 −quasigrupurile sunt 

necomutative și netriviale;  clasa 𝐷𝐶 −quasigrupurilor este închisă în raport cu transformarea de 

parastrofie; orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfică a unui 𝐷𝐶 −quasigrup este un 

𝐷𝐶 − quasigrup; dacă un subquasigrup al unui quasigrup este 𝐷𝐶 − subquasigrup, atunci 

quasigrupul este 𝐷𝐶 −quasigrup. De asemenea, în acest paragraf este caracterizat complet spectrul 

𝐷𝐶 −quasigrupurilor finite: se demonstrează că, există 𝐷𝐶 −quasigrupuri de ordinul 𝑞 pentru 
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orice 𝑞 ≥ 4 . În particular, sunt caracterizate 𝐷𝐶 − 𝑇 −quasigrupurile și se demonstrează că, 

pentru orice 𝑞 ≥ 5, 𝑞 ≠ 6, există 𝐷𝐶 − 𝑇 −quasigrupuri de ordinul 𝑞.  

În paragraful 2.3 sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup ternar să 

posede exact k parastrofi distincti, unde 𝑘 = 3, 4 sau 6. Sunt construite exemple de astfel de 

quasigrupuri și sunt date estimări ale spectrului lor. Se arată că:  

a) există quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distinți, de orice ordin q ≥ 3; 

b) există 𝑇 −quasigrupuri ternare finite, ce au exact 4 parastrofi distincți, de orice ordin 

impar q ≥  3;  

c) există 𝑇 −quasigrupuri ternare finite de ordin impar 𝑞, (𝑞, 3) = 1, ce posedă exact șase 

parastrofi distincți. 

Capitolul trei se referă la 𝑇 −quasigrupurile 4-are cu un număr maximal dat de parastrofi 

distincți. Sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup 4 −ar să aibă exact 1, 5, 10 

sau 20 de parastrofi distincți. Sunt prezentate unele estimări ale spectrului acestor quasigrupuri. 

De asemenea, în acest capitol se demonstrează că nu există 𝑇 −quasigrupuri 4 −are cu exact 2, 

6 sau 15 parastrofi distincți.  

În Capitolul patru sunt studiate quasigrupurile n-are parastrofic-ortogonale, inclusiv total 

parastrofic-ortogonale, 𝑛 = 2, 3, 4. Sunt obținute caracterizări ale quasigrupurilor binare în care 

toți cei șase parastrofi formează un sistem ortogonal, numite 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri [18, 22, 23, 

100]. În particular se arată că clasa 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupurilor este închisă în raport cu transformarea 

de parastrofie și sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup binar să fie un 

𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup. De asemenea, sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup 

ternar să aibă exact trei sau patru parastrofi distincți care formează un sistem ortogonal. Sunt 

prezentate estimări ale spectrului quasigrupurilor n-are parastrofic-ortogonale, 𝑛 = 2, 3, 4 , 

inclusiv a 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupurilor.  

În ultimul paragraf al Capitolului 4, în baza metodei de construcție a sistemelor ortogonale 

de operații 𝑛 − are, date de Trevor Evans, sunt prezentate construcții ale operațiilor k-are 

parastrofic-ortogonale, în particular auto-ortogonale, unde 𝑘  are una din următoarele forme: 

𝑘 = 𝑛2, 2𝑛, 𝑚𝑛, pentru 𝑛, 𝑚 ≥  2.  Astfel se obține că, dacă pe o mulțime finită Q există 

quasigrupuri auto-ortogonale 𝑚−are și, respectiv 𝑛 −are, unde  𝑛, 𝑚 ≥  2, atunci pe această 

mulțime există quasigrupuri mn −are auto-ortogonale. În particular, din această construcție 

rezultă că există quasigrupuri 2n −are auto-ortogonale de orice ordin 𝑞 ≠ 1, 2, 3, 6, pentru orice 

n ≥ 1. 
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Lucrarea conține și 5 anexe ce includ subgrupurile grupului 𝑆4 și subgrupurile de ordinul 

24, 20, 12, 8 și 6, respectiv, ale grupului 𝑆5, 𝑇 −formele 𝑇 −quasigrupurilor binare cu exact k 

parastrofi distincți și ortogonali, unde 𝑘 ∈ {1, 2, 3, 6}, 𝑇 −formele 𝑇 −quasigrupurilor ternare cu 

exact 𝑘  parastrofi distincți, unde 𝑘 ∈ {1, 2, 3, 4, 6},  parastrofii 𝑇 −quasigrupurilor ternare și, 

respectiv, 4 −are.  

Rezultatele autoarei   T. Rotari (T. Popovici) la tema tezei de doctorat au fost publicate 

în 27 de lucrări științifice [17-23, 95-101, 104-111, 134, 135, 155-157], inclusiv 10 articole (6 în 

reviste științifice de specialitate și 4 în culegeri de articole) și 17 rezumate ale comunicărilor la 

conferințe științifice de specialitate. 
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1. ANALIZA BIBLIOGRAFIEI ÎN DOMENIUL TEORIEI 

QUASIGRUPURILOR CU UN NUMĂR DAT DE PARASTROFI 

DISTINCȚI 

1.1. Transformarea de parastrofie în quasigrupuri  

Fie 𝑄 o mulțime nevidă și 𝐴 o operație binară definită pe mulțimea 𝑄. 

Definiția 1.1.1. Grupoidul binar (𝑄, 𝐴)  se numește quasigrup, dacă ecuațiile 𝐴(𝑎, 𝑦) = 𝑏,

𝐴(𝑥, 𝑎) = 𝑏 au câte o singură soluție în Q, pentru orice 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄.  

În caz finit noțiunea de quasigrup reprezintă echivalentul algebric al celei de pătrat latin. 

Un pătrat latin de ordinul 𝑛, unde 𝑛 este un număr natural nenul, este un tabel cu 𝑛 linii și 𝑛 

coloane la intersecția cărora se află 𝑛 elemente care se întâlnesc exact câte o singură dată în 

fiecare linie și în fiecare coloană.  

Definiția 1.1.1. poate fi formulată echivalent în felul următor: 

Definiția 1.1.2. Un grupoid binar (𝑄, 𝐴) se numește quasigrup, dacă în egalitatea 𝐴(𝑥, 𝑦) =  𝑧 

oricare două dintre elementele 𝑥, 𝑦, 𝑧 îl determină univoc pe al treilea. 

Ultima definiție sugerează modul de generalizare a noțiunii de quasigrup în caz 𝑛 −ar 

(𝑛 ≥ 2). 

Definiția 1.1.3. Un grupoid 𝑛 −ar (𝑄, 𝐴) se numește quasigrup 𝑛 −ar (sau 𝑛 −quasigrup) 

dacă în egalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛+1 oricare 𝑛 dintre elementele 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1  îl 

determină univoc pe al (𝑛 + 1) −lea. 

Definiția 1.1.4. Fie (𝑄, 𝐴)  un quasigrup 𝑛 −ar și fie 𝜎 ∈ 𝑆𝑛+1 . Operația 𝐴𝜎  definită de 

echivalența: 

    𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛+1 ⇔ 𝐴𝜎 (𝑥𝜎(1), 𝑥𝜎(2), … , 𝑥𝜎(𝑛)) = 𝑥𝜎(𝑛+1), 

se numește 𝜎 −parastrof sau, simplu, parastrof al quasigrupului (Q, A). Parastroful 𝐴𝜎  se 

numește parastrof principal, dacă 𝜎(𝑛 + 1) = 𝑛 + 1. 

Din definiția parastrofului rezultă că un quasigrup 𝑛 − ar are (𝑛 + 1)!  parastrofi. 

Menționăm că aceștea nu sunt neapărat distincți ca operații algebrice. Quasigrupurile 𝑛 −are 

pentru care toți cei (𝑛 + 1)! parastrofi coincid se numesc quasigrupuri total-simetrice, sau TS-

quasigrupuri. 

Cei șase parastrofi ai unui quasigrup binar (𝑄, 𝐴) de obicei se notează în felul următor: 

Σ(𝐴) = {𝐴, 𝐴−1, 𝐴−1 , (𝐴−1),
−1

( 𝐴−1 )
−1
, 𝐴∗}, 
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unde  

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑧 ⟺ 𝐴−1(𝑥, 𝑧) = 𝑦 ⟺ 𝐴−1 (𝑧, 𝑦) = 𝑥 ⟺ 𝐴∗(𝑦, 𝑥) = 𝑧. 

Altă modalitate de notare a parastrofilor operației unui quasigrup binar (𝑄, 𝐴) este următoarea:  

𝐴−1 = 𝐴𝑟 = 𝐴
(23) , 𝐴−1 = 𝐴𝑙 = 𝐴

(13) , 𝐴∗ = 𝐴𝑠 = 𝐴
(12) , 

 (𝐴−1) 
−1

= 𝐴𝑙𝑟 = 𝐴,
(123)    ( 𝐴−1 )

−1
= 𝐴𝑟𝑙 = 𝐴

(132) , 

unde 𝑟 = (23),   𝑙 = (13),   𝑠 = (12). 

Lema 1.1.1. Fie (Q, A) un quasigrup 𝑛 −ar și 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆𝑛+1|𝐴 = 𝐴𝜎 }. Atunci 𝐻 ≤ 𝑆𝑛+1. 

Demonstrație. Fie 𝜎1, 𝜎2 ∈ 𝐻, atunci 𝐴 = 𝐴
𝜎1  și 𝐴 = 𝐴

𝜎2 , deci 𝐴 = ( 𝐴
𝜎1 ) = 𝐴 = 𝐴

𝜎2𝜎2𝜎1𝜎2 . 

De unde rezultă 𝜎1𝜎2 ∈ 𝐻. Din relația 𝐴 = 𝐴,𝜎  obținem 

𝐴𝜎−1 = ( 𝐴𝜎 )𝜎−1 ⟺ 𝐴𝜎−1 = 𝐴 ⟹ 𝜎−1 ∈ 𝐻. 

Prin urmare, 𝐻 ≤ 𝑆𝑛+1.   

Lema 1.1.2. Numărul maximal de parastrofi distincți ai unui quasigrup n-ar (Q, A) coincide cu 

indicele |𝑆𝑛+1: 𝐻| al subgrupului 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆𝑛+1|𝐴 = 𝐴𝜎 } în 𝑆𝑛+1. 

Demonstrație. Fie (Q, A)un quasigrup 𝑛 −ar și fie 𝜏 ∈ 𝐻𝛽, unde 𝛽 ∈ 𝑆𝑛+1. Atunci 𝜏 = 𝜎𝛽 unde 

𝜎 ∈ 𝐻. În baza definiției subgrupului H din Lema 1.1.1., obținem 𝐴𝜏 = 𝐴
𝜎𝛽

= ( 𝐴𝜎 )𝛽
= 𝐴

𝛽
 

deci, ∀𝜏 ∈ 𝐻𝛽, 𝐴𝜎 = 𝐴
𝛽
. Reciproc, dacă 𝐴

𝛽1 = 𝐴
𝛽2 , atunci 

𝐴 = ( 𝐴
𝛽2 )

𝛽1
−1

= 𝐴
𝛽2𝛽1

−1

⟺ 𝛽2𝛽1
−1 ∈ 𝐻 ⟺ 𝐻𝛽1 = 𝐻𝛽2, 

deci 𝛽1 și 𝛽2 aparțin aceleași clase de rest modulo H. Prin urmare, numărul maximal de parastrofi 

distincți ai quasigrupului (𝑄, 𝐴) coincide cu numărul de clase de rest modulo 𝐻.   

Corolarul 1.1.1. Numărul maximal posibil de parastrofi distincți ai unui quasigrup n-ar este 

(𝑛 + 1)!. 

Într-adevăr, numărul maximal posibil de parastrofi distincți ai unui quasigrup este 

determinat de cel mai mic subgrup al grupului  𝑆𝑛+1, cel trivial, de ordinul 1. În baza Lemei 1.1.2, 

obținem |𝑆𝑛+1: 𝐻| = |𝑆𝑛+1|: |𝐻| = (𝑛 + 1)! .     □ 

Corolarul 1.1.2. Seturile maximale de parastrofi distincți ale operației n-are de quasigrup A sunt 

seturile posibile de reprezentanți ai claselor din (𝑆𝑛+1 𝐻⁄ )𝑑 = {𝐻𝛽|𝛽 ∈ 𝑆𝑛+1}. 

Observăm că în acest context pot fi considerate și clasele de rest la stânga modulo 𝐻. 
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Lema 1.1.3.  Fie 𝐻1 și 𝐻2 două subgrupuri izomorfe ale grupului 𝑆𝑛+1 și fie 𝜑 un izomorfism 

astfel încât 𝐻2 = 𝜑(𝐻1). Dacă 𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑘 este un set de reprezentanți în raport cu 𝐻1, atunci 

𝜑(𝛽1), 𝜑(𝛽2), … , 𝜑(𝛽𝑘) este un set de reprezentanți în raport cu subgrupul 𝐻2. 

Demonstrație. Considerăm subgrupurile izomorfe 𝐻1 ≅ 𝐻2 și fie izomorfismul 𝜑  astfel încât 

𝐻2 = 𝜑(𝐻1), atunci 𝐻2𝜑(𝛽) = 𝜑(𝐻1)𝜑(𝛽) = 𝜑(𝐻1𝛽), deci   

𝑆𝑛+1 𝐻2⁄ = {𝐻2𝛽 |𝛽 ∈ 𝑆𝑛+1} = {𝜑(𝐻1𝛽) |𝛽 ∈ 𝑆𝑛+1} = {𝐻2𝜑(𝛽)|𝛽 ∈ 𝑆𝑛+1}. □ 

Mulțimile posibile de parastrofi distincți și spectrul quasigrupurilor binare/ternare cu un 

număr exact dat de parastrofi distincți au fost studiate de C.C. Lindner, D. Steedly, M.  McLeish, 

F. Sokhatsky, Y. Pirus ș.a. [76, 80, 81, 122-124].  

Propoziția 1.1.1. Mulțimea perechilor de parastrofi ai unui quasigrup binar (𝑄, 𝐴)  se 

descompune în patru clase disjuncte, astfel încât egalitatea (inegalitatea) componentelor unei 

perechi dintr-o clasă implică egalitatea (inegalitatea) componentelor oricărei perechi din această 

clasă, și anume: 

I. (𝐴, 𝐴
(23) ) , ( 𝐴

(12) , 𝐴
(132) ) , ( 𝐴

(13) , 𝐴
(123) ) ; 

II. (𝐴, 𝐴
(13) ) , ( 𝐴

(12) , 𝐴
(123) ) , ( 𝐴

(23) , 𝐴
(132) ) ; 

III. (𝐴, 𝐴
(12) ) , ( 𝐴

(23) , 𝐴
(123) ) , ( 𝐴

(13) , 𝐴
(132) ) ; 

IV. (𝐴, 𝐴
(123)

) , (𝐴, 𝐴
(132)

) , ( 𝐴
(13)

, 𝐴
(23)

) , ( 𝐴
(23)

, 𝐴
(12)

) , ( 𝐴
(123)

, 𝐴
(132)

) , ( 𝐴
(12)

, 𝐴
(13)

). 

Demonstrație. Există 15 perechi neordonate de parastrofi ai unui quasigrup binar (𝑄, 𝐴). Prin 

simple verificări, se arată că egalitatea parastrofilor unei perechi dintr-o anumită clasă, implică 

egalitatea parastrofilor tuturor perechilor de parastrofi din această clasă. De exemplu, aplicând 

succesiv substituțiile (23), (13), (123), (132)  și (12)  asupra perechii de parastrofi 

( 𝐴
(13) , 𝐴

(123) ) din clasa I transformarea ( 𝐴
𝜎1 , 𝐴

𝜎2 ) = ( 𝐴
𝜏𝜎1 , 𝐴

𝜏𝜎2 )
𝜏

 și luând 𝜏 = (23), obținem 

perechile de parastrofi ( 𝐴
(132) , 𝐴

(12) ), (𝐴, 𝐴
(23) ) , ( 𝐴

(23) ,𝐴) ,  ( 𝐴
(12) , 𝐴

(132) ), ( 𝐴
(123) , 𝐴

(13) ) 

din aceași clasă I. Analog, conjugările pot fi aplicate celorlalte perechi din clasa I. Astfel, orice 

clasă indicată în propoziție este închisă în raport cu transformarea dată.   □ 

În [76], autorii au demonstrat că există quasigrupuri binare care au exact 𝑘 parastrofi 

pentru fiecare 𝑘 = 1, 2, 3 sau 6, iar autoarea tezei în lucrările [17-23] caracterizează seturile 

posibile de parastrofi distincți ai unui quasigrup binar și forma operațiilor liniare de quasigrup, cu 

un număr exact dat de parastrofi distincți. 
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Fie (Q, A) un quasigrup binar. Considerăm mulțimea  

𝑇 = {𝐴(𝑥, 𝐴(𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐴(𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦, 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥),   

𝐴(𝑥, 𝐴(𝑦, 𝑥)) =  𝑦, 𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦}, 

formată din cinci identități de două variabile. Cu ajutorul identităților mulțimii T, în lucrarea [76] 

C.C. Lindner și D. Steedly au stabilit următoarele condiții în care are loc egalitatea anumitor 

parastrofi ai quasigrupului (𝑄, 𝐴): 

1) dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴)  satisfăce toate identitățile mulțimii T, atunci țoți parastrofii 

quasigrupului (𝑄, 𝐴) coincid; 

2) dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴)  satisfăce exact două dintre identitățile mulțimii T, atunci 

quasigrupul (Q, A) are exact doi parastrofi distincți; 

3) dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴) satisfăce exact o identitate dintre cele cinci identități ale mulțimii 

T, atunci quasigrupul (𝑄, 𝐴) are exact trei parastrofi distincți; 

4) dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴) nu satisfăce nici una dintre identitățile mulțimii T, atunci toți 

parastrofii quasigrupului (𝑄, 𝐴) sunt distincți. 

Menționăm că în acest caz se consideră că, atunci când quasigrupul (𝑄, 𝐴)  satisfăce exact 

𝑘 identități ale mulțimii T, nu vor fi satisfăcute celelalte identități ale mulțimii date. În lucrările 

[22, 98] este precizată dependența egalității parastrofilor unui quasigrup (𝑄, 𝐴) de identitățile 

mulțimii T, fiind redus numărul acestora la patru.  După cum se demonstrează în [22], identitățile 

𝐴(𝑥, 𝐴(𝑦, 𝑥)) = 𝑦 și 𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦 sunt echivalente și reprezintă legea semisimetriei. Acest 

fapt reiese și din faptul că perechile de parastrofi ( 𝐴
(23)

, 𝐴
(12)

) și (𝐴, 𝐴
(123)

) aparțin aceleeași 

clase IV. Din egalitatea 𝐴
(23) (𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦),

(12)
 în baza definiției parastrofilor respectivi, 

obținem: 

𝐴
(23) (𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦) ⟺ 𝐴

(23) (𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥) ⟺ 𝐴(𝑥, 𝐴(𝑦, 𝑥)) = 𝑦.
(12)

 

Din egalitatea parastrofilor perechii (𝐴, 𝐴
(123) ), obținem: 

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦) ⟺ 𝐴( 𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦.
(123)

 

Deci, realizarea uneia dintre identități, implică realizarea celeilalte identități.  

Considerăm mulțimea 

𝑇̅ = {𝐴(𝑥, 𝐴(𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐴(𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦, 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥), 𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦}. 

În conformitate cu [10, 93,114], vom numi aceste identități în felul următor: 

𝐴(𝑥, 𝐴(𝑥, 𝑦)) = 𝑦 - legea cheilor la stânga; 

𝐴(𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦 - legea cheilor la dreapta; 

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥) - legea comutativă; 
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𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦 - legea semisimetriei. 

Realizarea uneia dintre aceste identități implică egalitatea perechilor de parastrofi ai uneia dintre 

clasele prezentate în Propoziția 1.1.1.  

Propoziția 1.1.2. Fie (𝑄, 𝐴) un quasigrup binar. Sunt adevărate afirmațiile: 

1) Dacă quasigrup (𝑄, 𝐴)  satisface legea cheilor la stânga, atunci are loc egalitatea 

componentelor perechilor de parastrofi din clasa I; 

2) Dacă quasigrup (𝑄, 𝐴)  satisface legea cheilor la dreapta, atunci are loc egalitatea 

componentelor perechilor de parastrofi din clasa II; 

3) Dacă quasigrup (𝑄, 𝐴) satisface legea comutativă, atunci are loc egalitatea componentelor 

perechilor de parastrofi din clasa III; 

4) Dacă quasigrup (𝑄, 𝐴)  satisface legea semisimetriei, atunci are loc egalitatea 

componentelor perechilor de parastrofi din clasa IV. 

Demonstrație. Fie că quasigrupul (𝑄, 𝐴)  satisfice legea cheilor la stânga, atunci din 

𝐴(𝑥, 𝐴(𝑥, 𝑦)) = 𝑦,  obținem 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦)
(23)

  ce implică egalitatea componentelor 

perechilor de parastrofi din clasa I. Invers, dacă are loc loc egalitatea componentelor perechilor 

de parastrofi din clasa clasa I, atunci 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦)
(23)

.  Din definiția parastrofului  

𝐴(𝑥, 𝑦)
(23)

, obținem 𝐴(𝑥, 𝐴(𝑥, 𝑦)) = 𝑦. 

Analogic, dacă quasigrupul (Q, A) satisface legea cheilor la dreapta  𝐴(𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦, atunci 

𝐴(𝑦, 𝑥)
(13)

= 𝐴(𝑦, 𝑥) ⟺ 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦)
(13) , iar perechea de parastrofi (𝐴, 𝐴

(13) ) aparține 

clasei II. Reciproc, dacă are loc egalitatea componentelor perechilor de parastrofi în clasa II, 

atunci considerând egalitatea parastrofilor perechii ( 𝐴
(12) , 𝐴

(123) ), adică 

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦).
(123)(12)

 Din definiția parastrofilor respectivi, avem 

𝐴(𝑦, 𝑥) = 𝐴(𝑥, 𝑦) ⟺
(123)

𝐴(𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦, 

adică este satisfăcută legea cheilor la dreapta.  

 Admitem acum că quasigrupul (Q, A) satisface legea comutatică 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥), ceea 

ce implică 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦)
(12)

, adică are loc egalitatea parastrofilor unei perechi din clasa III, 

ceea ce implică egalitatea tuturor parastrofilor din această clasă. Reciproc, dacă are loc  egalitatea 

componentelor perechiilor de parastrofi din clasa III, perechea (𝐴, 𝐴
(12) ) implică direct legea 

comutativă. 

Dacă quasigrupul (Q, A) satisface legea semisimetriei 𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦, atunci  
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𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥) ⟺ 𝐴(𝑥, 𝑦) = ( 𝐴(𝑥, 𝑦)
(12)

)
(13)(13)

⟺ 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦)
(132)

, 

ce corespunde perechii de parastrofi (𝐴, 𝐴)
(132)

 din clasa IV. Reciproc, dacă are egalitatea 

componentelor perechilor de parastrofi clasei IV, atunci  

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦) ⟺
(123)

𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦. □ 

 Propoziția 1.1.3. Orice două indentități ale mulțimii 𝑇̅ implică celelalte două. 

Demonstrație. 1)  Fie că quasigrupul (𝑄, 𝐴) satisface legile cheilor la stânga și la dreapta, atunci 

are loc egalitatea componentelor perechilor de parastrofi din clasa I și clasa II. Egalitatea 

componentelor perechilor de parastrofi (𝐴, 𝐴
(23) ) și (𝐴, 𝐴

(13) ) implică egalitatea parastrofilor 

perechii ( 𝐴
(23) , 𝐴

(13) )  ce aparține clasei IV, deci are loc legea semisimetriei. Din egalitatea 

parastrofilor perechilor ( 𝐴
(12)

, 𝐴)
(132)

 din clasa I și ( 𝐴
(23) , 𝐴

(132) ), obținem ( 𝐴
(12) , 𝐴

(23) ) ⟺

(𝐴, 𝐴
(12) ) ce aparține clasei III, adică quasigrupul (Q, A) satisface și legea comutativă.  

2) Fie că quasigrupul (Q, A) satisface legea cheilor la stânga și legea comutativă, atunci are loc 

egalitatea componentelor perechilor de parastrofi ale claselor I și III. Considerând perechile de 

parastrofi (𝐴, 𝐴
(23) ) și (𝐴, 𝐴

(12) ) , obținem ( 𝐴
(12) , 𝐴

(23) )   ce aparține clasei IV, iar din 

( 𝐴
(12) , 𝐴

(132) )  și (𝐴, 𝐴
(12) )  reiese ( 𝐴

(12) , 𝐴
(132)  )  ce aparține clasei a doua, adică sunt 

satisfăcute legea cheilor la dreapta și legea semisimetriei. 

3) Fie că quasigrupul (Q, A) satisfacea legea cheilor la stânga și legea semisimetriei. Atunci are 

loc egalitatea parastrofilor perechilor claselor I și IV. Considerând (𝐴, 𝐴
(23) )  din clasa I și 

( 𝐴
(12) , 𝐴

(23) )  din clasa IV, obținem (𝐴, 𝐴
(12) )  din clasa III, iar din perechile  ( 𝐴

(13) , 𝐴
(123) ) 

din clasa I și (𝐴, 𝐴
(123) ) din clasa IV, obținem (𝐴, 𝐴

(13) ) din clasa II. Deci, quasigrupul satisface 

concomitent legea cheilor la dreapta și legea comutativă. 

4) Fie că quasigrupul (Q, A) satisfacea legea cheilor la dreapta și legea comutativă. Atunci are loc 

egalitatea parastrofilor perechilor claselor II și III. Luând (𝐴, 𝐴
(13) )  și (𝐴, 𝐴

(12) ),  avem 

( 𝐴
(13)

, 𝐴
(12) )  din clasa IV, deci este satisfăcută legea semisimetriei. Din (𝐴, 𝐴

(13) )  și 

( 𝐴
(13)

, 𝐴
(23) ), obținem (𝐴, 𝐴

(23) ) din clasa I, ceea ce implică realizarea legii cheilor la stânga. 

5) Fie că quasigrupul (Q, A) satisfacea legea cheilor la dreapta și legea semisimetriei. Atunci are 

loc egalitatea parastrofilor perechilor claselor II și IV. Luând (𝐴, 𝐴
(13) )  și ( 𝐴

(13)
, 𝐴
(12) ), 
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obținem (𝐴, 𝐴
(12) )  din clasa III, deci este satisfăcută legea comutativă. Din (𝐴, 𝐴

(13) )  și 

( 𝐴
(13)

, 𝐴
(23) ), obținem (𝐴, 𝐴

(23) ) din clasa I, ceea ce implică realizarea legii cheilor la stânga. 

6) Fie quasigrupul (Q, A) satisfacea legea comutativă și legea semisimetriei. Atunci are loc 

egalitatea parastrofilor perechilor claselor III și IV. Din (𝐴, 𝐴
(12) )  și ( 𝐴

(13)
, 𝐴
(12) ),  rezultă 

(𝐴, 𝐴
(13)

 )  din clasa II, deci este satisfăcută legea cheilor la dreapta. Din (𝐴, 𝐴
(12) )  și 

( 𝐴
(23)

, 𝐴
(12) ), obținem (𝐴, 𝐴

(23) ) din clasa I, cee ace implică realizarea legii cheiilor la stânga. 

□ 

     Următoarea afirmație precizează rezultatul obținut de către C. C. Lindner și D. Steedly și 

descrie modalitatea de egalitate a parastrofilor în dependență de identitățile mulțimii 𝑇̅. 

Propoziția 1.1.4. Fie (Q, A) un quasigrup, atunci: 

1) dacă quasigrupul (Q, A) satisface exact două identități ale mulțimii 𝑇̅, atunci toți parastrofii 

săi coincid; 

2) dacă quasigrupul (Q, A) satisface identitatea A(A(x,y),x)=y, atunci (Q, A) are exact doi 

parastrofi distincți, și aceștea sunt 𝐴(𝑥, 𝑦) și 𝐴(𝑥, 𝑦);
(12)

 

3) dacă quasigrupul (Q, A) satisface exact una dintre identitățile A(x,A(x,y))=y, A(A(y,x),x)=y, 

A(x,y)=A(y,x), atunci (Q, A) are exact următorii trei parastrofi distincți A(x,y), 

𝐴(𝑥, 𝑦), 𝐴
(132) (𝑥, 𝑦);

(123)
 

4) dacă quasigrupul (Q, A) nu satisfăce nici una dintre identitățile mulțimii 𝑇,̅  atunci toți 

parastrofii săi sunt distincți. 

Demonstrație. În baza Propoziției 1.1.3., dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴) satisface exact două identități 

ale mulțimii T̅, atunci el satisfice toate identitățile acestei mulțimi, iar toate perechile de parastrofi 

în cele patru clase coincid. Prin urmare, toți parastrofii quasigrupului coincid, adică (𝑄, 𝐴) este 

un TS-quasigrup. Dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴) satisfice exact identitatea 𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦, atunci 

parechile de parastrofi ce aparțin clasei IV coincid. Prin urmare,  

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦)
(123) = 𝐴(𝑥, 𝑦)

(132) , 

 𝐴(𝑥, 𝑦) =
(12) 𝐴(𝑥, 𝑦)

(13) = 𝐴(𝑥, 𝑦).
(23)

 

Deci, quasigrupul are exact doi parastrofi distincți, aceștea fiind 𝐴(𝑥, 𝑦) și 𝐴(𝑥, 𝑦).
(12)

 

Dacă quasigrupul satisface legea cheilor la stânga, atunci are loc egalitatea parastrofilor 

perechilor clasei I. Prin urmare, are loc egalitatea parastrofilor 

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦),
(23)  𝐴

(12) (𝑥, 𝑦) = 𝐴
(132) (𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑥, 𝑦) =

(13)
𝐴(𝑥, 𝑦).

(123)
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Astfel, quasigrupul are trei parastrofi distincți.  

Dacă quasigrupul satisface legea cheilor la dreapta, atunci are loc egalitatea componentelor  

perechilor clasei II. Prin urmare, are loc egalitatea parastrofilor: 

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦),
(13)  𝐴

(12) (𝑥, 𝑦) = 𝐴
(123) (𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑥, 𝑦) =

(23)
𝐴(𝑥, 𝑦),

(132)
 

quasigrupul având trei parastrofi distincți. Analog, dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴)  satisface legea 

comutativă, atunci are loc egalitatea parastrofilor perechilor clasei III, ceea ce implică egalitățile:  

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦),
(12)  𝐴

(23) (𝑥, 𝑦) = 𝐴
(123) (𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑥, 𝑦) =

(13)
𝐴(𝑥, 𝑦).

(132)
 

În așa mod, dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴) satisface exact una dintre identitățile: legea cheilor la stânga,  

legea cheilor la dreapta sau legea comutativă, atunci quasigrupul (𝑄, 𝐴) are exact trei parastrofi 

distincți, un astfel de triplet fiind 𝐴(𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑥, 𝑦)
(123)

, 𝐴(𝑥, 𝑦)
(132)

. 

  Dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴)  nu satisface nici una dintre identitățile mulțimii T̅ , atunci 

parastrofii în toate perechile celor patru clase sunt distincți, prin urmare, toți cei șase parastrofi ai 

quasigrupului sunt distincți. □ 

1.2.  Quasigrupuri ternare cu un număr exact dat de parastrofi distincți  

În 1976 M. E. McLeish, în teza sa de doctorat ,,On the Number of Conjugates of Ternary 

Quasigroups”, a prezentat următoarele rezultate: 

1) numărul de parastrofi distincți ai unui quasigrup 𝑛 −ar este divizor al numărului (𝑛 + 1)!; 

2) studiul mulțimilor de parastrofi distincți ai unui quasigrup ternar conduce la seturi de identități 

în acest quasigrup, indicând aceste seturi; 

3) există quasigrupuri ternare cu exact 𝑘  parastrofi distincți, pentru fiecare 𝑘 ∈

{1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24},  caracterizând integral spectrul lor în caz finit, pentru fiecare 𝑘 ∈

{1, 3, 4, 6, 12, 24} și parțial pentru 𝑘 ∈ {2, 8}.  De asemenea, M.E. McLeish a obținut o serie 

de estimări ale spectrului quasigrupurilor 𝑛 −are finite cu un număr exact dat de parastrofi 

distincți. Rezultatele obținute de McLeish sunt date în următoarele propoziții. 

Propoziția 1.2.1. [80] Fie (𝑄, 𝐴)  un quasigrup ternar finit de ordinul q. Sunt adevărate 

afirmațiile: 

1) Există TS-quasigrupuri ternare de orice ordin 𝑞 ≥ 1; 

2) Există quasigrupuri ternare cu exact 3 sau exact 4 parastrofi distincți de orice ordin 𝑞 ≥ 3; 

3) Există quasigrupuri ternare cu exact 6, exact 12 sau exact 24 parastrofi distincți de orice ordin 

𝑞 ≥ 4; 

4) Există quasigrupuri ternare cu exact 2 sau exact 8 parastrofi distincți de ordinul q, unde  𝑞 ≡

0 (𝑚𝑜𝑑 8), 𝑞 ≡ 0 sau 5 (𝑚𝑜𝑑 10), 𝑞 ≡ 4, 8 sau 10 (𝑚𝑜𝑑 12),  pentru 𝑞 ≥ 5. 
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Propoziția 1.2.2. [80] Fie (Q, A) un quasigrup n-ar finit de ordinul q. Sunt adevărate afirmațiile: 

1) Există TS-quasigrupuri n-are de orice ordin 𝑞 ≥ 1; 

2) Există quasigrupuri n-are cu exact (n+1)! parastrofi distincți de orice ordin 𝑞 > 4(𝑛 − 1)2 ; 

3) Există numărul întreg 𝑞(𝑗, 𝑛) astfel încât pentru orice 𝑞 ≥ 𝑞(𝑗, 𝑛) există quasigrupuri n-are 

de ordinul q cu exact 
(𝑛+1)!

𝑗!
, j=1, …, n, parastrofi distincți; 

4) Există quasigrupuri n-are (n> 3) de ordinul q cu exact 
𝑛(𝑛+1)

2
 parastrofi distincți; 

5) Dacă 𝑞 ≥ 3 și 𝑛 ≥ 3 este impar, atunci există quasigrupuri n-are de ordinul q cu exact  

 

(𝑛 + 1)!

2 ∙ [(
𝑛 + 1
2 ) !]

2 

 parastrofi distincți; 

6) Dacă 𝑞 ≥ 3 și 𝑛 este par, atunci există quasigrupuri n-are de ordinul q cu exact 

(𝑛 + 1)!

[(
𝑛
2) !]

2

∙
𝑛 + 2
2

 

 parastrofi distincți. 

În [80, 81]  M. E. McLeish a studiat mulțimile posibile de parastrofi distincți ai unui 

quasigrup ternar, utilizând setul de identități 𝐴 = 𝐴
𝜎𝑖 , 𝑖 = 1, 24̅̅ ̅̅ ̅̅ , în acest quasigrup, notându-le 

respectiv cu 𝐿𝑖 , 𝑖 = 1, 24̅̅ ̅̅ ̅̅ , unde 𝜎1 = (34), 𝜎2 = (12), 𝜎3 = (12)(34), 𝜎4 = (23), 𝜎5 = (14),

𝜎6 = (14)(23), 𝜎7 = (13), 𝜎8 = (13)(24), 𝜎9 = (24), 𝜎10 = (123), 𝜎11 = (132), 𝜎12 =

(124), 𝜎13 = (142), 𝜎14 = (134), 𝜎15 = (143),   𝜎16 = (243),   𝜎17 = (234), 𝜎18 = (1432),

𝜎19 = (1423), 𝜎20 = (1234), 𝜎21 = (1243), 𝜎22 = (1342), 𝜎23 = (1324), 𝜎24 = 𝜀.  

Lema 1.2.1. [80] Fie (𝑄, 𝐴) un quasigrup ternar. Sunt adevărate afirmațiile: 

1)  (𝑄, 𝐴) este un 𝑇𝑆 −quasigrup dacă și numai dacă verifică toate cele 24 de identități; 

2) (𝑄, 𝐴) are exact doi parastrofi distincți dacă și numai dacă verifică setul de identități  

𝛴2 = { 𝐿3, 𝐿6, 𝐿8, 𝐿10, 𝐿11, 𝐿12, 𝐿13, 𝐿14, 𝐿15, 𝐿16, 𝐿17, 𝐿24}; 

3) (𝑄, 𝐴) are exact trei parastrofi distincți dacă și numai dacă verifică unul dintre seturile de 

identități  

𝛴3
1 = {𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿6, 𝐿8, 𝐿19, 𝐿23, 𝐿24}, 𝛴3

2 = {𝐿3, 𝐿4, 𝐿5, 𝐿6, 𝐿8, 𝐿21, 𝐿22, 𝐿24}, 

𝛴3
3 = {𝐿3, 𝐿6, 𝐿7, 𝐿8, 𝐿9, 𝐿18, 𝐿20, 𝐿24}; 
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4) (𝑄, 𝐴) are exact patru parastrofi distincți dacă și numai dacă verifică unul dintre seturile de 

identități  

𝛴4
1 = {𝐿2, 𝐿4, 𝐿7, 𝐿10, 𝐿11, 𝐿24}, 𝛴4

2 = {𝐿1, 𝐿5, 𝐿7, 𝐿14, 𝐿15, 𝐿24}, 

𝛴4
3 = {𝐿2, 𝐿5, 𝐿9, 𝐿12, 𝐿13, 𝐿24}, 𝛴4

4 = {𝐿1, 𝐿4, 𝐿9, 𝐿16, 𝐿17, 𝐿24}; 

5) (𝑄, 𝐴) are exact șase parastrofi distincți dacă și numai dacă verifică unul dintre seturile  

de identități  

𝛴6
1 = {𝐿3, 𝐿6, 𝐿8, 𝐿24},  𝛴6

2 = {𝐿8, 𝐿18, 𝐿20, 𝐿24},  𝛴6
3 = {𝐿3, 𝐿19, 𝐿23, 𝐿24}, 

  𝛴6
4 = {𝐿6, 𝐿21, 𝐿22, 𝐿24}, 𝛴6

5 = {𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿24}, 

𝛴6
6 = {𝐿4, 𝐿5, 𝐿6, 𝐿24}, 𝛴6

7 = {𝐿7, 𝐿8, 𝐿9, 𝐿24}; 

6)  (𝑄, 𝐴)  posedă exact opt parastrofi distincți dacă și numai dacă verifică unul dintre seturile 

de identități: 

𝛴8
1 = {𝐿10, 𝐿11, 𝐿24}, 𝛴8

2 = {𝐿12, 𝐿13, 𝐿24}, 𝛴8
3 = {𝐿14, 𝐿15, 𝐿24}, 𝛴8

4  = {𝐿16, 𝐿17, 𝐿24};  

7) (Q, A) posedă exact doisprezece parastrofi distincți dacă și numai dacă este satisfăcută o 

singură identitate  𝐿𝑖 , 𝑖 = 1, 9̅̅ ̅̅̅  și nu este satisfăcută nici una dintre celelalte identități, 

excepție făcând identitatea 𝐿24;  

8)  (𝑄, 𝐴)  are toți cei 24 de parastrofi distincți doi câte doi dacă și numai dacă nu verifică 

nici una din identitățile 𝐿𝑖 , 𝑖 = 1, 24̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Pentru determinarea spectrului quasigrupurilor ternare cu un număr maximal dat de 

parastrofi distincți, McLeish a utilizate diverse scheme-blok, precum și unele operații liniare 

definite pe inelul claselor de resturi ℤ𝑛
 .  De exemplu, pentru a demonstra inexistența 

quasigrupurilor ternare liniare peste inelul ℤ𝑛
 , McLeish arată că verificarea unor identități din 

acest set implică alte identități ce nu aparțin setului dat, obținând astfel contradicții. De asemenea, 

McLeish explică faptul că anume acest tip de quasigrupuri ternare cu exact doi parastrofi distincți 

nu există și nu exclude existența unor quasigrupuri ternare de alte tipuri cu exact doi parastrofi 

distincți. McLeish utilizează aceleași tehnici și la caracterizarea spectrului quasigrupurilor ternare 

cu exact 8 parastrofi distincți [81]. Prin metode algebrice nu a fost posibilă caracterizarea 

spectrului quasigrupurilor ternare cu exact 2 sau exact 8 parastrofi distincți, însă prin unele 

construcții combinatorice au fost obținute estimări ale spectrului acestor quasigrupuri. 

F. Sokhatsky și Y. Pirus în [123, 124] au obținut caracterizări ale quasigrupurilor ternare 

(𝑄, 𝐴), 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐, liniare peste un grup (𝑄,+,0), unde 0 este 

elementul neutru al grupului, 𝛼𝑖 , 𝑖 = 1,2,3, sunt bijecții pe mulțimea Q, cu condiția 𝛼𝑖0 = 0, 𝑖 =

1, 2, 3, ce posedă cel mult 𝑘 parastrofi distincți, unde 𝑘 este divizor al numărului 24. Aceste 

rezultate sunt prezentate în următoarea afirmație. 
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Propoziția 1.2.3. [124] Fie (𝑄, 𝑓), 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 , un quasigrup 

ternar liniar peste qrupul (𝑄, +, 0), unde 𝑐 ∈ 𝑄 și bijecțiile 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 ale mulțimii Q verifică 

condițiile 𝛼𝑖0 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3. Atunci:  

1) quasigrupul (𝑄, 𝑓) este un TS-quasigrup (are un singur parastrof distinct), dacă și numai 

dacă operația f are forma 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 𝑐;  

2) nu există quasigrupuri ternare liniare de acest tip, care au exact doi parastrofi distincți;  

3) quasigrupul ternar (𝑄, 𝑓) are maximum trei parastrofi distincți dacă și numai dacă operația 

f are forma 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 − 𝑧 + 𝑎, unde 𝛼 este un automorfism al grupul (𝑄,+, 0) 

și 𝛼𝑎 = −𝑎; 

4) quasigrupul ternar (𝑄, 𝑓) are maximum patru parastrofi distincți dacă și numai dacă există 

grupul abelian (Q, +, 0), bijecția 𝛼:𝑄 → 𝑄, și elementul 𝑎 ∈ 𝑄, astfel încât 𝛼0 = 0 și 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 + 𝛼𝑧 + 𝑎;  

5) quasigrupul ternar (𝑄, 𝑓) are maximum șase parastrofi distincți dacă și numai dacă este 

satisfăcută una din condițiile: 

a) există grupul abelian (𝑄,+, 0), automorfismul acestuia 𝛼  și elementul 𝑎 ∈ 𝑄, astfel 

încât  𝛼4 = 𝜀, 𝛼3𝑎 = −𝑎 și 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑥 + 𝛼3𝑦 − 𝛼2𝑧 + 𝑎; 

b) există grupul abelian (𝑄,+, 0),  automorfismele acestuia 𝛼 , 𝛽 și elementul 𝑎 ∈ 𝑄, 

astfel încât 𝛼𝑎 = 𝛽𝑎 = −𝑎, 𝛽𝛼 = 𝐼𝑎𝛼𝛽 și 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝛽𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 + 𝛽𝑧 + 𝑎; 

c) există grupul abelian (𝑄,+, 0), permutarea acestuia 𝛼 și elementul 𝑎 ∈ 𝑄,  astfel încât 

𝛼0 = 0 și 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 − 𝑧 + 𝑎; 

6) quasigrupul ternar are maximum opt parastrofi distincți distincți dacă și numai dacă există 

grupul abelian (Q, +, 0), bijecția acestuia 𝛼 și elementul 𝑎 ∈ 𝑄, astfel încât   

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 + 𝛼𝑧 + 𝑎; 

7) quasigrupul ternar (𝑄, 𝑓) are maximum doisprezece parastrofi distincți dacă și numai dacă 

există automorfismul 𝛽 al grupului (Q, +,0), bijecția acestuia 𝛼 și un element 𝑎 ∈ 𝑄, astfel 

încât 𝛽2 = 𝜀, 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝛼0 = 0,−𝛽𝑎 = 𝑎, iar operația este  

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑥 − 𝛽𝛼𝑦 + 𝛽𝑧 + 𝑎. 

Observăm că p. 3) - 7) nu se referă la numărul exact de parastrofi distincți, adică 

maximumul atins de parastrofi distincți. De exemplu, dacă 𝛼 = 𝐼 , atunci operația ia forma  

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 𝑐, deci (𝑄, 𝑓) este un 𝑇𝑆 −quasigrup. În paragraful 2.3 al acestei 

teze sunt prezentate condiții necesare și suficiente ca un T-quasigrup ternar să posede exact 𝑘 

parastrofi distincți, pentru fiecare 𝑘 ∈ {3, 4, 6}. 
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1.3. Quasigrupuri ortogonale. Metoda lui Evans de construcție a sistemelor    

    ortogonale de quasigrupuri 𝒏 −are 

Amintim că un grupoid 𝑛 −ar (Q, A) se numește 𝑛-quasigrup (sau quasigrup n-ar), dacă 

în egalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛+1 , fiecare 𝑛  dintre elementele 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛+1  determină 

univoc al (𝑛 + 1)-lea element. 

Definiția 1.3.1. Operațiile n-are 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 , definite pe o mulțime Q, se numesc operații 

ortogonale dacă, pentru orice 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑄, sistemul de ecuații  

{𝐴𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑎𝑖}
𝑛

𝑖 = 1
 

are o singură soluție în Q. 

Definiția 1.3.2. Un sistem de operații n-are {𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑠}, unde 𝑠 ≥ 𝑛, definite pe o mulțime Q, 

se numește sistem ortogonal dacă orice n operații ale acestui sistem sunt ortogonale. 

Din definițiile de mai sus rezultă afirmațiile: 

1) Sistemul de operații 𝑛-are {𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛}, definite pe o mulțime Q, este ortogonal dacă și 

numai dacă este bijectivă aplicația: 

𝜑: 𝑄𝑛 → 𝑄𝑛, 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = (𝐴1(𝑥1, … , 𝑥𝑛),… , 𝐴𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛)); 

2) Dacă |  𝑄  |< ∞, atunci sistemul de operații 𝑛-are {𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛}, definite pe 𝑄 , este 

ortogonal, dacă și numai dacă are loc implicația: 

                                {𝐴𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝐴𝑖(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)}
𝑛

𝑖 = 1
⇒ {𝑥𝑖 = 𝑦𝑖}

𝑛

𝑖 = 1
                          (1.1) 

Într-adevăr, dacă | 𝑄 |< ∞, și are loc implicația (1.1), atunci aplicația   

𝜑: 𝑄𝑛 → 𝑄𝑛,    𝜑(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = (𝐴1(𝑥1,… , 𝑥𝑛), … , 𝐴𝑛(𝑥1,… , 𝑥𝑛)), 

va fi injectivă, deci și bijectivă. □ 

Propoziția 1.3.1. [58] Dacă 𝐴 și 𝐵 sunt operațiii binare de quasigrup, definite pe o mulțime 𝑄, 

atunci operația ternară 𝐶 definită pe 𝑄 în felul următor:  

𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴(𝑥, 𝐵(𝑦, 𝑧)),  

pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄, este o operație de quasigrup. 

Demonstrație. Observăm că 

𝐶(𝑥, 𝑎, 𝑏) = 𝑑  ⇔   𝐴(𝑥, 𝐵(𝑎, 𝑏)) = 𝑑  ⇔   𝑥 = 𝐴(𝑑, 𝐵(𝑎, 𝑏)) ∈ 𝑄−1 , 

Deci ecuația 𝐶(𝑥, 𝑎, 𝑏) = 𝑑 are soluție unică. Considerăm ecuația:  

𝐶(𝑎, 𝑥, 𝑏) = 𝑑  ⇔   𝐴(𝑎, 𝐵(𝑥, 𝑏)) = 𝑑  ⇔  𝐴−1(𝑎, 𝑑) = 𝐵(𝑥, 𝑏) 
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Deoarece (𝑄, 𝐵)  este un quasigrup, rezultă că există un singur 𝑥 = 𝐵(−1 𝐴−1(𝑎, 𝑑), 𝑏) ∈ 𝑄. 

Considerăm acum următoarea ecuație:  

𝐶(𝑎, 𝑏, 𝑥) = 𝑑  ⇔   𝐴(𝑎, 𝐵(𝑏, 𝑥)) = 𝑑  ⇔  𝐴−1(𝑎, 𝑑) = 𝐵(𝑏, 𝑥). 

Deoarece (𝑄, 𝐵) este un quasigrup, rezultă că există un singur element  𝑥 = 𝐵−1(𝑏, 𝐴−1(𝑎, 𝑑)) ∈

𝑄. Prin urmare, (𝑄, 𝐶)  este un quasigrup ternar.     □ 

Propoziția 1.3.2. [58] Fie {𝐴1, 𝐴2} și  {𝐵1, 𝐵2} două perechi ortogonale de quasigrupuri binare, 

definite pe mulțimea 𝑄 , |  𝑄  |< ∞ . Atunci este ortogonal sistemul de quasigrupuri ternare 

{𝐶1, 𝐶2, 𝐶3}, unde, ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄, 

𝐶1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴1(𝑥, 𝐵1(𝑦, 𝑧)),

𝐶2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴2(𝑥, 𝐵1(𝑦, 𝑧)),

𝐶3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴1(𝑥, 𝐵2(𝑦, 𝑧)).

 

Demonstarție. Fie că sistemul {𝐶1, 𝐶2, 𝐶3} are două soluții: 

{

𝐶1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶1(𝑥
′, 𝑦′, 𝑧′)

𝐶2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶2(𝑥
′, 𝑦′, 𝑧′)

𝐶3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶3(𝑥
′, 𝑦′, 𝑧′)

⇔ {

𝐴1(𝑥, 𝐵1(𝑦, 𝑧)) = 𝐴1(𝑥
′, 𝐵1(𝑦

′, 𝑧′))

𝐴2(𝑥, 𝐵1(𝑦, 𝑧)) = 𝐴2(𝑥
′, 𝐵1(𝑦

′, 𝑧′))

𝐴1(𝑥, 𝐵2(𝑦, 𝑧)) = 𝐴1(𝑥
′, 𝐵2(𝑦

′, 𝑧′))

 

Deoarece sistemul {𝐴1, 𝐴2} este ortogonal, obținem: 

{
𝑥 = 𝑥′

𝐵1(𝑦, 𝑧) = 𝐵1(𝑦
′, 𝑧′)

𝐵2(𝑦, 𝑧) = 𝐵2(𝑦
′, 𝑧′)

 

 Sistemul {𝐵1, 𝐵2} este și el ortogonal, deci: 

{
𝑥 = 𝑥′

𝑦 = 𝑦′

𝑧 = 𝑧′
 

În concluzie am obținut că soluția este unică, astfel sistemul {𝐶1, 𝐶2, 𝐶3} este ortogonal.       □ 

Observăm că, dacă la sistemul {𝐶1, 𝐶2, 𝐶3}  adăugăm operația ternară 𝐶4, definită de 

egalitatea 𝐶4(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴2(𝑥, 𝐵2(𝑦, 𝑧)), ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄,  atunci {𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 }  este un sistem 

ortogonal de quasigrupuri 3-are. 

Propoziția 1.3.3. [58] Dacă 𝐴, 𝐵 și 𝐶 sunt trei operații binare de quasigrup, definite pe mulțimea 

𝑄, atunci operația 4-ară  

𝐷(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝐵(𝑥1, 𝑥2), 𝐶(𝑥3, 𝑥4)), ∀ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ 𝑄 

este o operație de quasigrup. 

Propoziția 1.3.4. Dacă {𝐴1, 𝐴2}, {𝐵1, 𝐵2} și {𝐶1, 𝐶2} sunt trei perechi ortogonale de operații 

binare de quasigrup, definite pe 𝑄, atunci {𝐷1, 𝐷2, 𝐷3, 𝐷4 }, unde  
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𝐷1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴1(𝐵1(𝑥1, 𝑥2), 𝐶1(𝑥3, 𝑥4)) , 𝐷2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴2(𝐵1(𝑥1, 𝑥2), 𝐶1(𝑥3, 𝑥4)) , 

𝐷3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴1(𝐵2(𝑥1, 𝑥2), 𝐶2(𝑥3, 𝑥4)), 𝐷4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴2(𝐵2(𝑥1, 𝑥2), 𝐶2(𝑥3, 𝑥4)), 

 formează un sistem ortogonal de quasigrupuri 4-are. 

Propoziția 1.3.5. [58] Fie 𝑄 o mulțime finită, {𝐴1, 𝐴2} o pereche ortogonală de quasigrupuri 

binare, definite pe mulțimea 𝑄,  și fie {𝐵1, … , 𝐵𝑚}, {𝐶1, … , 𝐶𝑚} - sisteme ortogonale de 

quasigrupuri 𝑚−are definite pe 𝑄.  Atunci {𝐷𝑖𝑗| 𝑖 = 1,2; 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ }, unde  

𝐷𝑖𝑗(𝑥1
2𝑚) = 𝐴𝑖 (𝐵𝑗(𝑥1

𝑚), 𝐶𝑗(𝑥𝑚+1
2𝑚 )) ;

𝑖 = 1,2

𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅
 

∀𝑥1, … , 𝑥2𝑚, este un sistem ortogonal de quasigrupuri 2𝑚- are. 

Demonstrație. Fie că sistemul {𝐷𝑖𝑗| 𝑖 = 1,2; 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ }, are două soluții: 

{
𝐷11(𝑥1

2𝑚) = 𝐷11(𝑦1
2𝑚)

. . . .
𝐷2𝑚(𝑥1

2𝑚) = 𝐷2𝑚(𝑦1
2𝑚)

⇔

{
 
 

 
 
𝐴1(𝐵1(𝑥1

𝑚), 𝐶1(𝑥𝑚+1
2𝑚 )) = 𝐴1(𝐵1(𝑦1

𝑚), 𝐶1(𝑦𝑚+1
2𝑚 ))

𝐴2(𝐵1(𝑥1
𝑚), 𝐶1(𝑥𝑚+1

2𝑚 )) = 𝐴2(𝐵1(𝑦1
𝑚), 𝐶1(𝑦𝑚+1

2𝑚 ))
. . . .

 𝐴1(𝐵𝑚(𝑥1
𝑚), 𝐶𝑚(𝑥𝑚+1

2𝑚 )) = 𝐴1(𝐵𝑚(𝑦1
𝑚), 𝐶𝑚(𝑦𝑚+1

2𝑚 ))

𝐴2(𝐵𝑚(𝑥1
𝑚), 𝐶𝑚(𝑥𝑚+1

2𝑚 )) = 𝐴2(𝐵𝑚(𝑦1
𝑚), 𝐶𝑚(𝑦𝑚+1

2𝑚 ))

 

Deoarece sistemul  {𝐴1, 𝐴2} este ortogonal, avem că: 

{
 
 

 
 

𝐵1(𝑥1
𝑚) = 𝐵1(𝑦1

𝑚)
. . . .

𝐵𝑚(𝑥1
𝑚) = 𝐵𝑚(𝑦1

𝑚)

𝐶1(𝑥𝑚+1
2𝑚 ) = 𝐶1(𝑦𝑚+1

2𝑚 )
. . . .

𝐶𝑚(𝑥𝑚+1
2𝑚 ) = 𝐶𝑚(𝑦𝑚+1

2𝑚 )

 

Folosim faptul că sistemele {𝐵1, … , 𝐵𝑚} și {𝐶1, … , 𝐶𝑚} sunt ortogonale, vom obține : 

{
 
 

 
 

𝑥1 = 𝑦1
. . . .

𝑥𝑚 = 𝑦𝑚
𝑥𝑚+1 = 𝑦𝑚+1

. . . .
𝑥2𝑚 = 𝑦2𝑚

  

Și am arătat că soluția sistemului {𝐷𝑖𝑗| 𝑖 = 1,2; 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ }  este unică și deci sistemul este 

ortogonal, ∀𝑥1, … , 𝑥2𝑚.    □ 

Propoziția 1.3.6. [58] Fie 𝑄  o mulțime finită {𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛}  un sistem ortogonal de 

quasigrupuri 𝑛 −are definite pe 𝑄, iar {𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑚} − un sistem ortogonal de quasigrupuri 

𝑚 −are definite pe 𝑄.  Atunci din sistemul {𝐶𝑖𝑗}𝑖=1,𝑛̅̅̅̅̅,   𝑗=1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅  de operații (𝑛 +𝑚 − 1) −  are, 

definite pe 𝑄, în felul următor: 

𝐶𝑖𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐴𝑖 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑗(𝑦1, … , 𝑦𝑚)), 
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∀𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚 ∈ 𝑄,   ∀𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,   ∀𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , putem forma 𝑚 ∙ 𝑛𝑚−1 sisteme ortogonale 

din 𝑛 +𝑚 − 1 quasigrupuri de arietate 𝑛 +𝑚 − 1. 

Demonstrație. Considerăm egalitățile: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
|

𝐶11(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐶11(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ },

𝐶21(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐶21(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ },
. . . . . .

𝐶𝑛1(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐶𝑛1(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ },. . . . . .

|

𝐶1𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐶1𝑚(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ },

𝐶2𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐶2𝑚(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ },
. . . . . .

𝐶𝑛𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐶𝑛𝑚(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ },

⇔ 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

||

𝐴1(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵1(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴1(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵1(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )),

𝐴2(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵1(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴2(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵1(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )),
. . . . . .

𝐴𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵1(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴𝑛(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵1(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )),
. . . . . .

||

𝐴1(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑚(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴1(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑚(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )),

𝐴2(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑚(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴2(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑚(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )),
. . . . . .

𝐴𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑚(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴𝑛(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑚(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )),

⇔ 

Sistemul ∑ = {𝐶1𝑗, … , 𝐶𝑛𝑗} ∪ {𝐶𝑖1, … , 𝐶𝑖,𝑗−1, 𝐶𝑖,𝑗+1, … , 𝐶𝑖𝑛},
𝑖=1,𝑛̅̅̅̅̅

𝑗=1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅
 este ortogonal: 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝐴1 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑗(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴1 (𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑗(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )) ,

𝐴2 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑗(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴2 (𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑗(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )) ,
. . . . . .

𝐴𝑛 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑗(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴𝑛 (𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑗(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )) ,

𝐴𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵1(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴𝑖(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵1(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )),
. . . . . .

𝐴𝑖 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑗−1(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴𝑖 (𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑗−1(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )) ,

𝐴𝑖 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑗+1(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴𝑖 (𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑗+1(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )) ,
. . . . . .

𝐴𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑚(𝑦1, … , 𝑦𝑚)) = 𝐴𝑖(𝑥1̅̅̅, … , 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑚(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )),

⇒ 

{
 
 

 
 

𝑥1 = 𝑥1̅̅̅
. . . .

𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐵1(𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐵1(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )
. . . .

𝐵𝑚(𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐵𝑚(𝑦1̅̅ ̅, … , 𝑦𝑚̅̅ ̅̅ )

⇒

{
 
 

 
 

𝑥1 = 𝑥1̅̅̅
. . . .

𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑦1 = 𝑦1̅̅ ̅
. . . .

𝑦𝑚 = 𝑦𝑚̅̅ ̅̅

 

Cu ajutorul acestor operații pot fi formate sisteme ortogonale în 𝑚 ∙ 𝑛𝑚−1 moduri.           □     

Corolarul 1.3.1. Pentru orice 𝑛 ≥ 2, existe sisteme ortogonale din n quasigrupuri n-are de 
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orice ordin 𝑞 ≠ 1,2,6. 

Acest corolar rezultă din Propoziția 1.3.6 și din faptul că există quasigrupuri binare ortogonale 

de orice ordin 𝑞 ≠ 1,2,6. □ 

 

1.4. Concluzii la Capitolul 1 

 
În primul capitol este prezentată o analiza a rezultatelor cunoscute care se referă la tema 

tezei. Se arată că numărul maximal de parastrofi distincți ai unui quasigrup 𝑛 −ar (𝑄, 𝐴) coincide 

cu indicele |Sn+1: H| al subgrupului H = {σ ∈ Sn+1|A = Aσ } în Sn+1. Astfel, numărul maximal 

posibil de parastrofi distincți ai unui quasigrup 𝑛 −ar este un divizor al numărului (n + 1)!, iar 

seturile maximale de parastrofi distincți ale operației 𝑛 −are de quasigrup 𝐴 sunt seturile de 

reprezentanți ai claselor din mulțimea-factor (Sn+1 H⁄ )d = {Hβ|β ∈ Sn+1}. 

       C.C. Lindner și D. Steedly [76] au stabilit condiții necesare si suficiente ca un quasigrup 

binar să posede 1, 2, 3 sau 6 parastrofi distincți, utilizând în acest scop cinci identități de lungime 

patru, cu două variabile. Autoarea tezei a precizat acest rezultat, arătând că în acest caz una dintre 

cele cinci identităti poate fi eliminată (Propozitia 1.1.4).  

În caz ternar se știe că există quasigrupuri cu exact k parastrofi distincți, pentru fiecare 𝑘 ∈

{1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.  În acest capitol sunt prezentate rezultatele obținute de M. McLeish  [80, 

81] referitoare la caracterizarea spectrului quasigrupurilor ternare finite cu exact 𝑘 parastrofi 

distincți, unde 𝑘 este un divizor al lui 24.   

În ultimul paragraf al acestui capitol este prezentată informația necesară din domeniul 

operațiilor 𝑛 −are ortogonale, în particular, al quasigrupurilor 𝑛 −are ortogonale. Este descrisă 

metoda de construcție a sistemelor ortogonale de quasigrupuri 𝑛 −are finite, dată de T. Evans, 

care utilizează sisteme ortogonale de quasigrupuri de aritate mai mică. Metoda dată arată existența 

sistemelor ortogonale din 𝑛 quasigrupuri 𝑛 −are finite (𝑛 ≥ 2), de orice ordin q ≠ 1, 2, 6. 
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2  QUASIGRUPURI LINIARE BINARE ȘI TERNARE CU UN 

NUMĂR MAXIMAL DAT DE PARASTROFI DISTINCȚI 

  

 2.1. Quasigrupuri binare liniare cu exact 𝒌 de parastrofi distincți 𝒌 = 𝟏, 𝟐 sau 3 

Mulțimile de parastrofi distincți ai unui quasigrup binar sunt caracterizate de subgrupurile 

grupului 𝑆3: 

𝐻1 = {𝜀},𝐻2 = 𝑆3, 𝐻3 = ⟨ (12)⟩, 𝐻4 = ⟨ (13)⟩, 𝐻5 = ⟨(23)⟩, 𝐻6 = ⟨(123)⟩. 

Conform Lemelor 1.1.1 și 1.1.2, subgrupul 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆3|𝐴 = 𝐴𝜎 } coincide cu unul dintre 

subgrupurile 𝐻𝑖, 𝑖 = 1, 6, iar numărul maximal de parastrofi distincți ai quasigrupului (𝑄, 𝐴) este 

egal cu indicele lui 𝐻  în 𝑆3.  Observăm că, dacă 𝐻 = 𝐻1,  atunci toți cei 6 parastrofi ai 

quasigrupului (𝑄, 𝐴) sunt distincți doi câte doi, iar dacă 𝐻 = 𝐻2, atunci toți parastrofii lui (𝑄, 𝐴) 

coincid între ei, adică (𝑄, 𝐴) este un 𝑇𝑆 −quasigrup.  

 În acest paragraf sunt date caracterizari ale T-quasigrupurilor binare, cu un număr exact dat 

de parastrofi distincți. 

 Fie (𝑄, +) un grup abelian. Un quasigrup binar (𝑄, 𝐴) se numește T-quasigrup cu T-

grupul (𝑄,+) dacă există automorfismele 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, +)  și un element  𝑐 ∈ 𝑄 astfel încât 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐, pentru ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑄. 

𝑻𝑺 − 𝑻 −Quasigrupuri binare 

Un rol aparte în teoria quasigrupurilor în are clasa quasigrupurilor total simetrice. 

Definiția 2.1.1. Quasigrupul binar (𝑄, 𝐴) se numește total simetric, sau TS-quasigrup, dacă 

relația 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3  implică 𝐴(𝑥1
′ , 𝑥2

′ ) = 𝑥3
′ ,  unde 𝑥1

′ , 𝑥2
′ , 𝑥3

′  este orice permutare a 

elementelor 𝑥1,  𝑥2,  𝑥3. 

O definiție echivalentă a TS-quasigrupului binar este următoarea: 

Definiția 2.1.2. Quasigrupul binar (𝑄, 𝐴) se numește 𝑇𝑆 −quasigrup dacă au loc identitățile: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥2, 𝑥1),                                                 (2.1)  

𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2)) = 𝑥2,                                                  (2.2) 

Din definiția 𝑇𝑆 −quasigrupului rezultă că toți parastrofii acestui quasigrup coincid.  

Propoziția 2.1.1. Un 𝑇 −quasigrup binar (𝑄, 𝐴), cu 𝑇 − grupul (Q,+), este un 𝑇𝑆 −quasigrup 

dacă și numai dacă  

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐,                                             (2.3) 

∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈  𝑄, unde 𝑐 ∈ 𝑄 și 𝐼(𝑥) = −𝑥, ∀𝑥 ∈  𝑄. 
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Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴),  𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 , un 𝑇 − quasigrup cu 𝑇 − grupul 

(𝑄,+). Pentru a demonstra propoziția este suficient să utilizăm identitățile (2.1) și (2.2). Fie că 

quasigrupul (𝑄, 𝐴) satisface identitatea (2.1), ce este echivalentă cu egalitatea parastrofilor 𝐴 și 

𝐴.
(12)

 Utilizând forma operației și identitatea (2.1), obținem  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝑐. 

Luând 𝑥1 = 0 în ultima egalitate, avem 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2, de unde obținem 𝛼1 = 𝛼2. Din identitatea 

(2.2) și ultima egalitate primită, avem: 

𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2)) = 𝑥2 ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥2

⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1

2𝑥2 + 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 𝑥2.                                                

Substituind în ultima egalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 0,  unde 0 este elementul neutru al grupul 

(𝑄,+), obținem 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0. Atunci 𝛼1𝑥1 + 𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1

2𝑥2 = 𝑥2. Considerând în ultima relație 

𝑥2 = 0,  avem: 𝛼1𝑥1 + 𝛼1
2𝑥1 = 0 ⟺ 𝛼1

2𝑥1 = 𝛼1𝐼𝑥1 ⇒ 𝛼1
2 = 𝛼1𝐼 ⟺ 𝛼1 = 𝐼.  Ultima egalitate 

implică faptul că, operația este de forma (2.3). 

 Reciproc, dacă operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐,  atunci egalitatea parastrofilor 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2) este evidentă. Obținem:  

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2) ⟺ 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2), 𝑥2) = 𝑥1 ⟺ 𝐼(𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐) + 𝐼𝑥2 + 𝑐 = 𝑥1 ⟺

𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑐 + 𝑐 = 𝑥1, 

ceea ce este adevărat. Prin urmare, 𝐴 = 𝐴
(12) = 𝐴

(13) .  Analog, se obține egalitatea tuturor 

parastrofilor.  

Corolarul 2.1.1. Quasigrupul (ℤ𝑛
 , 𝐴), unde 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑐̅, 𝑐̅ ∈ ℤ𝑛

   este un 

TS-quasigrup. 

Demonstrație. Pentru a demonstra afirmația este suficient să utilizăm identitățile (2.1) și (2.2).  

Ținând cont de faptul că (ℤ𝑛
 , +,⋅),  este inel comutativ, asociativ, cu unitate și 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2 ≡

1(𝑚𝑜𝑑 𝑛), obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑐̅ = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑐̅ = 𝐴(𝑥2, 𝑥1). 

𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2)) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑐̅) + 𝑐̅ = 

= 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑐̅ + 𝑐̅ = 𝑛 − 1 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑛 − 1 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑐̅ = 𝑛̅𝑥1 + 𝑥2 + 𝑛̅𝑐.̅ 

Însă, 𝑛̅ ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) ⟺ 𝑛̅𝑐̅ ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 𝑛̅𝑥1 ≡ 0̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛). Prin urmare, relațiile (2.1) și (2.2) 

sunt satisfăcute, iar quasigrupul (ℤ𝑛
 , 𝐴) este un 𝑇𝑆 −quasigrup. □ 

Corolarul 2.1.2. Există 𝑇𝑆 −quasigrupuri binare de orice ordin 𝑞 ≥ 1. 

Demonstrația acestui Corolar rezultă din Corolarul 2.1.1 pentru 𝑞 ≥ 2. Pentru 𝑞 = 1, afirmația 

este evidentă. □ 
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T-Quasigrupuri binare cu exact doi parastrofi distincți 

Propoziția 2.1.2. T-Quasigrupul binar (𝑄, 𝐴) cu T-grupul (𝑄,+),  are exact doi parastrofi 

distincți dacă și numai dacă există 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) și un element 𝑐 ∈ 𝑄,  astfel încât 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝑎
−1𝑥2 + 𝑐, 

unde 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼3 = 𝐼, 𝛼𝑐 = −𝑐. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴)  un 𝑇 − quasigrup binar cu T-grup (𝑄,+).  Atunci există 

automorfismele 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄), și  𝑐 ∈ 𝑄,  astfel încât 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐, pentru 

∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈  𝑄. 

        Quasigrupul (𝑄, 𝐴) are exact doi parastrofi distincți, dacă {𝜎 ∈ 𝑆3|𝐴 = 𝐴𝜎 } = 𝐻6, unde 

𝐻6 = ⟨(123)⟩.  Deoarece  (123) ∈ 𝐻6, obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2)
(123)  ,                                                         (2.4) 

deci 𝐴(𝐴(𝑥2, 𝑥1), 𝑥2) = 𝑥1𝛼1(𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 = 𝑥1,⟺ 

𝛼1
2𝑥2 + 𝛼1(𝛼2𝑥1) + 𝛼1𝑐 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 = 𝑥1.                                                 (2.5) 

Relația (2.5) este adevărată pentru ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑄, reiese că este adevărată pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 0, 

unde 0 este elementul neutru al grupului (𝑄,+), prin urmare: 

𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼1𝑐 = 𝐼𝑐,                                                   (2.6) 

unde 𝑥 + 𝐼𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈  𝑄.  Din (2.6) și (2.5), obținem: 

𝛼1
2𝑥2 + 𝛼1(𝛼2𝑥1) + 𝛼2𝑥2 = 𝑥1                                        (2.7) 

Fie 𝑥1 = 0 , atunci din egalitatea (2.7) ia forma: 

𝛼1
2𝑥2 + 𝛼2𝑥2 = 0 ⟺ 𝛼1

2𝑥2 = 𝛼2𝐼𝑥2 ⟺ 𝛼1
2 = 𝐼𝛼2.                         (2.8) 

Fie 𝑥2 = 0 , atunci din relația (2.7) obținem: 

𝛼1(𝛼2𝑥1) = 𝑥1 ⟺ 𝛼2𝛼1 = 𝜀 ⟺ 𝛼2 = 𝛼1
−1                                 (2.9) 

Din (2.8) și (2.9), obținem: 

𝛼1
2 = 𝐼𝛼2 ⟺ 𝛼1

2 = 𝐼𝛼1
−1 ⟺ 𝛼1

3 = 𝐼. 

Notând 𝛼1 = 𝛼, obținem că operația 𝐴 are forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝑎
−1𝑥2 + 𝑐,                           (2.10)      

unde 𝛼3 = 𝐼, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐.                                             

Permutarea (12) ∉ 𝐻6. Prin urmare, 𝐴(𝑥1, 𝑥2) ≠  𝐴(𝑥2, 𝑥1), de unde obținem  

𝛼 ≠ 𝛼−1 ⟺ 𝛼2 ≠ 𝜀. 

Din relațiile 𝛼3 = 𝐼 ș𝑖  𝛼2 ≠ 𝜀,  obținem 𝐼𝛼−1 ≠ 𝜀,  deci 𝛼 ≠ 𝐼.  Prin urmare, T-quasigrupul 

(𝑄, 𝐴) cu T-grupul (𝑄,+), are exact doi parastrofi distincți dacă operația are forma (2.10), unde 

𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼3 = 𝐼, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐.     
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         Reciproc, dacă A(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝑎
−1𝑥2 + 𝑐, unde 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼3 = 𝐼, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, atunci: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2)
(123) ⇔ 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2), 𝑥1) = 𝑥2 ⟺ 𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝛼𝑐 + 𝛼

−1𝑥1 + 𝑐 = 𝑥2 ⇔

𝛼1
2𝑥 = 𝐼𝛼−1𝑥1 - adevărată, deci 𝐴 = 𝐴

(123) ,  de unde obținem 𝐴 = 𝐴
(123) = 𝐴

(132) .  De 

asemenea, avem  𝐴 = 𝐴
(123) = 𝐴 ⇒ 𝐴

(12) = 𝐴
(13)(12)(13)

 și  

𝐴 = 𝐴
(132) = 𝐴 ⇒ 𝐴

(12) = 𝐴
(23)(12)(23) , 

deci 𝐴
(12) = 𝐴 = 𝐴

(23)(13) . Observăm că, dacă am avea 𝐴 = 𝐴
(12)

, atunci 𝛼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝑐 =

𝛼𝑥2 + 𝛼
−1𝑥1 + 𝑐, ce implică 𝛼 = 𝛼−1, imposibil deoarece 𝛼2 ≠ 𝜀. □ 

        Fie (𝑄, 𝐴), unde 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝜑𝑥1 + 𝜓𝑥2 + 𝑐, un 𝑇 −quasigrup, Atunci parastrofii lui 

(𝑄, 𝐴) sunt:   

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝜓𝑥1 + 𝜑𝑥2 + 𝑐,
(12)

 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝜑
−1𝑥1 − 𝜑

−1𝜓𝑥2 − 𝜑
−1𝑐,

(13)
 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = −𝜓−1𝜑𝑥1 + 𝜓
−1𝑥2 − 𝜓

−1𝑐,
(23)

 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = −𝜑−1𝜓𝑥1 + 𝜑
−1𝑥2 − 𝜑

−1𝑐,
(123)

 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝜓−1𝑥1 − 𝜓
−1𝜑𝑥2 − 𝜓

−1𝑐.
(132)

 

Corolarul 2.1.3. Quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2 ) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅
−1𝑥2  are exact doi parastrofi 

distincți dacă și numai dacă 𝑎̅ ≠ 𝑛 − 1 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑎̅3 = 𝑛 − 1.̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

Demonstrația Corolarului rezultă direct din demonstrația Propoziției 2.1.2. Deoarece quasigrupul 

(ℤ𝑛, 𝐴 ): 𝐴(𝑥1, 𝑥2 ) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅
−1𝑥2  este liniar și 𝑎̅ → 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  este un automorfism din 𝐴𝑢𝑡(ℤ𝑛, +), 

reiese că acest quasigrup satisface condițiile Propoziției 2.1.2 și are exact doi parastrofi distincți 

dacă și numai dacă 𝑎̅ ≠ 𝑛 − 1 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑎̅3 = 𝑛 − 1.̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □ 

Exemplul 2.1.1. Quasigrupul (ℤ9, 𝐴),  unde 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1 + 5𝑥2,  verifică condițiile 

Propoziției 2.1.1: există 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(ℤ9, +), 𝛼(1) = 2 și elementul 𝑐 = 0 ∈ 𝑍9 astfel încât 𝛼3 = 𝐼,

𝛼−1 (1) = 5 . Prin urmare (ℤ9, 𝐴), are exact doi parastrofi distincți. În baza Corolarului 2.1.3, 

acești parastrofi sunt  

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(123) (𝑥1, 𝑥2 ) = 𝐴

(132) (𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1 + 5𝑥2, 

𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴

(13) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(23) (𝑥1, 𝑥2) = 5𝑥1 + 2𝑥2. 

Corolarul 2.1.4. Există T-quasigrupuri binare finite, care au exact doi parastrofi distincți, de 

orice ordin primar 𝑞 > 3.  

Afirmația rezultă din faptul că grupul multiplicativ al câmpului Galois este ciclic. 



35 

 

T-Quasigrupuri binare cu exact trei parastrofi distincți 

Pentru un quasigrup comutativ are loc relația 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴
(12) (𝑥, 𝑦), iar numărul de parastrofi 

distincți ai acestui quasigrup poate fi 3 sau 1.  De exemplu, mulțimea de parastrofi distincți ai 

quasigrupului comutativ (𝑄, 𝐴), dat de primul tabel Cayley mai jos, are următorul sistem format 

din trei parastrofi distincți:  

𝐴 1 2 3 4 5 6
1 3 5 1 2 6 4
2
3
4
5
6

5
1
2
6
4

6 3 1 4 2
3 5 4 2 6
1 4 6 3 5
4 2 3 5 1
1 6 5 1 3

       

𝐴
(13)

1 2 3 4 5 6

1 3 4 1 2 6 5
2
3
4
5
6

4
1
2
6
5

6 3 1 4 2
3 5 4 2 6
5 4 6 3 5
1 2 3 5 1
2 6 5 1 3

        

𝐴
(23)

1 2 3 4 5 6

1 3 5 1 2 6 4
2
3
4
5
6

5
1
2
6
4

6 3 1 4 2
3 5 4 2 6
1 4 6 3 5
4 2 3 5 1
1 6 5 1 3

 

Propoziția 2.1.3. T-Quasigrupul (𝑄, 𝐴) cu T-grupul (𝑄,+), are exact trei parastrofi distincți 

dacă și numai dacă există 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, +), 𝛼 ≠ 𝐼 , și un element 𝑐 ∈ 𝑄,  astfel încât operația 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) are una dintre următoarele trei forme: 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐, 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐,   𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴 un T-quasigrup binar cu T-grupul (𝑄,+). Atunci există automorfizmele 

𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄) și 𝑐 ∈ 𝑄, astfel încât 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐, pentru ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈  𝑄. 

        Quasigrupul binar (𝑄, 𝐴)  are exact trei parastrofi distincți dacă subgrupul  𝐻 =

{𝜎 ∈ 𝑆3|𝐴 = 𝐴𝜎 } coincide cu unul dintre subgrupurile 𝐻3 = ⟨(12)⟩, 𝐻4 = ⟨(13)⟩, 𝐻5 = ⟨(23)⟩.  

Fie că 𝐻 = 𝐻3 = ⟨(12)⟩.  Deoarece  (12) ∈ 𝐻3, obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2)
(12) ⇔ 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥2, 𝑥1) ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝑐 ⇔ 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1.                                                          (2.11) 

Egalitatea (2.11) este adevărată pentru ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑄, deci luând 𝑥1 = 0, unde 0 este elementul 

neutru al grupului (𝑄,+), obținem 𝛼1 = 𝛼2.  Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼, obținem că operația 𝐴 are 

forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐.                                                (2.12) 

Deoarece (13) ∉ 𝐻3, avem:  𝐴(𝑥1, 𝑥2) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2) ⟺ 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2), 𝑥2) ≠ 𝑥1 ⟺
(13)

 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝑐 ≠ 𝑥1 ⟺ 𝛼2𝑥1 + 𝛼
2𝑥2 + 𝛼𝑐 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 ≠ 𝑥1. 

Luând 𝑥1 = 𝑐 = 0 în ultima inegalitate, obținem 

𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥2 ≠ 0 ⟺ 𝛼2𝑥2 ≠ 𝛼𝐼𝑥2 ⟺ 𝛼2 ≠ 𝛼𝐼 ⟺ 𝛼 ≠ 𝐼.  

Prin urmare, T-quasigrupul (𝑄, 𝐴)  are exact trei parastrofi distincți, dacă există 𝛼 ∈

𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛼 ≠ 𝐼, astfel încât operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2) are forma (2.12). 
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Fie acum  𝐻 = 𝐻4 = ⟨(13)⟩. Deoarece (13) ∈ 𝐻4, obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2)
(13) ⟺  𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2), 𝑥2) = 𝑥1 ⟺ 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 = 𝑥1 

𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑐 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 = 𝑥1.                                        (2.13) 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 0 în (2.13), avem: 

𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼1𝑐 = 𝐼𝑐.                                                   (2.14) 

Substituind (2.14) în (2.13), obținem: 

𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥2 = 𝑥1.                                        (2.15) 

Pentru  𝑥1 = 0 , din (2.15) avem: 

𝛼1𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥2 = 0 ⟺ 𝛼1𝛼2𝑥2 = 𝛼2𝐼𝑥2 ⟺ 𝛼1𝛼2 = 𝛼2𝐼 = 𝐼𝛼2,  

deci 𝛼1 = 𝐼. Notând 𝛼2 = 𝛼, vom obține următoarea formă pentru operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2): 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐.                                                      (2.16) 

Observăm că, (12) ∉ 𝐻3 = ⟨(13)⟩, prin urmare,  

𝐴(𝑥1, 𝑥2) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2) ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1)
(12)

 

𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝑐 ⟺ 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 ≠ 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥1. 

Luând  𝑥1 = 0  în ultima inegalitate, obținem 𝛼𝑥2 ≠ 𝐼𝑥2,  deci 𝛼 ≠ 𝐼.  Astfel, T-quasigrupul 

(𝑄, 𝐴) cu T-grupul (𝑄,+), are exact trei parastrofi distincți, dacă operația 𝐴 are forma (2.16), 

unde 𝛼 ≠ 𝐼. 

În final, considerăm cazul 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆3|𝐴 = 𝐴𝜎 } = 𝐻5 = ⟨(23)⟩ . Deoarece (23) ∈ 𝐻5, 

obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2)
(23) ⟺  𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2)) = 𝑥2 ⟺ 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥2 ⟺ 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝛼1𝑥1 + 𝛼2
2𝑥2 + 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 𝑥2.                                        (2.17) 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 0 în egalitatea (2.17), obținem: 

𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼2𝑐 = 𝐼𝑐.                                                   (2.18) 

Substituind (2.18) în (2.17), avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝛼1𝑥1 + 𝛼2
2𝑥2 = 𝑥2.                                        (2.19) 

Pentru 𝑥2 = 0 , din egalitatea (2.19) rezultă: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝛼1𝑥1 = 0 ⟺ 𝛼2𝛼1𝑥1 = 𝛼1𝐼𝑥1 ⟺ 𝛼2𝛼1 = 𝛼1𝐼 = 𝐼𝛼1.  

Prin urmare, 𝛼2 = 𝐼. Notând 𝛼1 = 𝛼, operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐.                                                   (2.20)      

Observăm că (12) ∉ 𝐻5, prin urmare 𝐴(𝑥1, 𝑥2) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2) ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1)
(12)

 

𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝑐 ⟺ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 ≠ 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1. 
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Pentru 𝑥1 = 0,  din ultima inegalitate obținem 𝐼𝑥2 ≠ 𝛼𝑥2 ⟺ 𝛼 ≠ 𝐼. Deci, T-quasigrupul 

(𝑄, 𝐴) are exact trei parastrofi distincți, dacă operația are forma (2.20), unde 𝛼 ≠ 𝐼. 

Reciproc. Fie (Q, +) un grup abelian, 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛼 ≠ 𝐼 și fie 𝑐 ∈ 𝑄. Dacă (𝑄, 𝐴) este un T-

quasigrup de forma 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐, atunci acesta are următorii parastrofi:  

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼
−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝛼

−1𝑐
(123) ,

(13)
 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝐼𝛼

−1𝑐.
(132)(23)

 

Observăm că, dacă 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 = 𝛼
−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝛼

−1𝑐 , atunci pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 0,  am 

avea 𝐼𝛼−1𝑐 = 𝑐,  deci egalitatea celor doi parastrofi ia forma 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 = 𝛼
−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 , de 

unde, luând 𝑥1 = 0 am obține 𝛼 = 𝐼, imposibil, conform ipotezei. 

Dacă 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 =  𝐼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝐼𝛼

−1𝑐,  atunci luând în mod analog 𝑥1 = 𝑥2 = 0 , iar 

apoi 𝑥2 = 0,  obținem 𝛼 = 𝐼,  imposibil. În final, dacă ar avea loc egalitatea 𝛼−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 +

𝐼𝛼−1𝑐 = 𝐼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝐼𝛼

−1𝑐, atunci 𝛼−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 = 𝐼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2, iar luând 𝑥2 = 0, obținem 

 𝛼−1 = 𝐼, de unde rezultă 𝜀 = 𝛼𝐼, deci obținem și în acest caz 𝛼 = 𝐼. Astfel, quasigrupul (𝑄, 𝐴), 

unde 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐, 𝛼 ≠ 𝐼, are exact trei parastrofi distincți. 

      Dacă (𝑄, 𝐴) este un T-quasigrup de forma 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐, atunci acesta are 

următorii parastrofi: 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐
(132) ,

(12)
 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼
−1𝑥1 + 𝛼

−1𝑥2 + 𝐼𝛼
−1𝑐.

(123)(23)
 

Observăm că, dacă 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 =  𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐, atunci luând  𝑥1 = 0,  am obține 𝛼 = 𝐼, 

imposibil, conform ipotezei. Dacă 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 = 𝛼−1𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝐼𝛼

−1𝑐,  atunci luând în 

mod analog 𝑥1 = 𝑥2 = 0, iar apoi 𝑥2 = 0, obținem 𝛼−1 = 𝐼 ⇒ 𝜀 = 𝛼𝐼 ⇒ 𝛼 = 𝐼.  În final, dacă 

ar avea loc egalitatea 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 = 𝛼
−1𝑥1 + 𝛼

−1𝑥2 + 𝐼𝛼
−1𝑐, atunci luând 𝑥1 = 𝑥2 = 0, iar 

apoi 𝑥1 = 0,  obținem  𝛼−1 = 𝐼,  de unde rezultă 𝛼 = 𝐼.  Astfel, quasigrupul (𝑄, 𝐴), unde 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐, 𝛼 ≠ 𝐼, are exact trei parastrofi distincți. 

În final, dacă (𝑄, 𝐴) este un T-quasigrup de forma 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐, atunci acesta are 

următorii parastrofi: 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(23) (𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼 𝑥−1
1 + 𝛼

−1𝑥2 + 𝐼𝛼
−1𝑐

(132) ,
(13)

 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐.
(123)(12)

 

Observăm că, dacă 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 =  𝛼 𝑥−1
1 + 𝛼

−1𝑥2 + 𝐼𝛼
−1𝑐,  atunci luând  𝑥1 = 𝑥2 = 0, 

apoi  𝑥1 = 0,  am obține 𝛼 = 𝐼,  imposibil, conform ipotezei. Dacă 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 = 𝐼𝑥1 +
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𝛼𝑥2 + 𝑐, atunci luând în mod analog 𝑥1 = 𝑥2 = 0, iar apoi 𝑥2 = 0, obținem 𝛼 = 𝐼.  În final, 

dacă ar avea loc egalitatea 𝛼 𝑥−1
1 + 𝛼

−1𝑥2 + 𝐼𝛼
−1𝑐 = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐, atunci luând 𝑥1 = 𝑥2 =

0, iar apoi 𝑥2 = 0, obținem  𝛼−1 = 𝐼, de unde rezultă 𝛼 = 𝐼. Astfel, quasigrupul (Q, A), unde 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐, 𝛼 ≠ 𝐼, are exact trei parastrofi distincți.□ 

Corolarul 2.1.5. Quasigrupul (ℤ𝑛 , 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑏̅𝑥2 + 𝑐̅,  unde (𝑎, 𝑛) = 1, (𝑏, 𝑛) =

1, 𝑐̅ ∈ ℤ𝑛
 , are exact  trei parastrofi distincți, dacă și numai dacă operația are una dintre formele 

𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑐̅, 𝑎𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑐̅,  𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑐̅, unde 𝑎̅ ≢ 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛).  

Demonstrație. Demonstrația corolarului rezultă direct din demonstrația Propoziției 2.1.3. 

Quasigrupul (ℤ𝑛 , 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑏̅𝑥2 + 𝑐̅ este un caz particular al T-quasigrupului peste 

grupul (ℤ𝑛,+). În acest caz, 1̅ → 𝑎̅, 1̅ → 𝑏̅  definesc automorfisme ale grupului (ℤ𝑛,+), adică 

(𝑎, 𝑛) = 1 și (𝑏, 𝑛) = 1. În inelul ℤ𝑛, automorfismul 𝐼, unde 𝐼𝑥 = −𝑥, este dat de elementul 

1̅ → 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Subtituind datele în condițiile Propoziției 2.1.3, obținem cele trei forme ale operației 

prezentate în enunțul Corolarului. □ 

Corolarul 2.1.6. Quasigrupul (ℤ𝑛
  , 𝐴):   𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2,  unde  (𝑎, 𝑛) = 1,        

𝑎 ≠ 𝑛 − 1,  exact trei parastrofi distincți și anume 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(23) (𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 , 

𝐴
(13)

(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(132)

(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅−1𝑥1 + 𝑎̅
−1𝑥2, 

𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴

(123) (𝑥1, 𝑥2) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2. 

Corolarul 2.1.7. Quasigrupul (ℤ𝑛
  , 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑏̅𝑥2, unde (𝑏, 𝑛) = 1, 𝑏 ≠ 𝑛 − 1 

are exact trei parastrofi distincți și anume 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑏̅𝑥2 , 

 𝐴
(23) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴

(123) (𝑥1, 𝑥2) = 𝑏̅−1𝑥1 + 𝑏̅
−1𝑥2 , 

 𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴

(132) (𝑥1, 𝑥2) = 𝑏̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2. 

Corolarul 2.1.8. Quasigrupul (ℤ𝑛
  , 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2, unde (𝑎, 𝑛) = 1, 𝑎 ≠ 𝑛 − 1 are 

exact trei parastrofi distincți și anume 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2, 

 𝐴
(23) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴

(123) (𝑥1, 𝑥2) =  𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑎̅
−1𝑥2 , 

  𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴

(132) (𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅
−1𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2. 

Exemplul 2.1.2. Quasigrupurile (ℤ5
 , 𝐴1): 𝐴1(𝑥1, 𝑥2) = 2̅𝑥1 + 4̅𝑥2, ;  (ℤ7, 𝐴2): 𝐴2(𝑥1, 𝑥2) =
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6̅𝑥1 + 4̅𝑥2; (𝑍9, 𝐴3): 𝐴3(𝑥1, 𝑥2) = 4̅𝑥1  + 4̅𝑥2 au exact câte trei parastrofi distincți. De exemplu, 

quasigrupul  (ℤ5, 𝐴1) are următorii parastrofi distincți  

 𝐴1(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(23)

1(𝑥1, 𝑥2) = 2̅𝑥1 + 4̅𝑥2,  

𝐴
(13)

1(𝑥, 𝑦) = 𝐴
(123)

1(𝑥1, 𝑥2) =  3̅𝑥1 + 3̅𝑥2, 

 𝐴
(132)

1(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴
(12)

1(𝑥1, 𝑥2) = 4̅𝑥1 + 2̅𝑥2.  

Corolarul 2.1.9. Există T-quasigrupuri binare finite, care au exact trei parastrofi distincți, de 

orice ordin 𝑞 > 2.  

Într-adevăr, considerând quasigrupul (ℤ𝑞 , 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 + 𝑥2. Din Corolarul 2.1.7, obținem 

mulțimea parastrofilor distincți  

𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2)
(12)

= 𝑥1 + 𝑥2, 

𝐴
(23) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴

(132) (𝑥1, 𝑥2) =  𝑞 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑥1 + 𝑥2 , 

𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2) = 𝐴

(123) (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 + 𝑞 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2. 

Cei trei parastrofi sunt distincți dacă și numai dacă 𝑞 − 1 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑞).  Prin urmare,           

𝑞 ≢ 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑞).  Astfel, cei trei parastrofi ai quasigrupului (ℤ𝑞 , 𝐴) sunt distincți, pentru orice 

𝑞 > 2.  □ 

2.2. 𝑫𝑪 −Quasigrupuri  

Quasigrupurile binare cu toți cei 6 parastrofi distincți au fost studiate în [21, 22] și sunt numite 

𝐷𝐶 −quasigrupuri. Considerăm setul de identități:  

𝑇̅ = {𝐴(𝑥, 𝐴(𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐴(𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦, 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥), 𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦 }. 

Unul dintre criteriile ca un quasigrup să fie 𝐷𝐶 −quasigrup este reflectat de realizarea identităților 

mulțimii 𝑇̅  pe quasigrupul (Q, A). 

Observăm că quasigrupul (𝑄, 𝐴)  este un 𝐷𝐶 − quasigrup dacă și numai dacă el nu 

satisface nici una dintre identitățile mulțimii T̅.  Alte criterii ce prezintă condiții necesare și 

suficiente ca un quasigrup să fie un DC-quasigrup sunt date de inegalitatea unor perechi de 

parastrofi.  

Lema 2.2.1. Un quasigrup binar (𝑄, 𝐴) este un 𝐷𝐶 −quasigrup, dacă și numai dacă  

𝐴 ∉ { 𝐴
(12) , 𝐴

(13) , 𝐴
(23) ,   𝐴

(123) }. 

Demonstrație. Într-adevăr, pentru ca un quasigrup să fie un 𝐷𝐶 −quasigrup este necesar ca 
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parastrofii – componente în perechile din cele patru clase date în Propoziția 1.1.1, să fie distincți.  

Astfel avem: a) dacă𝐴 ≠ 𝐴
(12) , atunci 𝐴

(23)
≠ 𝐴

(123) , 𝐴
(13) ≠ 𝐴

(132) ; b) dacă 𝐴 ≠ 𝐴
(13) , atunci 

𝐴
(12)

≠ 𝐴
(123) , 𝐴

(23) ≠ 𝐴
(132) ;  c) dacă 𝐴 ≠ 𝐴

(23) ,  atunci 𝐴
(12)

≠ 𝐴,
(132)  𝐴

(13) ≠ 𝐴
(123) .  Din 

inegalitatea 𝐴 ≠ 𝐴
(123) ,  obținem 𝐴 ≠ 𝐴

(132) , 𝐴
(13) ≠ 𝐴,

(23)  𝐴
(23) ≠ 𝐴

(12) , 𝐴
(123) ≠

𝐴
(132) , 𝐴

(12) ≠ 𝐴
(13) . Prin urimare, orice doi parastrofi ai quasigrupului (𝑄, 𝐴) sunt distincți, 

adică (𝑄, 𝐴) este un 𝐷𝐶 −quasigrup. □ 

În continuare vor fi demonstrate unele proprietăți ale 𝐷𝐶 −quasigrupurilor. 

Propoziția 2.2.1.  Fie (𝑄, 𝐴) un 𝐷𝐶 −quasigrup.  Sunt adevărate afirmațiile:  

1) Orice 𝐷𝐶 −quasigrup este necomutativ și netrivial. 

2) Orice quasigrup care conține un 𝐷𝐶 −subquasigrup este un 𝐷𝐶 −quasigrup. 

3) Orice parastrof al unui 𝐷𝐶 −quasigrupul este 𝐷𝐶 −quasigrup. 

4) Orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfică a unui 𝐷𝐶 − quasigrup este un 

𝐷𝐶 −quasigrup. 

Demonstrație. 1) În 𝐷𝐶 −quasigrupuri A ≠ A.
(12)

 

2) Un quasigrup (𝑄, 𝐴) este 𝐷𝐶 −quasigrup dacă și numai dacă (𝑄, 𝐴) nu verifică nici una dintre 

identitățile incluse în mulțimea T:̅ 

𝑇̅ = {𝐴(𝑥, 𝐴(𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐴(𝐴(𝑦, 𝑥), 𝑥) = 𝑦, 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥), 𝐴(𝐴(𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦}. 

Dacă un subquasigrup al quasigrupului (𝑄, 𝐴) nu verifică nici o identitatea din T,̅ atunci și (𝑄, 𝐴) 

nu va verifica niciuna dintre aceste identități, deci (𝑄, 𝐴) va fi un 𝐷𝐶 −quasigrup.  

3) Considerăm 𝐴𝜎  un parastrof al quasigrupului (𝑄, 𝐴). Atunci mulțimea parastrofilor disctinți 

este dată de Σ(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝜎  unde Σ(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅   este mulțimea parastrofilor distincți ai quasigrupului (𝑄, 𝐴). 

Mulțimea Σ(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅𝜎  conține toate elementele distincte, adică | Σ(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅𝜎 | = 6.  Astfel, quasigrupul 

(𝑄, 𝐴𝜎 ) este un 𝐷𝐶 −quasigrup. 

4) Fie (P, B) un quasigrup netrivial ce este imagine omomorfică al unui 𝐷𝐶 − quasigrup 

(𝑄, 𝐴): 𝐴 = 𝐵𝑆, unde 𝑆 = (𝛼, 𝛼, 𝛼), 𝛼 este aplicația mulțimii 𝑄 în mulțimea 𝑃, astfel încât 

𝛼𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝛼𝑥, 𝛼𝑦). 

Fără dificultăți poate fi arătat că, pentru doi parastrofi 𝜏 și 𝜎 ai quasigrupului (𝑃, 𝐵), avem că 

𝐵𝜏 = 𝐵𝜎 ,  dacă și numai dacă, ( 𝐵𝜏 )𝑆 = ( 𝐵𝜎 )𝑆.  În baza Lemei 1.3. din [10], obținem că 

(𝐵𝑆)𝜎 = ( 𝐵𝜎 )𝜎𝑆, atunci  

𝐴𝜎 = (𝐵𝑆)𝜎 = ( 𝐵𝜎 )𝜎𝑆 = ( 𝐵𝜎 )𝑆,  

deoarece 𝜎𝑆 = 𝜎(𝛼, 𝛼, 𝛼) = (𝜎𝛼, 𝜎𝛼, 𝜎𝛼) = 𝑆.  Astfel, 𝐵𝜎 = 𝐵𝜏 ,  dacă și numai dacă 𝐴𝜎 =
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𝐴𝜏 .  Deoarece (𝑄, 𝐴)  este 𝐷𝐶 −quasigrup, 𝐴𝜎 ≠ 𝐴𝜏 ,  ceea ce implică că 𝐵𝜎 ≠ 𝐵𝜏 .  Astfel, 

(𝑃, 𝐵) este 𝐷𝐶 −quasigrup. □ 

Observăm că în lucrarea [76], C.C. Lindner și D. Steedly au arătat că există quasigrupuri 

binare finite, cu toți cei șase parastrofi distincți, de orice ordin  𝑞 ≥ 4. Teorema următoare prezintă 

un criteriu ca un 𝑇 −quasigrup binar să fie un 𝐷𝐶 −quasigrup. 

 Teorema 2.2.1. 𝑇 −quasigrupul (𝑄, 𝐴), 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜑𝑥 + 𝜓𝑦, este un 𝐷𝐶 −quasigrup dacă și 

numai dacă 𝜑 ≠ 𝐼, 𝜓; 𝜓 ≠  𝐼 și 𝜑2 ≠ 𝐼𝜓 sau 𝜓2 ≠ 𝐼𝜑. 

Demonstrație. Dacă sunt satisfăcute inegalitățile indicate, atunci are loc inegalitatea parastrofilor 

în fiecare clasă din cele patru date în Propoziția 1.1.1. Astfel, toți parastrofii quasigrupului sunt 

distincți. Reciproc, în baza Propoziției 1.1.4, pentru a stabili condițiile în care un 𝑇 −quasigrup 

este un 𝐷𝐶 −quasigrup este suficient de considerat inegalitatea unei perechi de parastrofi în 

fiecare clasă prezentată în Propoziția 1.1.1. Fie 𝐴 ≠ 𝐴
(23)

.  Considerăm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑄
2 și 

(𝑥0, 𝑦0) ≠ (0, 0). Atunci,  

𝜑𝑥0 + 𝜓𝑦0 ≠ 𝜓−1(𝑦0 − 𝜑𝑥0) sau (𝜑 + 𝜓−1𝜑)𝑥0 ≠ (𝜓−1 + 𝐼𝜓)𝑦0. 

Dacă 𝜑𝑥0 + 𝜓
−1𝜑𝑥0 = (𝜑 + 𝜓

−1𝜑)𝑥0 ≠ 0,  atunci 𝜑 ≠ 𝐼𝜓−1𝜑  și 𝜓 ≠ 𝐼. Analog obținem 

condițiile respective considerând inegalitatea parastrofilor 𝐴 ≠ 𝐴
(13) , 𝐴 ≠ 𝐴

(12)
 și 𝐴 ≠

𝐴.  
(123)

□ 

Corolarul 2.2.1. Quasigrupul (ℤ𝑛
 , 𝐴):  𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑏̅𝑥2, unde (𝑎, 𝑛) = 1, (𝑏, 𝑛) = 1, 𝑎,

𝑏 ≠ 𝑛 − 1, 𝑎 ≠ 𝑏 și cel puțin una dintre relațiile 𝑎 ≠  𝑏−1, 𝑎3 ≠ 𝑛 − 1 nu este satisfăcută, are 

toți parastrofii distincți.  

Observăm că, în condițiile Corolarului 2.2.1, cei șase parastrofi ai quasigrupul (ℤ𝑛
 , 𝐴) sunt: 

𝐴
(12)

(𝑥, 𝑦) = 𝑏𝑥 + 𝑎𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑛),  𝐴
(23) (𝑥, 𝑦) = 𝑏−1(𝑦 − 𝑎𝑥) (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 

𝐴
(13) (𝑥, 𝑦) =  𝑎−1(𝑥 − 𝑏𝑦) (𝑚𝑜𝑑 𝑛),  𝐴

(123) (𝑥, 𝑦) = 𝑎−1(𝑦 − 𝑏𝑥) (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 

𝐴
(132) (𝑥, 𝑦) = 𝑏−1(𝑥 − 𝑎𝑦) (𝑚𝑜𝑑 𝑛). 

Teorema 2.2.2. Pentru orice 𝑞 ≥ 5, 𝑞 ≠ 6, există 𝐷𝐶 − 𝑇 −quasigrupuri de ordinul 𝑞. 

Demonstrație. Considerăm 𝑇 −quasigrupul de ordinul 𝑞, (ℤ𝑞
 , 𝐴):  𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑘𝑦 (𝑚𝑜𝑑  𝑞), 

unde 𝑞 ≥ 5, 𝑞 ≠ 6, (𝑞, 𝑘) = 1, 𝑘 ≠ 1, 𝑞 − 1. Pentru acest quasigrup avem 𝐿𝑎 = 𝐿1 = 𝜀, 𝐿𝑏 =

𝐿𝑘, unde 𝐿𝑎𝑥 = 𝑎𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑞). Verificăm condițile Corolarului 2.2.1:  

𝐿1, 𝐿𝑘 ≠ 𝐿𝑛−1(𝑚𝑜𝑑 𝑞),   𝐿𝑘 ≠ 𝐿1 ș𝑖 𝐿1 ≠ 𝐿𝑘
−1, 𝐿𝑘 ≠ 𝜀.  

Astfel, în baza Corolarului 2.2.1, obținem că toți parastrofii quasigrupului (ℤ𝑞
 , 𝐴) sunt distincți, 
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adică quasigrupul (ℤ𝑞
 , 𝐴) este un 𝐷𝐶 − 𝑇 −quasigrup. □ 

Exemplul 2.2.1. Quasigrupul (ℤ5 , 𝐴): 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 2̅𝑦 este un 𝐷𝐶 − 𝑇 − quasigrup. Într-

adevăr, în acest caz parastrofii quasigrupului dat sunt: 

𝐴
(12) (𝑥, 𝑦) = 𝜓𝑥 + 𝜑𝑦 = 2̅𝑥 + 𝑦,  

𝐴
(23) (𝑥, 𝑦) = 𝜓−1(𝑦 − 𝜑𝑥) = 𝐿2

−1(𝑦 − 𝑥) = 𝐿2−1(𝑦 − 𝑥) = 3̅𝑦 − 3̅𝑥 = 2̅𝑥 + 3̅𝑦 , 

𝐴
(13) (𝑥, 𝑦) = 𝜑−1(𝑥 − 𝜓𝑦) = 𝑥 − 2̅𝑦 = 𝑥 + 3̅𝑦 , 

𝐴(𝑥, 𝑦)
(123)

= 𝜓−1(𝑥 − 𝜑𝑦) = 𝐿2−1𝑥 − 𝐿2−1𝑦 = 3̅𝑥 − 3̅𝑦 = 3̅𝑥 + 2̅𝑦 

𝐴(𝑥, 𝑦)
(132)

= 𝜑−1(𝑦 − 𝜓𝑥) = −2̅𝑥 + 𝑦 = 3̅𝑥 + 𝑦 . 

 

2.3. 𝑻 −Quasigrupuri ternare cu un număr maximal atins de parastrofi distincți 

Conform [80], numărul maximal de parastrofi distincți ai unui quasigrup ternar divide 

4!  =  24. Spectrul quasigrupurilor ternare finite, cu un număr exact k de parastrofi distincți a fost 

caracterizat complet în cazul 𝑘 = 1, 3, 4, 6, 12, 24, și parțial în cazul 𝑘 = 2 sau 8, de către M. 

MacLeish [80, 81]. În acest compartiment prezentăm caracterizări complete ale 𝑇 − formei 

𝑇 −quasigrupurilor ternare cu exact 𝑘 parastrofi distincti, pentru 𝑘 ∈ {3, 4, 6}. 

T-Quasigrupuri ternare cu exact unu sau exact doi parastrofi distincți 

Quasigrupurile ternare total simetrice, sau 𝑇𝑆 −quasigrupurile ternare, se definesc analog 

quasigrupurilor binare și anume, quasigrupurile ternare cu toți parastrofii egali între ei se numesc 

𝑇𝑆 −quasigrupuri. În lucrările [80, 81], M. E. McLeish, studiază 𝑇𝑆 −quasigrupurile ternare și 

demonstrează că există 𝑇𝑆 − quasigrupuri ternare de orice ordin 𝑞 ∈ ℕ∗. Pentru 𝑇𝑆 −

𝑇 −quasigrupurile ternare M. E. McLeish determină și forma operației: un 𝑇 −quasigrup ternar 

(𝑄, 𝐴), cu T-grupul (𝑄,+),  este un 𝑇𝑆 − 𝑇 −quasigrup, dacă și numai dacă 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐, unde 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝑐 ∈ 𝑄.  

În studiul său McLeish a determinat setul de identități pe care trebuie să îl satisfacă un 

quasigrup ternar pentru a avea exact doi parastrofi distincți. Cu toate acestea, construcția acestor 

quasigrupuri este dificilă. În 1980 McLeish reușește să construiască un quasigrup ternar cu exact 

doi parastrofi distincți prin metode combinatorice. În aceeași lucrare [81], McLeish studiază 

spectrul quasigrupurilor ternare cu exact doi parastrofi distincți și obține că există quasigrupuri 

ternare cu exact 2 parastrofi distincți pentru orice 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑  8), 𝑛 ≡ 0 sau 5 (𝑚𝑜𝑑 10), 𝑛 ≡

4 , 8  sau 10 (𝑚𝑜𝑑 12), ∀ 𝑛 ≥ 5.  În particular, M. McLeish arată că nu există quasigrupuri 

ternare de ordinul 3 sau 4, care au exact doi parastrofi distincți.  
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Ulterior, F. Sokhatsky și Y. Pirus [123, 124] au studiat quasigrupurile ternare liniare cu cel 

mult 𝑘 parastrofi distincți, unde 𝑘 este divizor al lui 24 (maximumul nu neapărat se atinge). În 

particular acești autori au obținut, independent, același rezultat ca și M. Mcleish, referitor la 

quasigrupurile ternare liniare cu toți parastrofii egali între ei (TS-quasigrupuri ternare). De 

asemenea, F. Sokhatsky și E. Pirus arată că nu există quasigrupuri ternare liniare cu exact doi 

parastrofi distincți.  

T-Quasigrupuri ternare cu un maximum atins de trei parastrofi distincți  

Quasigrupurile ternare cu exact trei parastrofi distincți au fost studiate inițial de către 

McLeish [80], utilizând seturile de identități prezentate în Lema 1.2.1, punctul 3, ce corespund 

celor trei subgrupuri de ordinul 8 ale grupului 𝑆4  care sunt izomorfe grupului 𝐷8.  Aceste 

subgrupuri sunt prezentate în Anexa 1 și sunt date de 𝐻26, 𝐻27,  𝐻28. Observăm că M. McLeish 

a caracterizat integral spectrul unor astfel de quasigrupuri. Mai jos vor fi studiate T-quasigrupurile 

ternare ce posedă exact trei parastrofi distincți. 

Propoziția 2.3.1. Dacă un quasigrup ternar (𝑄, 𝐴)  are exact trei parastrofi distincți atunci 

{𝐴, 𝐴, 𝐴
(132)(123)

} este unul dintre seturile maximale de parastrofi distincți. 

        Într-adevăr, dacă mulțimea parastrofilor quasigrupului ternar (𝑄, 𝐴) este caracterizată de 

unul dintre subgrupurile 𝐻𝑖, 𝑖 = 26, 27, 28, atunci 𝑆4 = 𝐻𝑖 ∪ (123)𝐻𝑖 ∪ (132)𝐻𝑖.  

Pentru cele trei subgrupuri 𝐻𝑖, 𝑖 = 26, 27, 28 avem, respectiv, următoarele posibilități de egalitate 

a parastrofilor: 

1) 𝐻𝑖 = 𝐻26:  

𝐴 = 𝐴
(12)

= 𝐴
(34)

= 𝐴
(12)(34)

= 𝐴
(14)(23)

= 𝐴
(13)(24)

= 𝐴
(1423)

= 𝐴;
(1324)

 

𝐴
(123)

= 𝐴
(23)

= 𝐴
(14)

= 𝐴
(243)

= 𝐴
(1243)

= 𝐴
(1342)

= 𝐴
(142)

= 𝐴;
(134)

 

𝐴
(132)

= 𝐴
(13)

= 𝐴
(143)

= 𝐴
(1432)

= 𝐴
(1234)

= 𝐴
(24)

= 𝐴
(234)

= 𝐴;
(124)

 

2) 𝐻𝑖 = 𝐻27: 

𝐴 = 𝐴
(12)(34)

= 𝐴
(23)

= 𝐴
(14)

= 𝐴
(14)(23)

= 𝐴
(13)(24)

= 𝐴
(1243)

= 𝐴;
(1342)

 

𝐴
(123)

= 𝐴
(13)

= 𝐴
(1432)

= 𝐴
(134)

= 𝐴
(1234)

= 𝐴
(24)

= 𝐴
(243)

= 𝐴;
(142)

 

𝐴
(132)

= 𝐴
(12)

= 𝐴
(34)

= 𝐴
(124)

= 𝐴
(1324)

= 𝐴
(1423)

= 𝐴
(143)

= 𝐴;
(234)

 

3) 𝐻𝑖 = 𝐻28: 

𝐴 = 𝐴
(12)(34)

= 𝐴
(14)(23)

= 𝐴
(13)

= 𝐴
(13)(24)

= 𝐴
(24)

= 𝐴
(1432)

= 𝐴;
(1234)

 

𝐴
(123)

= 𝐴
(12)

= 𝐴
(34)

= 𝐴
(1324)

= 𝐴
(1423)

= 𝐴
(142)

= 𝐴
(243)

= 𝐴;
(134)

 

𝐴
(132)

= 𝐴
(23)

= 𝐴
(14)

= 𝐴
(234)

= 𝐴
(1342)

= 𝐴
(1243)

= 𝐴
(143)

= 𝐴
(124)

. □ 
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În [123, 124] autorii studiază quasigrupurile ternare liniare peste un grup abelian și afirmă că un 

quasigrup ternar liniar peste un grup abelian (𝑄,+,0), unde 0 este elementul neutru al acestui 

grup, are maximum trei parastrofi distincți dacă și numai dacă operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) are forma  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 − 𝑥3 + 𝑎, 

unde 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝑎 ∈ 𝑄, 𝛼𝑎 = −𝑎.  În aceeași lucrare este specificat că în calitate de 

reprezentanți ai parastrofilor distincți pot fi considerați parastrofii 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(14)

 

și 𝐴
(24) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Așa cum am observat anterior, această afirmație nu se referă la maximumul 

atins (maximumul exact) de parastrofi distincți ai quasigrupului dat. În continuare precizăm acest 

rezultat prin studiul tuturor 𝑇 −formelor posibile ale unui 𝑇 −quasigrup ternar ce are exact trei 

parastrofi distincți.  

Propoziția 2.3.2. Un 𝑇 −quasigrup ternar (Q, A) cu 𝑇 −grupul (Q,+) are un maximum atins din 

trei parastrofi distincți dacă și numai dacă există 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) și un element 𝑐 ∈ 𝑄,  astfel 

încât operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  are una dintre următoarele trei  forme: 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐, 

𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐,   𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐,   unde  𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼2 = 𝜀,   𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, 𝐼(𝑥) = −𝑥,

∀𝑥 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Quasigrupul ternar (𝑄, 𝐴) are exact trei parastrofi distincți dacă subgrupul  𝐻 =

{𝜎 ∈ 𝑆4|𝐴 = 𝐴𝜎 }  coincide cu unul dintre subgrupurile 𝐻26,  𝐻27, 𝐻28, elementele cărora sunt 

prezentate în Anexa 1. Considerăm {𝜎 ∈ 𝑆4|𝐴 = 𝐴𝜎 } = 𝐻26. Deoarece  (12) ∈ 𝐻26, obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(12)                                                    (2.21) 

Considerăm grupul abelian (𝑄,+)  și operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐, unde 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄) și 𝑐 ∈ 𝑄, liniară peste grupul  (𝑄,+). Atunci relația (2.21) are forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3) ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐, 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥1.                                                          (2.22) 

Egalitatea (2.22) este adevărată pentru ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑄, deci este adevărată pentru 𝑥1 = 0, unde 0 

este elementul neutru al grupului (𝑄, +). Substituind în (2.22), obținem 𝛼1 = 𝛼2.  Notăm 𝛼1 =

𝛼2 = 𝛼. În acest caz operația are forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐.                                                (2.23) 

(34) ∈ 𝐻26. Prin urmare,  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) = 𝑥3 ⟺
(34) 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2

+ 𝛼3(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥3. 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝛼𝑥1 + 𝛼3𝛼𝑥2 + 𝛼3
2𝑥3 + 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 𝑥3                            (2.24)   
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Ultima egalitate este adevărată pentru 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑄, inclusiv pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, de unde 

avem 

𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼3𝑐 = 𝐼𝑐                                             (2.25) 

Substituind (2.25) în (2.24), obținem: 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝛼𝑥1 + 𝛼3𝛼𝑥2 + 𝛼3
2𝑥3 = 𝑥3 .  

Fie 𝑥1 = 𝑥3 = 0,  atunci 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝛼𝑥2 = 0 ⟺ 𝛼3𝛼𝑥2 = 𝛼𝐼𝑥2 ⟺ 𝛼3𝛼 = 𝛼𝐼 ⟺ 𝛼3 = 𝐼.  Prin 

urmare, operația (2.23), are forma 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐, 𝐼𝑥 = −𝑥.                       (2.26) 

Deoarece (13) ∉ 𝐻26 , reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟺
(13) 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 ≠

𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝑐 ⟺ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥3 ≠ 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥1.  Substituind 𝑥3 =  0  în ultima relație, 

obținem: 𝛼𝑥1 ≠ 𝐼𝑥1 ⟺ 𝛼 ≠ 𝐼. 

(12)(34) ∈ 𝐻26, prin urmare 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥11, 𝑥2, 𝑥3)
(12)(34) .  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3)) = 𝑥3.                                       (2.27) 

Aplicând pentru identitatea (2.27) forma operației (2.26), obținem: 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼(𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥3 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥3 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝛼𝑥2 + 𝐼𝛼𝑥1 + 𝑥3 + 𝐼𝑐 + 𝑐 = 𝑥3 −adevărat. 

(14)(23) ∈ 𝐻26, prin urmare 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(14)(23) .  

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3, 𝑥2) = 𝑥1.                                          (2.28) 

Aplicând pentru identitatea (2.28) forma operației (2.26), obținem: 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐) + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 = 𝑥1 

𝛼2𝑥1 + 𝛼
2𝑥2 + 𝐼𝛼𝑥3 + 𝛼𝑐 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 = 𝑥1. 

Pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝛼𝑐 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐.   Luând 𝑥2 = 𝑥3 = 0, avem  

𝛼2𝑥1 = 𝑥1 ⇔ 𝛼2 = 𝜀. 

(13)(24) ∈ 𝐻26, prin urmare 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(13)(24)

    

𝐴(𝑥3, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1) = 𝑥2 ⟺ 𝛼𝑥3 + 𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐) + 𝐼𝑥1 + 𝑐 = 𝑥2 

𝛼𝑥3 + 𝛼
2𝑥1 + 𝛼

2𝑥2 + 𝐼𝛼𝑥3 + 𝛼𝑐 + 𝐼𝑥1 + 𝑐 = 𝑥2. 

Prin urmare, quasigrupul ternar liniar (𝑄, 𝐴) are exact trei parastrofi distincți, dacă există 𝛼 ∈

𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼2 = 𝜀, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, astfel încât operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) are forma (3.3.6). 

Fie acum  𝐻 = 𝐻27  (Anexa 1). Deoarece  (23) ∈ 𝐻27, obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(23)                                                    (2.29) 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥3, 𝑥2) ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2 + 𝑐, 

𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥2 = 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2.                                                          (2.30) 
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Egalitatea (2.30) este adevărată pentru ∀𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑄, deci este adevărată pentru 𝑥2 = 0, unde 0 

este elementul neutru al grupului (𝑄, +). Substituind în (2.30), obținem 𝛼2 = 𝛼3.  Notăm 𝛼2 =

𝛼3 = 𝛼. În acest caz operația are forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐.                                                (2.31) 

(14) ∈ 𝐻27. Prin urmare,  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟺ 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 ⟺
(14) 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3

+ 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 = 𝑥1 

𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1𝛼𝑥2 + 𝛼1𝛼𝑥3 + 𝛼1𝑐 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 = 𝑥1                            (2.32)   

Ultima egalitate este adevărată pentru 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑄, inclusiv pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, de unde 

avem 

𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼1𝑐 = 𝐼𝑐                                             (2.33) 

Substituind (2.33) în (2.32), obținem: 

𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1𝛼𝑥2 + 𝛼1𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 = 𝑥1               

Fie 𝑥1 = 𝑥2 = 0,  atunci 𝛼1𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼1𝛼𝑥3 = 𝛼𝐼𝑥3 ⟺ 𝛼1𝛼 = 𝛼𝐼 ⟺ 𝛼1 = 𝐼.  Prin 

urmare, operația (2.31), are forma 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐, 𝐼𝑥 = −𝑥.                       (2.34) 

(14)(23)∈ 𝐻27, ceea ce implică faptul că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(14)(23)

 sau  

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 ⇔ 𝐼(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 = 𝑥1, 

𝑥1 + 𝐼𝛼𝑥3 + 𝐼𝛼𝑥2 + 𝐼𝐶 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 = 𝑥1 ⟺ 𝑥1 = 𝑥1 − adevărat. 

(12)(34)∈ 𝐻27.  Prin urmare, 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(12)(34)

⟺ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) = 𝑥3. 

𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥3 

𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝛼𝐼𝑥1 + 𝛼
2𝑥2 + 𝛼

2𝑥3 + 𝐼𝑐 + 𝑐 = 𝑥3 ⟺ 𝐼𝑥2 + 𝛼
2𝑥2 + 𝛼

2𝑥3 = 𝑥3. 

Pentru 𝑥2 = 0, avem 𝛼2𝑥3 = 𝑥3 ⟺ 𝛼2 = 𝜀. 

Deoarece (12) ∉ 𝐻27 , reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟺
(12) 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 ≠

𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝑐 ⟺ 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 ≠ 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥1.  Substituind 𝑥2 =  0  în ultima relație, 

obținem: 𝛼𝑥1 ≠ 𝐼𝑥1 ⟺ 𝛼 ≠ 𝐼. 

Prin urmare, T-quasigrupul ternar(𝑄, 𝐴) are exact trei parastrofi distincți, dacă există 𝛼 ∈

𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼2 = 𝜀, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, astfel încât operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) are forma (2.34). □ 

Corolarul 2.3.1. Există 𝑇 −quasigrupuri ternare idempotente cu un maximum atins din trei 

parastrofi distincți. 

Într-adevăr, existența acestor 𝑇 −quasigrupuri este asigurată de operația  
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𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3,                                    (2.35) 

definită pe ℤ𝑚, 𝑚 ∈ ℕ∗, ce satisfice condițiile Propoziției 2.3.1. Însă un quasigrup ternar este 

idempotent dacă  

𝐴(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥.                                                       (2.36) 

Substituind (2.35) în (2,36), obținem  𝐴(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥 + 𝑥 − 𝑥 = 𝑥.  Prin urmare, (2.36) este 

satisfăcută pentru ∀𝑥 ∈ ℤ𝑚. Deci (ℤ𝑚, 𝐴) este un 𝑇 −quasigrup ternar idempotent. □  

Exemplul 2.3.1. 𝑇 −Quasigrupul ternar (ℤ8, 𝐴) cu 𝑇 −grupul (ℤ8, +),  unde 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

5̅𝑥1 + 5̅𝑥2 + 7̅𝑥3, are exact trei parastrofi distincți.  

Într-adevăr, determinăm mulțimea parastrofilor quasigrupului ternar, utilizând relațiile prezentate 

în Anexa 4: 

A(x1
3) = 𝐴(x1

3)(12) = 𝐴
(34) (x1

3) = 𝐴(x1
3)(1423) = 𝐴

(12)(34) (x1
3) = 𝐴

(1324) (x1
3) =

= 𝐴(x1
3) =

(13)(24)
𝐴(x1

3)
(14)(23)

= 5̅𝑥1 + 5̅𝑥2 + 7̅𝑥3, 

A
(123) (x1

3) = 𝐴
(14) (x1

3) = 𝐴
(23) (x1

3) = 𝐴(x1
3)(142) = 𝐴

(134) (x1
3) = 𝐴

(243) (x1
3) = 

= 𝐴(x1
3) =

(1243)
𝐴(x1

3)
(1342)

= 5̅𝑥1 + 7̅𝑥2 + 5̅𝑥3, 

A(x1
3)(132) = 𝐴(x1

3)(13) = 𝐴
(24) (x1

3) = 𝐴(x1
3)(124) = 𝐴

(143) (x1
3) = 𝐴

(234) (x1
3) = 

= 𝐴
(1234)

(x1
3) = 𝐴(x1

3)
(1432)

= 7̅𝑥1 + 5̅𝑥2 + 5̅𝑥3. 

Deci, quasigrupul (ℤ8, 𝐴) are exact trei parastrofi distincți. 

Corolarul 2.3.2. Pentru orice 𝑚 ≥ 3 există quasigrupuri ternare de ordinul 𝑚 cu un maximum 

atins din trei parastrofi distincți. 

Într-adevăr, considerăm quasigrupul ternar (ℤ𝑚, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3. Conform 

Propoziției 2.3.1, 𝑇 − quasigrupul ternar cu 𝑇 − forma ((ℤ𝑚, +), 𝜀, 𝜀, −𝜀, 0)  are exact trei 

parastrofi distincți și anume 

A = 𝐴
(12)

= 𝐴
(34)

= 𝐴
(1423)

= 𝐴
(12)(34)

= 𝐴
(1324)

= 𝐴
(13)(24)

= 𝐴
(14)(23)

= 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3, 

A
(123)

= 𝐴
(14)

= 𝐴
(23)

= 𝐴
(142)

= 𝐴
(134)

= 𝐴
(243)

= 𝐴
(1243)

= 𝐴
(1342)

= 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3, 

A
(132) = 𝐴

(13)
= 𝐴

(24)
= 𝐴

(124)
= 𝐴

(143)
= 𝐴

(234)
= 𝐴

(1234)
= 𝐴

(1432)
= −𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3. 

În acest caz 𝛼 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) ⟺ 𝛼2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑚) și 𝛼 ≢ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

Arătăm acum că cei trei parastrofi sunt distincți pentru orice 𝑚 ≥ 3 prin metoda reducerii 

la absurd. Fie că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥2, 𝑥2, 𝑥3)
(123)

. Din forma parastrofilor respectivi avem: 

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 ⟺ 𝑥2 − 𝑥3 = −𝑥2 + 𝑥3. 

Luând în ultima egalitate 𝑥3 = 0, obținem 𝑥2 = −𝑥2. Ultima relație este adevărată pentru 𝑚 =
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2, iar pentru celelalte valori ale modulului relația este falsă. Prin urmare, pentru 𝑚 ≥ 3,𝑚 ∈ ℕ, 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(123)

.  Analogic, obținem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(132)

. □ 

T-Quasigrupuri ternare cu un maximum atins din patru parastrofi distincți  

În [80], McLeish studiază quasigrupurile ternare cu exact 4 parastrofi distincți și indică 

seturile de identități ce este necesar să fie satisfăcute de acest quasigrup. În acestă lucrare autoarea 

identifică patru seturi de identități realizarea cărora conduce la quasigrupuri ternare cu un 

maximum atins din patru parastrofi distincți. În [123, 124] autorii studiază quasigrupurile ternare 

liniare, peste un grup abelian, care posedă cel mult patru parastrofi distincți, abstracție făcând de 

izomorfismul subgrupurilor grupului 𝑆4.  

 Analizând seturile de identități și modalitatea de egalitate a diferitor parastrofi, a fost 

selectată o mulțime de reprezentanți care, în cazul în care se verifică un singur set de identități, 

mulțimea formată din patru parastrofi distincți ai quasigrupului ternar (Q, A) este 

{𝐴, 𝐴
(12)(34) , 𝐴

(13)(24) , 𝐴
(14)(23) }. 

Quasigrupurile ternare cu exact patru parastrofi distincți sunt caracterizate de subgrupurile de 

ordinul șase ale grupului 𝑆4. Aceste subgrupuri sunt prezentate Anexa 1 și reprezintă sugrupurile 

𝐻22, 𝐻23, 𝐻24, 𝐻25. Fiecare dintre aceste subgrupuri este izomorf grupului 𝑆3, iar subgrupul 𝐻22  

coincide chiar cu 𝑆3. Fiecare dintre aceste subgrupuri este generat de un element de ordinul 3, 

𝛼 = (𝑎𝑏𝑐), și o transpoziție, 𝛽 = (𝑎𝑏), unde 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1,4̅̅ ̅̅ .  Astfel, 

𝐻22 = 𝑆3 = ⟨(123), (12)⟩, 

𝐻23 ≅ 𝑆3 = 〈(124), (12)⟩, 

𝐻24 ≅ 𝑆3 = ⟨(134), (13)⟩, 

𝐻25 ≅ 𝑆3 = 〈(234), (23)⟩.

Toate elementele acestor subgrupuri sunt prezentate în Anexa 1. 

Teorema 2.3.1. Un 𝑇 − quasigrup ternar (𝑄, 𝐴),  cu 𝑇 − qrupul (𝑄,+),  are exact patru 

parastrofi distinți dacă și numai dacă există 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, +) și un element 𝑐 ∈ 𝑄,  astfel încât  

𝑇 −forma sa este una din următoarele:   

𝑇1 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐),      𝑇2 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝑐),   

𝑇3 = ((𝑄, +), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝑐), 𝑇4 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝑐), 

unde 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝛼 ≠ 𝐼. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴) un 3 − 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 −forma 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑐) și fie 

𝐻 ∈ {𝐻𝑖, 𝑖 = 22, 25 }, unde 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆4 |
𝜎𝐴 = 𝐴}. 

1) Dacă 𝐻 =  𝐻22  = ⟨(123), (12)⟩  =  {𝜀, (123), (132), (12), (13), (23)}, atunci avem  

(12), (13) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 = 𝐴
(12)

 și 𝐴 = 𝐴
(13)

, de unde obținem: 
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{
𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐
𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝑐

⇔ {
𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1
𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1.

 

Luând 𝑥1 = 0, ultimele două egalități implică 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3.  Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼, 

operația 𝐴 ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐.                                (2.37) 

Deoarece, (14) ∉ 𝐻22 ⇒ 𝐴 ≠ 𝐴
(14) ⇒ 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝑥1  ⇒ 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝑥1. 

Notând 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 prin 𝑦 din ultima inegalitate obținem: 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝑦) + 𝑦 ≠ 𝑥1, 

care pentru 𝛼 = 𝐼, implică −(−𝑥1 + 𝑦) + 𝑦 ≠  𝑥1 ⇔ 𝑥1 ≠ 𝑥1, ceea ce este o contradicție. Prin 

urmare, 𝛼 ≠ 𝐼, iar 𝑇 −forma 𝑇 −quasigrupului este 𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐). 

2) Dacă 𝐻 =  𝐻23  = ⟨(124), (12)⟩  =  {𝜀, (124), (142), (12), (14), (24)}, atunci avem  

(12) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 = 𝐴
(12)

, de unde obținem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1. 

Luând 𝑥1 = 0, ultima egalitate implică 𝛼1 = 𝛼2. Deoarece (14) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 = 𝐴
(14)

,  

deci: 

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 ⟺ 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝑥1. 

Considerând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, obținem 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0, iar din 𝑥1 = 𝑥2 = 0 avem 

𝛼1(𝛼3𝑥3) + 𝛼3𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼3𝑥3) = 𝐼(𝛼3𝑥3) ⟺ 𝛼1 = 𝐼. 

Notând 𝛼3 = 𝛼, operația 𝐴 ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐.                                (2.38) 

Deoarece, (13) ∉ 𝐻22, avem: 𝐴 ≠ 𝐴
(13) ⇒ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1)  ⇒ 

𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝑐 ⟺ 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥3 ≠ 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥1. 

Luând 𝑥1 = 0, obținem 𝛼 ≠ 𝐼, iar T-forma T-quasigrupului este 𝑇2 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝑐). 

3) Dacă 𝐻 =  𝐻24  = ⟨(134), (13)⟩  =  {𝜀, (134), (143), (13), (14), (34)}, atunci  

(13) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 = 𝐴
(13)

, de unde obținem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝑐 ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1. 

Luând 𝑥1 = 0, ultima egalitate implică 𝛼1 = 𝛼3. Deoarece (14) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 = 𝐴
(14)

,  

de unde obținem: 

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 ⟺ 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝑐) + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝑐 = 𝑥1. 

Din 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, rezultă 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0, iar din 𝑥1 = 𝑥3 = 0 avem 

𝛼1(𝛼2𝑥2) + 𝛼2𝑥2 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼2𝑥2) = 𝐼(𝛼2𝑥2) ⟺ 𝛼1 = 𝐼. 

Notând 𝛼2 = 𝛼, operația ia forma 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐. Deoarece (12) ∉ 𝐻23, 
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avem: 

𝐴 ≠ 𝐴
(23)

⇒ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1)  ⟺ 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 ⟺ 

𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 ≠ 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥2. 

Luând 𝑥3 = 0, obținem 𝛼 ≠ 𝐼, iar 𝑇 −forma 𝑇 −quasigrupului este 𝑇3 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝑐). 

4) Dacă 𝐻 =  𝐻25  = ⟨(234), (23)⟩  =  {𝜀, (234), (243), (23), (24), (34)}, atunci avem  

(23) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 = 𝐴
(23)

, de unde obținem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2 + 𝑐 ⟺ 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2. 

Luând 𝑥2 = 0, ultima egalitate implică 𝛼2 = 𝛼3.  Deoarece (24) ∈ 𝐻,  avem 𝐴 = 𝐴
(24)

,   de 

unde obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3) = 𝑥2 ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝑐) + 𝛼2𝑥3 + 𝑐 = 𝑥2. 

Considerând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, obținem 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0, iar din 𝑥2 = 𝑥3 = 0 avem 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1) = 0 ⟺ 𝛼2(𝛼1𝑥1) = 𝐼(𝛼1𝑥1) ⟺ 𝛼2 = 𝐼. 

Notând 𝛼1 = 𝛼, operația ia forma 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐. Deoarece (12) ∉ 𝐻25, 

avem: 

𝐴 ≠ 𝐴
(12) ⇒ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3)  ⟺ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 

𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 ≠ 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1. 

Luând 𝑥2 = 0, obținem 𝛼 ≠ 𝐼, iar 𝑇 −forma 𝑇 −quasigrupului este 𝑇4 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝑐).□ 

Corolarul 2.3.3. Dacă operația A a unui T-quasigrup ternar (ℤ𝑛, 𝐴),  cu T-grupul (ℤ𝑛, +), are 

una din formele  𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑎̅𝑥3 + 𝑐̅, 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 − 𝑥3 + 𝑐̅,

𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑎̅𝑥3 + 𝑐̅, 𝐴4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎̅𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑐̅,  unde (𝑎, 𝑛) = 1,

𝑎 ≠ 𝑛 − 1, atunci (ℤ𝑛, 𝐴) are exact patru parastrofi distincți. 

Demonstrație. Într-adevăr, determinând mulțimea parastrofi în baza relațiilor din Anexa 4, 

obținem mulțimea parastrofilor distincți ai quasigrupului (ℤ𝑛, 𝐴1) este: 

𝐴1 = 𝐴1
(12) = 𝐴1

(13) = 𝐴1
(23) = 𝐴1

(123) = 𝐴1
(132) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑎̅𝑥3 + 𝑐̅, 

𝐴1
(14)(23)

= 𝐴1
(124) = 𝐴1

(14) = 𝐴1
(134) = 𝐴1

(1234) = 𝐴1
(1324) = 𝑎̅−1𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑎̅

−1𝑐̅, 

𝐴1
(13)(24)

= 𝐴1
(142) = 𝐴1

(243) = 𝐴1 = 𝐴
(1423)

1
(24)  = 𝐴1

(1342) = −𝑥1 + 𝑎̅
−1𝑥2 − 𝑥3 − 𝑎̅

−1𝑐̅, 

𝐴1 =
(12)(34) 𝐴1

(34) = 𝐴1
(234) = 𝐴1

(243) = 𝐴1
(1243) = 𝐴1

(1432) = −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑎̅
−1𝑥3 − 𝑎̅

−1𝑐̅. 

Este evident că, pentru (𝑎, 𝑛) ≠ 1,  atunci operația 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑎̅𝑥3 + 𝑐̅  nu 

definește un quaqigrup pe mulțimea ℤ𝑛.  Într-adevăr, pentru ca operația 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  să 

definească un quasigrup este necesar ca ecuațiile  

𝐴1(𝑥1, 𝑎2, 𝑎3) = 𝑏1, 𝐴1(𝑎1, 𝑥2, 𝑎3) = 𝑏2, 𝐴1(𝑎1, 𝑎2, 𝑥3) = 𝑏3,  

unde 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 sunt elemente fixate în ℤ𝑛, să fie rezolvabile univoc în această mulțime.  
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𝑎𝑥1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + 𝑐 = 𝑏 ⟺ 𝑎𝑥1 = 𝑏 − 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎3 − 𝑐̅. 

Pentru ca ultima ecuație să admită soluție unică este necesar și suficient ca elemental 𝑎 să fie 

simetrizabil ceea ce este posibil doar dacă (𝑎, 𝑛) = 1. Atunci soluția ecuației este  

𝑥1 = 𝑎−1(𝑏 − 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎3 − 𝑐). 

Pentru celelalte două ecuații obținem, dacă (𝑎, 𝑛) = 1, atunci elementul 𝑎 este simetrizabil și 

soluțiile ecuațiilor sunt 

𝑥2 = 𝑎
−1(𝑏2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3 − 𝑐), 

𝑥3 = 𝑎
−1(𝑏3 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2 − 𝑐). 

Dacă 𝑎 = 𝑛 − 1, atunci 𝑎−1 = 𝑛 − 1, iar quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴1) este 𝑇𝑆 − 𝑇 −quasigrup. 

Analog, pentru 𝑇 −quasigrupurile (ℤ𝑛, 𝐴2), (ℤ𝑛, 𝐴3), (ℤ𝑛, 𝐴4), utilizând relațiile prezentate în 

Anexa 4, obținem mulțimea parastrofilor distincți. □ 

 Următorul corolar furnizează unele informații cu privire la spectrul quasigrupurilor ternare 

cu exact 4 parastrofi distincți. Acest rezultat a fost obținut de către McLeish și prezentat în 

Propoziția 1.2.1. La demonstrația Propoziției 1.2.1, cu referire la spectrul quasigrupurilor ternare 

cu exact patru parastrofi distincți, McLeish a utilizat quasigrupul (𝑍𝑛, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥1 +

2𝑥2 − 𝑥3, ce a condus la condiția că acest quasigrup are exact patru parastrofi distincți pentru orice 

ordin impar 𝑛, 𝑛 > 3. Pentru 𝑛 = 3 și ordinele pare McLeish a utilizat construcții combinatorice.  

Corolarul 2.3.4. [80] Există quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar  𝑞 ≥  3 ce au exact 

4 parastrofi distincți. 

Mai jos prezentăm un exemplu de T-quasigrup ternar cu exact patru parastrofi distincți. 

Considerăm quasigrupul (ℤ𝑞 , 𝐴),  unde  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3, (𝑛, 2) = 1.  Cei 24 de 

parastrofi distincți se împart în patru clase de parastrofi egali între ei: 

𝐴 = 𝐴
(12) = 𝐴

(13) = 𝐴
(23) = 𝐴

(123) = 𝐴
(132) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3, 

𝐴
(14) = 𝐴

(124) = 𝐴
(14)(23) = 𝐴

(134) = 𝐴
(1234) = 𝐴

(1324) = 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3, 

𝐴
(24) = 𝐴

(142) = 𝐴
(243) = 𝐴 = 𝐴

(1423)(13)(24) = 𝐴
(1342) = −𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3, 

𝐴 =
(34) 𝐴

(12)(34) = 𝐴
(234) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1243) = 𝐴

(1432) = −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3.     □ 

Observăm că, alte exemple de quasigrupuri ternare cu exact patru parastrofi distincți sunt (ℤ5, 𝐴1)  

și  (ℤ9, 𝐴2), unde 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 și 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 4𝑥1 + 4𝑥2 + 4𝑥3. 

T-Quasigrupuri ternare cu exact șase parastrofi distincți 

Quasigrupurile ternare cu exact șase parastrofi distincți sunt studiate de către McLeish 

utilizând șapte seturi de identități. În scopul dat sunt construite exemple cu ajutorul cărora este 

obținută informația referitoare la spectrul acestor quasigrupuri. La fel, în [123, 124] sunt studiate 

quasigrupurile ternare liniare, peste un grup abelian, prin intermediul subgrupurilor grupului 𝑆4.  
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Sokhatsky și Pirus arată că quasigrupurile ternare cu cel mult șase parastrofi distincți sunt date de 

subgrupurile grupului 𝑆4 izomorfe cu 𝐶4, 𝐾4, 𝑍4. 

În dependență de setul de identități ce sunt satisfăcute în quasigrupul ternar, descrise de 

McLeish, pot fi selectate diverse seturi de reprezentanți ai claselor de resturi modulo H ce definesc 

seturi maximale de parastrofi distincți. Seturile posibile de parastofi distincți sunt:  

1) {𝐴, 𝐴
(12)

, 𝐴
(13)

, 𝐴
(23)

, 𝐴
(123)

, 𝐴
(132)

} care este formată doar din parastrofii principali ai 

acestui quasigrup;  

2) {𝐴, 𝐴
(123)

, 𝐴
(132)

, 𝐴
(142)

, 𝐴
(234)

, 𝐴
(13)(24)

} care conține trei parastrofi principali; 

3) {𝐴, 𝐴
(12)

, 𝐴
(23)

, 𝐴
(14)

, 𝐴
(34)

, 𝐴
(12)(34)

}  care conține, de asemenea, trei parastrofi 

principali. 

Seturile de identități descrise de McLeish reprezintă de fapt subgrupurile de ordinul 4 ale grupului 

𝑆4. Aceste subgrupuri sunt prezentate în Anexa 1 și anume  

𝐻15 = 〈(1234)⟩, 𝐻16 = 〈(1243)⟩, 𝐻17 = ⟨(1324)⟩, 

𝐻18 = 〈(12), (34)⟩, 𝐻19 = ⟨(13), (24)⟩, 𝐻20 = ⟨(14), (23)⟩,

𝐻21 = ⟨(12)(34), (13)(24)⟩. 

Sugbrupurile 𝐻15 − 𝐻17  sunt izomorfe grupului ciclic 𝑍4,  iar subgrupurile 𝐻18 − 𝐻21  sunt 

izomorfe grupului Klein 𝐾4. 

În continuare vom stabili condițiile necesare și suficiente ca un T-quasigrup ternar să 

admită exact șase parastrofi distincți și vom determina T-formele acestor quasigrupuri. 

Teorema 2.3.2. 𝑇 −quasigrupul ternar (𝑄, 𝐴) cu T-grupul (𝑄,+) și cu 𝐻 = {𝜎| 𝐴𝜎 = 𝐴} ≅ 𝑍4, 

are exact șase parastrofi distincți dacă și numai dacă există 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) și un element 𝑐 ∈

𝑄, astfel încât T-forma sa este una dintre următoarele: 

𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼𝛼
2, 𝛼3, 𝑐 ), 𝑇2 = ((𝑄,+), 𝐼𝛼2, 𝛼3, 𝛼, 𝑐),   𝑇3 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼3, 𝐼𝛼2, 𝑐), 

unde 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝛼2 ≠ 𝜀, 𝛼4 = 𝜀. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴) un 𝑇 −quasigrup ternar cu 𝑇 −forma 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑐) și fie 

𝐻 ∈ {𝐻𝑖, 𝑖 = 15, 17 }, unde 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆4 |
𝜎𝐴 = 𝐴}. 

1) Dacă 𝐻 =  𝐻15  = ⟨(1234)⟩  =  {𝜀, (1234), (13)(24), (1432)}, atunci avem  

(1234) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 =(1234) 𝐴, ce implică 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3, de unde avem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝑐 = 𝑥3.                  (2.39) 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, ultima egalitate implică 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.  Considerând 𝑥1 = 𝑥3 = 0  în 

(2.39), iar apoi 𝑥2 = 𝑥3 = 0  și 𝑥1 = 𝑥2 = 0, obținem: 
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{

𝛼1(𝛼2𝑥2) + 𝛼3𝑥3 = 0,

𝛼1(𝛼1𝑥1) + 𝛼2𝑥1 = 0,

𝛼1(𝛼3𝑥3) = 𝑥3

⟺ {

𝛼2𝛼1 = 𝐼𝛼3,

𝛼2 = 𝐼𝛼1
2,

𝛼3 = 𝛼1
−1

 ⟺ {

𝛼3 = 𝛼1
3,

𝛼2 = 𝐼𝛼1
2,

𝛼1
4 = 𝜀.

 

Prin urmare, notând 𝛼1 = 𝛼, obținem 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝛼
2𝑥2 + 𝛼

3𝑥3 + 𝑐.                             (2.40) 

Deoarece (13) ∉ 𝐻15, avem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥2) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(13) ⇔ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1) 

𝛼𝑥1 + 𝐼𝛼
2𝑥2 + 𝛼

3𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥3 + 𝐼𝛼
2𝑥2 + 𝛼

3𝑥1 + 𝑐 ⇔ 𝛼𝑥1 + 𝛼
3𝑥3 ≠ 𝛼𝑥3 + 𝛼

3𝑥1. 

Substituind în ultima inegalitate 𝑥1 = 0, obținem 𝛼3 ≠ 𝛼 ⇒ 𝛼2 ≠ 𝜀.  Deci, 𝑇 − forma 

𝑇 −quasigrupului este 𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼𝛼
2, 𝛼3, 𝑐 ), 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, 𝛼2 ≠ 𝜀, 𝛼4 = 𝜀. 

2) Dacă 𝐻 =  𝐻16  = ⟨(1243)⟩  =  {𝜀, (1243), (14)(23), (1342)}, atunci avem  

(1243) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 =(1243) 𝐴, ce implică 𝐴(𝑥3, 𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) = 𝑥2, de unde avem: 

𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥2.                   (2.41) 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, ultima egalitate implică 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0. Considerând 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 = 0,    

 𝑖 ≠ 𝑗,   𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3 în (2.41), obținem: 

{

𝛼1𝑥3 + 𝛼3(𝛼3𝑥3) = 0,

𝛼2𝑥1 + 𝛼3(𝛼1𝑥1) = 0,

𝛼3(𝛼2𝑥2) = 𝑥2

⟺ {

𝛼1 = 𝐼𝛼3
2,

𝛼2 = 𝛼3
3

𝛼3
4 = 𝜀.

  

Prin urmare, notând 𝛼3 = 𝛼, prin urmare 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐼𝛼
2𝑥1 + 𝛼

3𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐.                             (2.42) 

Deoarece (23) ∉ 𝐻16, avem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥2) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(23) ⇔ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥3, 𝑥2) 

𝐼𝛼2𝑥1 + 𝛼
3𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝐼𝛼2𝑥1 + 𝛼

3𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 ⇔ 𝛼3𝑥2 + 𝛼𝑥3 ≠ 𝛼
3𝑥3 + 𝛼𝑥2. 

Substituind în ultima inegalitate 𝑥3 = 0, obținem 𝛼3 ≠ 𝛼 ⇒ 𝛼2 ≠ 𝜀.  Deci, 𝑇 − forma 

𝑇 −quasigrupului este 𝑇2 = ((𝑄,+), 𝐼𝛼
2, 𝛼3, 𝛼, 𝑐 ), 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, 𝛼2 ≠ 𝜀, 𝛼4 = 𝜀. 

3) Dacă 𝐻 =  𝐻17  = ⟨(1324)⟩  =  {𝜀, (1324), (12)(34), (1423)}, atunci avem  

(1324) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 =(1324) 𝐴, ce implică 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3, 𝑥1) = 𝑥2, de unde avem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥1 + 𝑐 = 𝑥2.                        (2.43) 

Punând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0  în (2.43), avem 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.  Considerând 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 = 0  în (2.43), 

unde 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,2,3, obținem: 

{

𝛼1(𝛼3𝑥3) + 𝛼2𝑥3 = 0,

𝛼1(𝛼1𝑥1) + 𝛼3𝑥1 = 0,

𝛼1(𝛼2𝑥2) = 𝑥2,

⟺ {

𝛼2 = 𝐼𝛼3𝛼1,

𝛼3 = 𝐼𝛼1
2,

𝛼1 = 𝛼2
−1

 ⟺ {

𝛼2 = 𝛼1
3,

𝛼3 = 𝐼𝛼1
2,

𝛼1
4 = 𝜀.
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Notând 𝛼1 = 𝛼, obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝛼
3𝑥2 + 𝐼𝛼

2𝑥3 + 𝑐.                               (2.44) 

Deoarece (12) ∉ 𝐻17, avem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥2) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
(12) ⇔ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3). 

Aplicând asupra ultimei inegalități (2.44), avem: 

𝛼𝑥1 + 𝛼
3𝑥2 + 𝐼𝛼

2𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥2 + 𝛼
3𝑥1 + 𝐼𝛼

2𝑥3 + 𝑐 ⇔ 𝛼𝑥1 + 𝛼
3𝑥2 ≠ 𝛼𝑥2 + 𝛼

3𝑥1, 

Substituind în ultima inegalitate 𝑥1 ≠ 0, obținem 𝛼3 ≠ 𝛼 ⇒ 𝛼2 ≠ 𝜀.  Deci, 𝑇 − forma 

𝑇 −quasigrupului este 𝑇3 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼
3, 𝐼𝛼2, 𝑐 ), 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, 𝛼2 ≠ 𝜀, 𝛼4 = 𝜀□ 

Observație. 𝑇 −quasigrupul ternar (Q, A) cu 𝐻 = {𝜎| 𝐴𝜎 = 𝐴} ≅ ℤ4 are toți cei șase parastrofi 

principali distincți.  

Exemplul 2.3.2. 𝑇 −Quasigrupul ternar (ℤ5, 𝐴), 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2̅𝑥1 + 𝑥2 + 3̅𝑥3, are exact 

șase parastrofi distincți. Într-adevăr, în acest caz avem: 

𝛼: ℤ5 → ℤ5, 𝛼(1̅) = 2̅,  

ce verifică condițiile  𝐼𝛼2 = 𝛼4 = 𝜀, 𝛼3(1̅) = 3̅ , 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐 ⟺ 2𝑐 ≡ 4𝑐( 𝑚𝑜𝑑 5) ⟺ 2𝑐 ≡

0 (𝑚𝑜𝑑 5) ⟺ 𝑐 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 5).  

Determinând mulțimea parastrofilor (Anexa 5), obținem: 

𝐴 = 𝐴
(1234) = 𝐴

(1432) = 𝐴
(13)(24) = 2̅𝑥1 + 𝑥2 + 3̅𝑥3, 

𝐴
(12)

= 𝐴
(134) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1423)

= 𝑥1 + 2̅𝑥2 + 3̅𝑥3, 

𝐴
(13)

= 𝐴
(24) = 𝐴

(14)(23)
= 𝐴

(12)(34) = 3̅𝑥1 + 𝑥2 + 2̅𝑥3, 

𝐴
(23)

= 𝐴
(124) = 𝐴

(143) = 𝐴
(1342) = 2̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 𝑥3, 

𝐴
(123)

= 𝐴
(34) = 𝐴

(1324) = 𝐴
(142) = 𝑥1 + 3̅𝑥2 + 2̅𝑥3, 

𝐴
(132)

= 𝐴
(14) = 𝐴

(234) = 𝐴
(1243) = 3̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 𝑥3. 

Mai mult, toți cei șase parastrofi distincți reprezintă parastrofii principali ai quasigrupului ce sunt 

și idempotenți.  Într-adevăr,  

𝐴(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 2̅𝑥 + 𝑥 + 3̅𝑥 ≡ 𝑥 (𝑚𝑜𝑑 5). □ 

Corolarul 2.3.5. Nu există 𝑇 − quasigrupuri ternare de forma (ℤ𝑛, 𝐴), cu T-grupul 

(ℤ𝑛, +)  ș𝑖 𝑐𝑢 𝐻 = {𝜎| 𝐴𝜎 = 𝐴} ≅ ℤ4,care au exact șase parastrofi distincți, pentru orice 𝑛 ∈

{3, 4, 6, 7, 8, 9}. 

Demonstrație. Într-adevăr, pentru a arăta inexistența quasigrupurilor respective, este suficient de 

arătat că elemente în grupul (ℤ𝑛, +) ce satisfac condițiile prezentate în Teorema 2.3.2. nu sunt. 

Operațiile ternare în acest inel au forma: 
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𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎1̅̅ ̅𝑥1 + 𝑎2̅̅ ̅𝑥2 + 𝑎3̅̅ ̅𝑥3 + 𝑐̅. 

Pentru ca operația să definească un quasigrup este necesar și suficient (𝑎𝑖, 𝑛) = 1, 𝑖 = 1, 2, 3. 

Conform Teoremei 2.2.2, acest quasigrup are exact șase parastrofi distincți dacă și numai dacă 

coeficienții variabilelor sunt 𝑎̅, (𝑛 − 1)𝑎2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑎̅3, 𝑐̅,  unde 𝑎̅4 = 1̅ , 𝑎̅2 = 1̅ , 𝑎𝑐̅̅ ̅ = (𝑛 − 1)𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ . 

Elementul 𝑎̅ = 0̅ nu caracterizează o operație de quasigrup pentru ∀𝑛 ∈ ℕ∗. Elementul 𝑎̅ = 1̅ 

nu satisface condiția 𝑎̅2 ≠ 1̅ . Deci, vor fi verificate celelalte elemente ale grupului. Elementul 

𝑎̅ = 2̅ nu caracterizează operație de quasigrup pentru 𝑛 = 4, 6, 8. 

Fie 𝑛 = 3, atunci 𝑎̅ ∈ ℤ3 = {0̅, 1̅, 2̅}. Elementul 𝑎̅ = 2̅ implică relația 2̅2 = 1̅ . Ceea ce 

este o contradicție condițiilor prezentate mai sus. Pentru 𝑛 = 4, elementul 𝑎̅ = 3̅  implică relația 

3̅2 = 1̅ − contradicție. 

Pentru 𝑛 = 6, avem 𝑎̅ ∈ ℤ6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}. Elementele 0̅, 2̅, 3̅, 4̅ nu definesc operații 

de quasigrup. Elementul 𝑎̅ = 5̅  implică relația 5̅2 = 1̅ , ce este o contradicție. 

Pentru 𝑛 = 7, avem 𝑎̅ ∈ ℤ7 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅}. Fiecare dintre elementele 2̅, 3̅, 4̅, 5̅ nu 

satisfac condiția 𝑎̅4 = 1̅ , iar elementul 6̅ nu satisface condiția 6̅2 ≠ 1̅. Deci, peste ℤ7 nu există 

T-quasigrupuri ternare cu exact șase parastrofi distincți cu  

𝐻 = {𝜎| 𝐴𝜎 = 𝐴} ≅ 𝑍4. 

Pentru 𝑛 = 8,  avem 𝑎̅ ∈ ℤ8 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅}.  Elementele 0̅, 2̅, 4̅, 6̅  nu definesc 

operații de quasigrup. Fiecare dintre elementele 1̅, 3̅, 5̅, 7̅ nu satisfac condiția 𝑎̅2 ≠ 1 . Deci, în 

ℤ8 nu există 𝑇 −quasigrupuri ternare cu exact șase parastrofi distincți cu  𝐻 = {𝜎| 𝐴𝜎 = 𝐴} ≅

𝑍4. Analog, în ℤ9, elementele 2̅, 4̅, 5̅, 7̅ nu satisfac condiția 𝑎̅4 = 1 ̅. □ 

Teorema 2.3.3. 𝑇 −quasigrupul ternar (𝑄, 𝐴)  cu T-grupul (Q,+) și cu 𝐻 = {𝜎 ∈  𝑆4| 𝐴
𝜎 =

𝐴} = 𝐻𝑖 , 𝑖 = 18, 19, 20,  are exact șase parastrofi distincți dacă și numai dacă există 𝛼 ∈

𝐴𝑢𝑡(𝑄,+)  și un element 𝑐 ∈ 𝑄, astfel încât 𝑇 −forma sa este una dintre următoarele 𝑇4 =

((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝑐 ), 𝑇5 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝑐), 𝑇6 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝑐),  unde  𝛼2 ≠ 𝜀. 

Demonstrație. Fie (Q, A) un 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 −forma 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑐) și fie 𝐻 ∈

{𝐻𝑖, 𝑖 = 18, 20 }, unde 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆4 |
𝜎𝐴 = 𝐴}. 

1) Dacă 𝐻 =  𝐻18  = ⟨(12), (34)⟩  =  {𝜀, (12), (34), (12)(34)} , atunci din (12) ∈ 𝐻,  avem 

𝐴 = 𝐴
(12)

, ce implică 𝛼1 = 𝛼2, iar din (34) ∈ 𝐻, obținem 𝐴 = 𝐴
(34)

, ce implică 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) = 𝑥3 ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥3. 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, ultima egalitate implică 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0.  Considerând 𝑥1 = 𝑥3 = 0 , 

obținem 𝛼2𝑥2 + 𝛼3(𝛼2𝑥2) = 0 ⟺ 𝛼3(𝛼2𝑥2) = 𝐼(𝛼2𝑥2) ⟺ 𝛼3 = 𝐼.  Notând 𝛼1 = 𝛼,  operația 

are forma: 
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𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐.                                   (2.45) 

Deoarece (14) ∉ 𝐻18, reiese că  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟺ 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝑥1.
(14)

 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝑥1. 

Notând 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 = 𝑦,  din ultima inegalitate avem 𝛼(𝛼𝑥1 + 𝑦) + 𝑦 ≠ 𝑥1 . Considerând 

𝑦 = 0, obținem 𝛼2𝑥1 ≠ 𝑥1  ⇒ 𝛼2 ≠ 𝜀.  Deci, 𝑇 − quasigrupului ternar (Q, A) are 𝑇 − forma       

𝑇4 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝑐 ),   𝛼
2 ≠ 𝜀. 

2) Dacă 𝐻 =  𝐻19  = ⟨(13), (24)⟩  =  {𝜀, (13), (24), (13)(24)} , atunci din (13) ∈ 𝐻,  avem 

𝐴 = 𝐴,
(13)

 ce implică 𝛼1 = 𝛼3, iar din (24) ∈ 𝐻, obținem 𝐴 = 𝐴
(24)

, ce implică 

𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3) = 𝑥2 ⟺ 𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝑥2. 

Notând 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝑦, ultima egalitate are forma 𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑦) + 𝑦 = 𝑥2. 

Considerând 𝑥2 = 𝑦 = 0 , obținem 𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1) = 0 ⟺ 𝛼2(𝛼1𝑥1) = 𝐼(𝛼1𝑥1) ⟺ 𝛼2 = 𝐼. 

Notând 𝛼1 = 𝛼, operația are forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐.                                     (2.46) 

Deoarece (14) ∉ 𝐻19, reiese că  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟺ 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝑥1.
(14)

 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐) + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝑥1. 

Notând 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 = 𝑦,  din ultima inegalitate avem 𝛼(𝛼𝑥1 + 𝑦) + 𝑦 ≠ 𝑥1 . Considerând 

𝑦 = 0, obținem 𝛼2𝑥1 ≠ 𝑥1  ⇒ 𝛼2 ≠ 𝜀.  Deci, 𝑇 − forma 𝑇 − quasigrupului este 𝑇5 =

((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝛼, , 𝑐 ),   𝛼2 ≠ 𝜀. 

3) Dacă 𝐻 =  𝐻20  = ⟨(14), (23)⟩  =  {𝜀, (14), (23), (14)(23)} , atunci din (23) ∈ 𝐻,  avem 

𝐴 = 𝐴,
(23)

 ce implică 𝛼2 = 𝛼3, iar din (14) ∈ 𝐻, obținem 𝐴 = 𝐴
(14)

, ce implică 

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 ⟺ 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝑥1. 

Notând 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝑦, ultima egalitate are forma 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝑦) + 𝑦 = 𝑥1. Considerând 

𝑥1 = 0, obținem 𝛼1𝑦 + 𝑦 = 0 ⟺ 𝛼1 = 𝐼. Notând 𝛼2 = 𝛼, operația are forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐.                                         (2.47) 

Deoarece (24) ∉ 𝐻20, reiese că  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3) ≠ 𝑥2.
(24)

 

𝐼𝑥1 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐) + 𝛼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝑥2. 

Notând 𝛼𝑥3 + 𝑐 = 𝑦 și substituind în ultima inegalitate, avem 𝐼𝑥1 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑦) + 𝑦 ≠

𝑥2 . Considerând 𝑥1 = 𝑦 = 0, obținem 𝛼2𝑥2 ≠ 𝑥2  ⇒ 𝛼2 ≠ 𝜀.  Deci, 𝑇 − forma 

𝑇 −quasigrupului este 𝑇6 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝛼 , 𝑐 ),   𝛼
2 ≠ 𝜀. □ 
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Exemplul 2.3.3. 𝑇 −Quasigrupul ternar (ℤ7, 𝐴),  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 6̅𝑥3 + 2̅ cu are 

exact șase parastrofi distincți.  Într-adevăr, în acest caz avem: 

𝛼 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 7), 𝐼 ≡ 6 (𝑚𝑜𝑑 7), 𝛼−1 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 7), 2𝐼 ≡ 5 (𝑚𝑜𝑑 7) 

Determinând mulțimea parastrofilor (Anexa 5), obținem: 

𝐴 = 𝐴
(12) = 𝐴

(34) = 𝐴
(12)(34) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 6̅𝑥3 + 2̅, 

𝐴
(13)

= 𝐴
(132) = 𝐴

(143) = 𝐴
(1432)

 = 6̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 2̅, 

𝐴
(23)

= 𝐴
(123) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1243) = 2̅𝑥1 + 6̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 2̅, 

𝐴
(14)

= 𝐴
(142) = 𝐴

(134) = 𝐴
(1342) = 4̅𝑥1 + 6̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 6̅, 

𝐴
(24)

= 𝐴
(124) = 𝐴

(234) = 𝐴
(1234) = 6̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 6̅, 

𝐴
(1324)

= 𝐴
(1423) = 𝐴

(13)(24)
= 𝐴

(14)(23)
= 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 6̅𝑥3 + 6̅. □ 

Teorema 2.3.4. 𝑇 −quasigrupul ternar (𝑄, 𝐴) cu 𝑇 −qrupul (𝑄,+) și cu 𝐻 = {𝜎| 𝐴𝜎 = 𝐴} =

𝐻21 = 𝐾4, are exact șase parastrofi distincți dacă și numai dacă există 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) și un 

element 𝑐 ∈ 𝑄,  astfel încât 𝑇 −forma sa este 𝑇7 = ((𝑄, +), 𝐼𝛼𝛽, 𝛼, 𝛽, 𝑐 ), unde 𝛼𝑐 = 𝛽𝑐 = 𝐼𝑐,

𝛼2 = 𝛽2 = 𝜀, 𝛼𝛽 = 𝛽𝛼, 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛽 ≠ 𝐼. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴) un 𝑇 −quasigrup ternar cu 𝑇 −forma 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑐) și fie 

𝐻 = 𝐻21 = ⟨(12)(34), (13)(24)⟩ = {𝜀, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, unde 𝐻 = {𝜎 ∈

𝑆4 |
𝜎𝐴 = 𝐴}.  Din faptul că (12)(34) ∈ 𝐾4,  reiese că 𝐴 = 𝐴

(12)(34)
 ce este echivalentă cu 

egalitatea 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) = 𝑥3. Aplicând forma operației de quasigrup, avem: 

𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥3.                (2.48) 

Substituind 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0  în (2.48), obținem 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0.  Considerând 𝑥1 = 𝑥2 = 0 în 

(2.48) și apoi 𝑥1 = 𝑥3 = 0, obținem: 

{
𝛼3(𝛼3𝑥3) = 𝑥3,

𝛼1𝑥2 + 𝛼3(𝛼2𝑥2) = 0
⟺ {

𝛼3
2 = 𝜀,

𝛼1 = 𝐼𝛼2𝛼3,
 

unde 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), 𝛽(𝛼𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥. Notând 𝛼2 = 𝛼 și 𝛼3 = 𝛽, obținem 𝛽2 = 𝜀, 𝛽𝑐 = 𝐼𝑐, 

𝛼1 = 𝐼𝛼𝛽, prin urmare 𝑇 −forma 𝑇 −quasigrupului este 𝑇 = ((𝑄,+), 𝐼𝛼𝛽, 𝛼, 𝛽, 𝑐).  

Deoarece (13)(24) ∈ 𝐾4, reiese că 𝐴 = 𝐴
(13)(24)

 ce implică egalitatea  

𝐴(𝑥3, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1) = 𝑥2. 

Utilizând 𝑇 −forma quasigrupului, obținem: 

𝐼𝛼𝛽𝑥3 + 𝛼(𝐼𝛼𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝑐) + 𝛽𝑥1 + 𝑐 = 𝑥2.                (2.49)  

Luând în (2.49) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  primim 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐,  iar luând 𝑥1 = 𝑥2 = 0  și 𝑥1 = 𝑥3 =

0, avem  
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{
𝐼𝛼𝛽𝑥3 + 𝛼(𝛽𝑥3) = 0,

𝛼2𝑥2 = 𝑥2
⟺ {

𝛼𝛽 = 𝛽𝛼,

𝛼2 = 𝜀.
 

Fiindcă, (12), (13), (23) ∉ 𝐾4,  avem  

{
 

 𝐴 ≠ 𝐴,
(12)

𝐴 ≠ 𝐴
(13) ,

𝐴 ≠ 𝐴
(23)

⟺ {

𝐼𝛼𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝐼𝛼𝛽𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥3 + 𝑐,
𝐼𝛼𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝐼𝛼𝛽𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥1 + 𝑐,
𝐼𝛼𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝐼𝛼𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥2 + 𝑐

⟺ {

𝐼𝛼𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥2 ≠ 𝐼𝛼𝛽𝑥2 + 𝛼𝑥1,
𝐼𝛼𝛽𝑥1 + 𝛽𝑥3 ≠ 𝐼𝛼𝛽𝑥3 + 𝛽𝑥1,
𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 ≠ 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥2.

 

Luând în prima egalitate a sistemului 𝑥2 = 0, avem 𝐼𝛼𝛽𝑥1 ≠ 𝛼𝑥1 ⟺ 𝐼𝛽(𝛼𝑥1) ≠ 𝛼𝑥1 ⟺ 𝛽 ≠ 𝐼, 

iar substituind în a doua și a treaia egalitate 𝑥3 = 0, avem 

{
𝐼𝛼𝛽𝑥1 ≠ 𝛽𝑥1,
𝛼𝑥2 ≠ 𝛽𝑥2

⟺ {
𝛽(𝐼𝛼𝑥1) ≠ 𝛽𝑥1,

𝛼 ≠ 𝛽
⟺ {

𝛼 ≠ 𝐼,
𝛼 ≠ 𝛽.

 

Deci, 𝑇 − forma 𝑇 − quasigrupului ternar cu 𝐻 = 𝐾4 este 𝑇7 = ((𝑄,+), 𝐼𝛼𝛽, 𝛼, 𝛽, 𝑐 ), unde 

𝛼𝑐 = 𝛽𝑐 = 𝐼𝑐, 𝛼2 = 𝛽2 = 𝜀, 𝛼𝛽 = 𝛽𝛼, 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛽 ≠ 𝐼.□ 

Exemplul 2.3.4. 𝑇 −Quasigrupul ternar (ℤ7, 𝐴), 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 3̅𝑥2 + 5̅𝑥3  are exact șase 

parastrofi distincți. Într-adevăr, în acest caz avem 

𝛼 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8), 𝛽 = 5 (𝑚𝑜𝑑 8), 𝐼𝛼𝛽 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8),   

  32 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8), 52 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8), 𝛼0 = 𝛽0 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 8). 

Determinând mulțimea parastrofilor (Anexa 5), obținem: 

𝐴 = 𝐴
(12)(34)

= 𝐴
(13)(24)

= 𝐴
(14)(23) = 𝑥1 + 3̅𝑥2 + 5̅𝑥3, 

𝐴
(12)

= 𝐴
(34) = 𝐴

(1423) = 𝐴
(1324)

 = 3̅𝑥1 + 𝑥2 + 5̅𝑥3, 

𝐴
(13)

= 𝐴
(24) = 𝐴

(1432) = 𝐴
(1234) = 5̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 𝑥3, 

𝐴
(23)

= 𝐴
(14) = 𝐴

(1342) = 𝐴
(1243) = 𝑥1 + 5̅𝑥2 + 3̅𝑥3, 

𝐴
(123)

= 𝐴
(1422) = 𝐴

(134) = 𝐴
(243) = 3̅𝑥1 + 5̅𝑥2 + 𝑥3, 

𝐴
(132) = 𝐴

(124) = 𝐴
(143) = 𝐴

(234) = 5̅𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3. 

În plus, toți cei șase parastrofi distincți reprezintă parastrofii principali ai quasigrupului. □ 

Corolarul 2.3.6. Există quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar 𝑞, (𝑞, 3) = 1 ce posedă 

exact șase parastrofi distincți. 
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2.4. Concluzii la Capitolul 2 

În capitolul al doilea sunt prezentate rezultatele autoarei tezei, referitoare la T-

quasigrupurile binare și, respectiv ternare, cu un număr exact dat de parastrofi distincți. 

În paragraful 2.1 sunt date descrieri complete ale T-quasigrupurilor binare, numărul exact 

de parastrofi distincți ai cărora este 1, 2 sau 3. Sunt construite exemple de astfel de quasigrupuri 

și prezentate estimări ale spectrului lor. Se arată că: a) există TS-T-quasigrupuri binare de orice 

ordin q ≥ 1; b) există T-quasigrupuri binare finite, care au exact doi parastrofi distincți, de orice 

ordin primar q > 3; c) există T-quasigrupuri binare finite, care au exact trei parastrofi distincți, 

de orice ordin q > 2. 

Paragraful 2.2 este dedicat unei clase noi de quasigrupuri - quasigrupuri binare cu toți cei 

șase parastrofi distincți, numite 𝐷𝐶 −quasigrupuri. Sunt obținute următoarele rezultate: 

a) Se demonstrează că:  

✓ clasa 𝐷𝐶 −quasigrupurilor este închisă în raport cu transformarea de parastrofie;  

✓ orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfică a unui 𝐷𝐶 − quasigrup este un 

𝐷𝐶 −quasigrup;  

✓ dacă quasigrup binar (𝑄, 𝐴) posedă un 𝐷𝐶 − subquasigrup, atunci (𝑄, 𝐴)  este un 

𝐷𝐶 −quasigrup; 

b) Sunt caracterizate 𝐷𝐶 − 𝑇 −quasigrupurile și se demonstrează că, pentru orice 𝑛 ≥ 5, 𝑛 ≠

6, există 𝐷𝐶 − 𝑇 −quasigrupuri de ordinul 𝑛.  

În paragraful 2.3 sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup ternar să 

posede exact 𝑘 parastrofi distincti, unde 𝑘 = 3, 4 sau 6 (Propoziția 2.3.2, Teoremele 2.3.1-2.3.4). 

Sunt construite exemple și sunt date estimări ale spectrului lor. În particular, se arată că:  

a) există quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distincți, de orice ordin 𝑞 ≥ 3; 

b) există 𝑇 −quasigrupuri ternare finite, ce au exact 4 parastrofi distincți, de orice ordin impar  𝑞 ≥

 3;  

c) există T-quasigrupuri ternare finite de ordin impar 𝑞, (𝑞, 3) = 1, ce posedă exact șase parastrofi 

distincți.  
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3. 𝑻 −QUASIGRUPURI 4-ARE CU UN NUMĂR MAXIMAL DAT DE  

          PARASTROFI DISTINCȚI 

Mulțimile de parastrofi distincți ai unui quasigrup 4 −ar sunt determinate de subgrupurile 

grupului 𝑆5. Acest quasigrup are 120 de parastrofi, dintre care unii pot coincide ca operații. Deci, 

Numărul posibil de parastrofi distincți ai unui quasigrup 4 −ar (𝑄, 𝐴)  coincide cu indicele 

subgrupului 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆3|𝐴 = 𝐴𝜎 } în grupul 𝑆5, deci este divizor al numărului 120. Pentru a 

caracteriza operațiile 4-are de quasigrup cu un număr maximal dat de parastrofi distincți sunt 

utilizate cele 156 de subgrupuri ale grupului simetric 𝑆5.  Analizând mulțimea subgrupurilor 

grupului 𝑆5, constatăm că acest grup nu are subgrupuri de ordinul 15, 30 sau 40, deci nu există 

quasigrupuri 4 −are cu numărul maximal de parastrofi distincți egal cu 8, 4 sau 3.  

3.1. 𝑻 −quasigrupupuri 𝟒 −are total simetrice 

Pentru ca un quasigrup 4 − ar să fie un 4 − 𝑇𝑆 − quasigrup (toți parastrofii acestui 

quasigrup coincid) este necesar și suficient ca subgrupul 𝐻 ce caracterizează setul de parastrofi 

distincți ai acestui quasigrup să coincidă cu grupul 𝑆5.  

Propoziția 3.1.1. [60] Grupul 𝑆5 este generat de setul de transpoziții (1𝑖), 𝑖 = 2, 5̅̅ ̅̅̅: 

   𝑆5 = ⟨(12), (13), (14), (15)⟩.                                                      (3.1)    

Demonstrație. Pentru comoditate vom nota elementele indicate (2.1.2) prin  (1𝑖), (1𝑗), (1𝑘),

(1𝑠), unde oricare două dintre elementele 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑠 sunt distincte. Pentru a arăta că elementele 

respective generează grupul 𝑆5, este suficient de arătat că produsul unor transpoziții de forma dată 

generează toate elementele ciclice de ordinul 2, 3, 4 și 5, celelalte elemente ale grupului fiind 

produsul a două cicluri disjuncte.  

Fie elementele sunt (1𝑖), 𝑖 = 2, 5̅̅ ̅̅̅.  Atunci, 𝜀 = (1𝑖)2.   Produsul a două transpoziții 

distincte reprezintă un element de ordinul 3 de (1𝑖)(1𝑗) = (1𝑖𝑗),  iar (1𝑖𝑗)(1𝑖) = (𝑖𝑗). 

Elementele ciclice de ordinul 4 pot fi determinate astfel, (1𝑖𝑗)(1𝑘) = (1𝑖𝑗𝑘), iar (1𝑖𝑗𝑘)(1𝑖) =

(𝑖𝑗𝑘).  Pentru a obține elementele de ordinul 5 este necesar de a înmulți un element de ordinul 4 

și o transpoziție și anume (1𝑖𝑗𝑘)(1𝑠) = (1𝑖𝑗𝑘𝑠) , iar (1𝑖𝑗𝑘𝑠)(1𝑖) = (𝑖𝑗𝑘𝑠). Astfel, cele 4 

transpoziții reprezintă un set de generatori ai grupului 𝑆5. □ 

Propoziția 3.1.2. Fie (𝑄, 𝐴) un 4 −quasigrup. Dacă quasigrupul (𝑄, 𝐴) satisface identitățile  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4),                                           (3.2) 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4),                                           (3.3) 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1),                                           (3.4) 

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1,                                            (3.5) 
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atunci quasigrupul (𝑄, 𝐴) este un 4 − 𝑇𝑆 −quasigrup.  

Demonstrație. Într-adevăr, fie că 4 −quasigrupul (𝑄, 𝐴) satisface setul de identități (3.2 - 3.5). 

Atunci din (3.2), obținem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  prin urmare (12) ∈ 𝐻. Din 

(3.3), obținem, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Deci, (13) ∈ 𝐻.  

Analog, din (3.4) și (3.5) obținem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)  și 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(15) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), ceea ce implică că (14) ∈ 𝐻 și (15) ∈ 𝐻. Prin urmare, 

𝐻 = ⟨(12), (13), (14), (15)⟩,  iar în baza Propoziției 2.1.1, obținem 𝐻 = 𝑆5.  Astfel, 

4 −quasigrupul (𝑄, 𝐴) este 4 − 𝑇𝑆 −quasigrup.□ 

Propoziția 3.1.3.  Pentru ca un 4 − 𝑇 −quasigrup (Q, A) să fie un 4 − 𝑇𝑆 − 𝑇 −quasigrup, este 

necesar și suficient ca acesta să posede 𝑇 −forma ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝑐), unde 𝐼𝑥 = −𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Necesitatea. Fie (Q, A) un 4 − 𝑇 − quasigrup cu 𝑇 − forma ((𝑄,+),

𝛼1,  𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝑐)  și fie că acest quasigrup satisface identitățile (3.2-3.5). Atunci, din (3.2), 

obținem 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 ⟺ 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1. 

Luând în ultima egalitate 𝑥1 = 0,  unde 0 este elementul neutru al grupului abelian (𝑄, +), 

obținem  

𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2, ∀𝑥2 ∈ 𝑄 ⇔ 𝛼1 = 𝛼2.                                     (3.6) 

Din (3.3), obținem  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐, 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1. 

Luând în ultima egalitate 𝑥1 = 0, obținem  

𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3, ∀𝑥3 ∈ 𝑄 ⇔ 𝛼1 = 𝛼3.                                   (3.7) 

Din (3.4) obținem  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐, 

𝛼1𝑥1 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼4𝑥1. 

Luând în ultima egalitate 𝑥1 = 0, obținem 

𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄 ⇔ 𝛼1 = 𝛼4.                                      (3.8) 

În baza tranzitivității relației de egalitate, din (3.6 – 3.8) obținem: 

𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4. 

 Notând 𝛼1 = 𝛼, obținem că 𝑇 −forma operației este ((𝑄,+), 𝑎, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐), iar operația este 

   𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼 𝑥4 + 𝑐.                      (3.9) 
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Din (3.5) și (3.9), obținem: 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼 𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼 𝑥3 + 𝛼 𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1, 

𝛼2𝑥1 + 𝛼
2𝑥2 + 𝛼

2𝑥3 + 𝛼
2𝑥4 + 𝛼𝑐 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1.            (3.10) 

Luând în (3.10) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼𝑐 + 𝑐 = 0. Substituind ultima egalitate în 

(3.10), obținem 

𝛼2𝑥1 + 𝛼
2𝑥2 + 𝛼

2𝑥3 + 𝛼
2𝑥4 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 = 𝑥1.                   (3.11) 

Considerînd în (3.11) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, obținem 

𝛼2𝑥4 + 𝛼𝑥4 = 0 ⇔ 𝛼2𝑥4 = 𝛼𝐼𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄. 

 Din ultima relație avem, 𝛼4 = 𝛼𝐼 ⇔ 𝛼 = 𝐼. Subtituind în (3.9) obținem  

   𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐. 

Suficiența. Fie că 4 − 𝑇 − quasigrupul (𝑄, 𝐴)  are 𝑇 − forma ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝑐).  Atunci, 

deoarece (𝑄, +) este grup abelian, obținem: 

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) = 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) = 𝐼𝑥4 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥1 + 𝑐 = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼(𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐. 

Deoarece 𝐼2 = 𝜀, ultima egalitate ia forma: 

  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1. 

Deoarece toate relațiile prezentate în Propoziția 2.1.2 sunt satisfăcute, reiese că 4 −

𝑇 −quasigrupul (𝑄, 𝐴) cu 𝑇 −forma ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝑐) este 4 − 𝑇𝑆 − 𝑇 −quasigrup. □ 

Corolarul 3.1.1. Există 4 − 𝑇𝑆 − 𝑇 −quasigrupuri de orice ordin 𝑞 ∈ ℕ, 𝑞 ≥ 2.  

Într-adevăr, considerăm 4 − 𝑇 − quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴), unde 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 +

𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥3 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥4. Conform Propoziției 2.1.3, 4 − 𝑇 −quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴), este un 

4 − 𝑇𝑆 − 𝑇 −quasigrup. Existența acestuia pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2, este asigurată de faptul că 

(𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑛) = 1.□ 

 

3.2. Inexistența 𝟒 − 𝑇 −quasigrupurilor cu exact doi sau exact șase parastrofi distincți  

    Grupul 𝑆5  are un singur subgrup de ordinul 60 și acesta este grupul altern 𝐴5.  Cei doi 

parastrofi distincți ai unui quasigrup 4 −ar (𝑄, 𝐴) cu {𝜎 ∈ 𝑆5 | 𝐴
𝜎 = 𝐴} = 𝐴5, sunt dați de seturi 

de reprezentanți ai claselor de resturi {𝐴5, 𝐴5𝜏 |𝜏 ∈ 𝑆5 ∖ 𝐴5}. 

Propoziția 3.2.1. Nu există 4 − 𝑇 −quasigrupuri cu exact doi parastrofi distincți. 
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Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴) un 4 − 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 −forma ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝑐), atunci 

operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) este dată de  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐.             (3.12) 

Deoarece (12)(34) ∈ 𝐴5, rezultă că 

𝐴
(12)(34) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⇔ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥4, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐, 

𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥3 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 .                  (3.13) 

Luând în (3.13) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, unde 0 este zeroul grupului (𝑄,+), obținem 𝛼3𝑥4 = 𝛼4𝑥4, 

pentru ∀𝑥4 ∈ 𝑄. Deci,  

𝛼3 = 𝛼4.                                                                (3.14) 

Analog, pentru 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, din (3.13) obținem  𝛼1𝑥2 = 𝛼2𝑥2, ∀𝑥2 ∈ 𝑄. Prin urmare,  

 𝛼1 = 𝛼2.                                                                (3.15) 

 Substituind (3.14) și (3.15) în (3.12), obținem  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐.                       (3.16) 

Însă, (12) ≠ 𝐴5 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),
(12)

 ceea ce este echivalentă cu 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4).  În baza a (3.16), ultima inegalitate are forma: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐, 

 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 ≠ 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥1.                            (3.17) 

Deoarece grupul (𝑄,+)  este abelian, inegalitatea (3.17) ia forma 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 ≠ 𝛼1𝑥1 +

𝛼1𝑥2,  ceea ce reprezintă o contradicție. Prin urmare (12) ∈ 𝐻, ceea ce implică 𝐻 ≠ 𝐴5.   □ 

Quasigrupurile 4 −are cu exact șase parastrofi distincți sunt caracterizate de subgrupurile 

de ordinul 20 ale grupului 𝑆5. Acest grup are exact 6 astfel de subgrupuri și anume 

𝐻1 = ⟨(12345), (2453)⟩, 𝐻2 = ⟨(12435), (2453)⟩, 𝐻3 = ⟨(12453), (2435)⟩, 

  𝐻4 = ⟨(12543), (2534)⟩,  𝐻5 = ⟨(12534), (2543)⟩, 𝐻6 = ⟨(13524), (3542)⟩. 

Elementele acestor subgrupuri sunt prezentate în Anexa 2. 

Propoziția 3.2.2.  Nu există 4 − 𝑇 −quasigrupuri cu exact șase parastrofi distincți. 

Demonstrație.  Într-adevăr, fie  𝐻 = 𝐻1.  Deoarece (14)(23) ∈ 𝐻1,  atunci 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

𝐴
(14)(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ceea ce implică relația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥4, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥1).  Utilizând 

(3.12) în ultima egalitate, obținem: 

  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐.        (3.18) 

Luând în (3.18)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 ⇔ 𝛼1 = 𝛼4,  iar substituind 𝑥1 =

𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼2𝑥2 = 𝛼3𝑥2 ⇔ 𝛼2 = 𝛼3. În așa mod (3.12) ia forma: 
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  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐.                              (3.19) 

Însă, (14) ∉ 𝐻1,  atunci 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠  𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) , ceea ce implică inegalitatea 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1). Din ultima inegalitate și relația (3.19), obținem 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥1 + 𝑐. 

Deoarece grupul (𝑄,+) este abelian, ultima inegalitate reprezintă o contradicție. Prin urmare, 

{𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴 = 𝐴𝜎 } ≠ 𝐻1. 

Fie 𝐻 = 𝐻2.  Deoarece (13)(24) ∈ 𝐻2,  reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(13)(24) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

ceea ce este echivalentă cu  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥3, 𝑥4, 𝑥1, 𝑥2).  Aplicând asupra ultimei 

egalități (3.12), obținem: 

  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐.        (3.20) 

Considerând în (3.20) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 ⇔ 𝛼1 = 𝛼4,  iar substituind 

𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼2𝑥2 = 𝛼3𝑥2 ⇔ 𝛼2 = 𝛼3. Astfel, (3.12) ia forma  

 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐.           (3.21) 

Însă, (14) ∉ 𝐻2 , atunci  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ce este echivalentă cu 

inegalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1).  Din ultima inegalitate și relația (3.21) obținem 

  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥1 + 𝑐. 

Din contradicția de mai sus, avem  {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴} ≠ 𝐻2.  

Fie 𝐻 = 𝐻3.  Deoarece (12)(34) ∈ 𝐻2,  reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(12)(34) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

ceea ce este echivalentă cu 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4).  Substituind (3.12) în ultima 

egalitate, obținem: 

  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐.         (3.22)  

Considerând în (3.22) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝛼4𝑥4 = 𝛼3𝑥4 ⇔ 𝛼3 = 𝛼4.  Punând 𝑥1 =

𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼1𝑥2 = 𝛼2𝑥2 ⇔ 𝛼1 = 𝛼2. Astfel, (3.12) ia forma  

 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐.                     (3.23) 

Însă, (12) ∉ 𝐻3 , atunci  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ce este echivalentă cu 

inegalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4).  Din ultima inegalitate și relația (3.23) obținem 

  𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐. 

Din contradicția de mai sus, obținem  {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴} ≠ 𝐻3.  

Fie 𝐻 = 𝐻4.  Deoarece (13)(24) ∈ 𝐻4,  reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(13)(24) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

ceea ce este echivalentă cu 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥3, 𝑥4, 𝑥1, 𝑥2).                                   (3.24) 

Substituind (3.12) în (3.24), obținem: 

  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥2 + 𝑐. 
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Considerând în ultima egalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, obținem 𝛼4𝑥4 = 𝛼2𝑥4 ⇔ 𝛼2 = 𝛼4. Pentru 

𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼1𝑥1 = 𝛼3𝑥1 ⇔ 𝛼1 = 𝛼3. Astfel, (3.12) ia forma  

 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐.                   (3.25) 

Însă, (13) ∉ 𝐻4 , atunci  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ce este echivalentă cu 

inegalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4).  Din ultima inegalitate și relația (3.25) obținem 

  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐, 

ceea ce este o contradicție. Astfel, {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴} ≠ 𝐻4.  

Fie 𝐻 = 𝐻5.  Deoarece (14)(23) ∈ 𝐻5,  reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(14)(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

ceea ce este echivalentă cu 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥4, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥1). Substituind (3.12) în ultima 

egalitate, obținem: 

  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐. 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 ⇔ 𝛼1 = 𝛼4.  Punând 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, 

avem 𝛼2𝑥2 = 𝛼3𝑥2 ⇔ 𝛼2 = 𝛼3. Prin urmare, (3.12) ia forma  

                𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐.                                       (3.26) 

Însă, (14) ∉ 𝐻5 , atunci  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ce este echivalentă cu 

inegalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1).   Însă, 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1). 

Aplicând în ultima egalitate relația (3.26), obținem: 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 +

𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥1 + 𝑐. Deoarece grupul (𝑄,+) este abelian, ultima egalitate ia forma  

𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥3 + 𝑐 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) 

ceea ce este o contradicție. Prin urmare, {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴} ≠ 𝐻5.  

Fie 𝐻 = 𝐻6.  Deoarece (14)(23) ∈ 𝐻6,  reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(14)(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

ceea ce este echivalentă cu (3.25)  ce implică  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥4 +

𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐.  Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 ⇔ 𝛼1 = 𝛼4. 

Punând 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼2𝑥2 = 𝛼3𝑥2 ⇔ 𝛼2 = 𝛼3.  Prin urmare, (3.12) ia forma 

 (3.26).  Deoarece, (14) ∉ 𝐻6, atunci 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ce este 

echivalentă cu inegalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1).   Însă, 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1).  Aplicând în ultima egalitate relația (3.26), obținem: 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥1 + 𝑐. Deoarece grupul (𝑄,+) este abelian, ultima egalitate ia forma  

𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥3 + 𝑐 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). 

ceea ce este o contradicție. Prin urmare, {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴} ≠ 𝐻6. □ 



66 

 

3.3. 𝑻 −quasigrupuri 𝟒 −are cu exact 5 parastrofi distincți  

Quasigrupurile 4 −are cu exact cinci parastrofi distincți sunt caracterizate de subgrupurile 

de ordinul 24 ale grupului 𝑆5. Grupul simetric 𝑆5 are 5 subgrupuri de ordinul 24, ce sunt izomorfe 

cu grupul 𝑆4,  și acestea sunt: 

𝐻1 = ⟨(1234), (12)⟩,  𝐻2 = ⟨(1235), (12)⟩, 𝐻3 = ⟨(1245), (12)⟩,  

𝐻4 = ⟨(1345), (13)⟩,  𝐻5 = ⟨(2345), (23)⟩. 

Elementele acestor subgrupuri sunt date în Anexa 2. 

Propoziția 3.3.1. Un 4 − 𝑇 −quasigrup are exact cinci parastrofi distincți dacă și numai dacă 

există 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+)  și un element  𝑐 ∈ 𝑄,  astfel încât 𝑇 − forma sa este una dintre 

următoarele: 𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐),  𝑇2 = (𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝑐),   𝑇3 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝑐),

𝑇4 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝑐), 𝑇5 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝑐), unde 𝛼 ≠ 𝐼, 𝐼𝑥 = −𝑥. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴) un 4 − 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 −forma ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝑐) și fie că 

(𝑄, 𝐴) are exact cinci parastrofi distincți. Atunci |𝐻| = 24, unde 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5|𝐴 = 𝐴𝜎 }. 

 Fie că 𝐻 = 𝐻1. Deoarece  (12) ∈ 𝐻1, avem 𝐴
(12) = 𝐴,  ceea ce este echivalentă cu 

identitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), de unde obținem  

𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2,                                                  (3.27) 

 pentru ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑄. Luând în (3.27) 𝑥1 = 0, obținem  𝛼1 = 𝛼2.  Din  (13) ∈ 𝐻1, avem 𝛼1 =

𝛼3. Relația (14) ∈ 𝐻1, implică 𝛼1 = 𝛼4. În baza tranzitivității, obținem  𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4. 

Notând 𝛼𝑖 = 𝛼, 𝑖 = 1, 4̅̅ ̅̅̅, obținem că 4-𝑇-quasigrupul (Q,+) are 𝑇-forma ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐). 

Deoarece (15) ∉ 𝐻1,  avem  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ) ≠ 𝐴 
(15) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Ultima inegalitate este 

echivalentă cu 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝑥1. Aplicând (3.27), obținem: 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1, 

𝛼2𝑥1 + 𝛼
2𝑥2 + 𝛼

2𝑥3 + 𝛼
2𝑥4 + 𝛼𝑐 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1. 

Substituind în ultima inegalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼𝑐 ≠ 𝐼𝑐 ⇔ 𝛼 ≠ 𝐼. $ Astfel, 

4 − 𝑇 −quasigrupul are exact cinci parastrofi distincți dacă 𝑇 −forma  𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼,

𝛼, 𝑐), unde 𝛼 ≠ 𝐼. 

Fie 𝐻 = 𝐻2.  Deoarece  (12) ∈ 𝐻2, obținem 𝛼1 = 𝛼2. Din (13) ∈ 𝐻2, avem 𝛼1 = 𝛼3. 

În baza tranzitivității, obținem  

𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3.                                                      (3.28) 

Însă (15) ∈ 𝐻2,  prin urmare, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(15)  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),   ce este echivalentă 

cu 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1. Utilizând (3.27) în ultima egalitate, obținem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4 𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1. 
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Substituind în ultima egalitate (3.28), obținem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1 𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1. 

𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1

2𝑥2 + 𝛼1
2𝑥3 + 𝛼4𝛼1𝑥4 + 𝛼1𝑐 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥_1.         (3.29) 

Luând în (3.29) egalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼1𝑐 = 𝐼𝑐. Înlocuind în (3.29), avem  

𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1

2𝑥2 + 𝛼1
2𝑥3 + 𝛼4𝛼1𝑥4 + 𝛼1 𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝑥1. 

Considerând  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0  în (3.29), obținem 𝛼4𝛼1𝑥4 + 𝛼4𝑥4 = 0 ⇔ 𝛼4𝛼1𝑥4 =

𝐼𝛼4𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄. Din ultima relație obținem: 

𝛼4𝛼1 = 𝐼𝛼4.                                                    (3.30) 

Deoarece 𝐼𝛼4 = 𝛼4𝐼, din (3.30) avem 𝛼1 = 𝐼. Notând 𝛼4 = 𝛼, obținem forma operației:  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐.                           (3.31) 

Deoarece (34) ∉ 𝐻2,  prin urmare, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴
(34)  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ceea ce implică 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4, 𝑥3) . Deci, 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠  𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥4 +

𝛼 𝑥3 + 𝑐 . Din ultima inegalitate, obținem 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 ≠ 𝐼𝑥4 + 𝛼𝑥3.  Luând 𝑥3 = 0,  din ultima 

inegalitate obținem 𝛼 ≠ 𝐼. Astfel, 4 − 𝑇 −quasigrupul are 𝑇 −forma ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝑐). 

 Fie 𝐻 = 𝐻3.   Deoarece  (12) ∈ 𝐻3,  obținem 𝛼1 = 𝛼2.  Din (14) ∈ 𝐻3,  avem 𝛼1 =

𝛼2. În baza tranzitivității relației de egalitate, obținem:  

𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼4,                                                    (3.32) 

iar operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ia forma: 

  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐.                   (3.33) 

(15) ∈ 𝐻3,  prin urmare,  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(15)  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ce este echivalentă cu 

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1. Aplicând asupra ultimei egalități (2.3.7), obținem 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐) + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1 

𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1

2𝑥2 + 𝛼1𝛼3𝑥3 + 𝛼1
2𝑥4 + 𝛼1𝑐 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1          (3.34) 

Substituind în (3.34) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼1𝑐 = 𝐼𝑐.  Inlocuind în (3.34), obținem  

𝛼1
2𝑥1 + 𝛼1

2𝑥2 + 𝛼1𝛼3𝑥3 + 𝛼1
2𝑥4 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 = 𝑥1            (3.35) 

Fie 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0.  Din (3.35), avem 𝛼1𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥3 = 0 ⇔ 𝛼1𝛼3𝑥3 = 𝛼3𝐼𝑥3 ⇔ 𝛼1𝛼3 =

𝛼3𝐼 ⇔ 𝛼1 = 𝐼. Notând 𝛼3 = 𝛼, obținem forma operației (3.35) în (3.33), obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐.                                 (3.36)              

(34) ∉ 𝐻3,  prin urmare, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴
(34)  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4, 𝑥4). Aplicând în ultima inegalitate (3.36), obținem  

𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥4 + 𝛼𝑥3 + 𝑐. 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, din ultima inegalitate obținem 𝛼 ≠ 𝐼. Astfel, 4 − 𝑇 −quasigrupul are 

exact cinci parastrofi distincți dacă 𝑇 −forma sa este ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝑐), unde 𝛼 ≠ 𝐼. 
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Fie  𝐻 = 𝐻4.   Deoarece  (13) ∈ 𝐻4, obținem 𝛼1 = 𝛼3.  Din  (14) ∈ 𝐻4,  avem 𝛼1 =

𝛼4. În baza tranzitivității relației de egalitate, obținem  

 𝛼1 = 𝛼3 = 𝛼4,                                                        (3.37)  

iar operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ia forma: 

  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐.       (3.38) 

(15) ∈ 𝐻4,  prin urmare,  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(15)  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ce este echivalentă cu 

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ) = 𝑥1. Substituind în ultima egalitate relația (3.38), obținem  

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1.        (3.39) 

Substituind în (3.39)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼1𝑐 = 𝐼𝑐. Înlocuind în (3.39), obținem  

𝛼1
2 𝑥1 + 𝛼1𝛼2𝑥2 + 𝛼1

2𝑥3 + 𝛼1
2 𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 = 𝑥1.               (3.40) 

Fie 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0.  Din (3.40), avem 𝛼1𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥2 = 0 ⇔ 𝛼1𝛼2𝑥2 = 𝛼2𝐼𝑥2 ⇔ 𝛼1𝛼2 =

𝛼2𝐼 ⇔ 𝛼1 = 𝐼. Notând 𝛼2 = 𝛼, obținem forma operației (3.38) în forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐.                         (3.41) 

 (12) ∉ 𝐻4,  prin urmare,  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), ≠ 𝐴 
(12) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ) ce este echivalentă cu 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4). Utilizând în ultima inegalitate (3.41), obținem: 

 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐. 

Luând 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, din ultima egalitate obținem 𝛼 ≠ 𝐼. Astfel, 4 − 𝑇 −quasigrupul are 

exact cinci parastrofi distincți dacă 𝑇 −forma sa este ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝑐), unde 𝛼 ≠ 𝐼. 

Fie că 𝐻 = 𝐻5.  Deoarece  (23) ∈ 𝐻5, obținem 𝛼2 = 𝛼3. Din (24) ∈ 𝐻5, avem 𝛼2 =

𝛼4. În baza tranzitivității relației de egalitate, obținem  

  𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4,                                                        (3.42) 

iar operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ia forma: 

  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐.                  (3.43) 

(25) ∈ 𝐻5,  prin urmare, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴
(25)  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ceea ce este echivalentă cu 

𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥3, 𝑥4 ) = 𝑥2. Aplicând în ultima egalitate (3.43), obținem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐 = 𝑥2 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝛼1𝑥1 + 𝛼2
2𝑥2 + 𝛼2

2𝑥3 + 𝛼2
2𝑥4 + 𝛼2𝑐 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐 = 𝑥2       (3.44)               

Substituind în ultima egalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼2𝑐 = 𝐼𝑐. Înlocuind în (3.44), 

obținem 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝛼1𝑥1 + 𝛼2
2𝑥2 + 𝛼2

2𝑥3 + 𝛼2
2𝑥4 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼2𝑥4 = 𝑥2            (3.45) 

Fie 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0.  Din (3.45), avem 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝛼1𝑥1 = 0 ⇔ 𝛼2𝛼1𝑥1 = 𝛼1𝐼𝑥2 ⇔ 𝛼2𝛼1 =

𝛼1𝐼 = 𝐼𝛼1 ⇔ 𝛼2 = 𝐼. Notând 𝛼1 = 𝛼, obținem forma operației (3.43) în forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐.                   (3.46)             
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 (12) ∉ 𝐻5,  prin urmare, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴
(12)  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ) ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4). Din ultima inegalitate, avem: 

  𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐. 

Luând 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, din ultima egalitate obținem 𝛼 ≠ 𝐼. Astfel, 4 − 𝑇 −quasigrupul are 

exact cinci parastrofi distincți dacă 𝑇 −forma sa este ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝑐), unde 𝛼 ≠ 𝐼. □ 

Corolarul 3.3.1. Dacă 4 − 𝑇 −quasigrupul are 𝑇 − forma  𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐),  unde 

𝛼 ≠ 𝐼, atunci un set maximal de parastrofi distincți este 𝐴, 𝐴
(15)

, 𝐴
(25)

, 𝐴
(35)

, 𝐴
(45)

. 

Într-adevăr, dacă 4 − 𝑇 − quasigrupul are 𝑇 − forma dată, atunci mulțimea parastrofilor ce 

coincide coincide cu 𝐻1 = 〈(1234), (12)⟩. Toate elementele acestui subgroup sunt prezentate în 

Anexa 2. Mai mult ca atât, subgrupul 𝐻1 = 𝑆4. Însă, 

𝑆5 = 𝑆4 ∪ (15)𝑆4 ∪ (25)𝑆4 ∪ (35)𝑆4 ∪ (45)𝑆4. 

Prin urmare, parastrofii distincți ai quasigrupului sunt 𝐴, 𝐴
(15)

, 𝐴,
(25)

𝐴
(35)

, 𝐴
(45)

.  În plus, 

utilizând forma parastrofilor 𝑇 −quasigrupului 4 −ar prezentată în Anexa 5, obținem: 

𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐, 

𝐴
(15) (𝑥1

4) = 𝛼−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼
−1𝑐, 

𝐴
(25) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐, 

𝐴
(35) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼
−1𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐, 

𝐴
(45) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼
−1𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐. 

Dacă 𝛼 = 𝐼, atunci  𝛼−1 = 𝐼 și 𝐼𝛼−1𝑐 = 𝑐, iar toți cei cinci parastrofi coincid. Astfel, pentru 

𝛼 ≠ 𝐼 toți cei cinci parastrofi sunt distincți. □  

Corolarul 3.3.2. Există 4 − 𝑇 −quasigrupuri de ordinul q, cu exact 5 parastrofi distincți, pentru 

orice 𝑞 ≥ 3.  

Demonstrație. Considerăm 4 − 𝑇 − quasigrupul  (𝑄, 𝐴) cu 𝑇 − forma ((ℤ𝑛, +), 1̅, 1̅, 1̅, 1̅, 0̅). 

Atunci, mulțimea parastrofilor distincți este: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4, 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4
(15)

, 

𝐴
(25) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = −𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4,  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(35) = −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4, 

𝐴
(45) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = −𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4. 

Deoarece 1 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) doar pentru 𝑛 = 2, rezultă că pentru ∀𝑛 ≥ 3, cei cinci parastrofi 

sunt distincți. □ 
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Exemplul 3.3.1. 4 − 𝑇 −quasigrupul(ℤ5, 𝐴), 𝐴(𝑥1
4) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 2̅𝑥4 + 3̅,  are exact 

cinci parastrofi distinсți. Deoarece 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = 2̅ , în baza Corolarului 3.3.1 4 −

𝑇 −quasigrupul are exact cinci parastrofi distincți, iar relațiile de determinare a acestor parastrofi 

sunt prezentante în demonstrația corolarului respectiv.  

𝛼 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 5), 𝛼−1 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 5), 𝐼 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 5), 

𝑐 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 5), 𝐼𝛼−1𝑐 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 5). 

𝐴(𝑥1
4) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 2̅𝑥4 + 3̅, 

𝐴
(15) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 4̅𝑥4 + 1̅, 

𝐴
(25) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 4̅𝑥4 + 1̅, 

𝐴
(35) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 4̅𝑥4 + 1̅, 

𝐴
(45) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 3̅𝑥4 + 1̅. □ 

3.4. 𝑻 −Quasigrupuri 𝟒 −are cu exact zece parastrofi distincți 

Fie (𝑄, 𝐴)  un quasigrup 4 −ar și 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴}, astfel încât |𝐻| = 12,𝐻 ≤

𝑆5. Grupul 𝑆5 are 15 astfel de subgrupuri, dintre care 5 sunt izomorfe grupului altern 𝐴4, iar 10 

subgrupuri sunt izomorfe cu 𝑆2 × 𝑆3. Elementele acestor subgrupuri sunt prezentate în Anexa 2.  

Propoziția 3.4.1. Nu există 4 − 𝑇 −quasigrupuri (𝑄, 𝐴) cu 10 parastrofi distincți, unde 𝐻 =

{𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴} ≅ 𝐴4. 

Demonstrație. Subgrupurile lui 𝑆5, izomorfe cu 𝐴4, sunt: 

𝐻1 = ⟨(12)(34), (123)⟩, 𝐻2 = ⟨(12)(35), (123)⟩, 𝐻3 = ⟨(12)(45), (124)⟩, 

𝐻4 = ⟨(13)(45), (134)⟩,  𝐻5 = ⟨(23)(45), (234)⟩. 

Arătăm că 𝐻𝑖 ≠ {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴}, pentru ∀𝑖 = 1, 5̅̅ ̅̅̅. Deoarece (12)(34) ∈ 𝐻1, obținem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =
(12)(34) 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⟺ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥4, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). 

Din ultima egalitate și (3.12), avem: 

𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 

Luând în ultima egalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝛼3𝑥4 = 𝛼4𝑥4 ⟺ 𝛼3 = 𝛼4.  Substituind 

apoi 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼1𝑥2 = 𝛼2𝑥2 ⟺ 𝛼1 = 𝛼2.  Astfel  (3.12) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐.             (3.47)  

Însă, (12) ∉ 𝐻1, prin urmare, 𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), ceea ce este echivalentă 

cu identitatea 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Aplicând în ultima egalitate (3.47), obținem: 

𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐, 

ceea ce este o contradicție. 
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Fie 𝐻 = 𝐻2. Deoarece  (123) ∈ 𝐻2,  reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),
(123)

 

ceea ce este echivalentă cu identitatea 𝐴(𝑥3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Substituind în ultima 

egalitate relația (3.12), obținem: 

𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2 𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼4 𝑥4 + 𝑐, 

𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2 𝑥2 + 𝛼3 𝑥3.                                 (3.48) 

Considerând în (3.48) 𝑥1 = 𝑥2 = 0, avem 𝛼1𝑥3 = 𝛼3𝑥3, ∀𝑥3 ∈ 𝑄, ceea ce implică 𝛼1 = 𝛼3, iar 

pentru 𝑥2 = 𝑥3 = 0  în relația (3.48), obținem 𝛼2𝑥1 = 𝛼1 𝑥1 ⟺ 𝛼2 = 𝛼1.  Din tranzitivitatea 

relației de egalitate, avem: 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3, ceea ce implică 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐.            (3.49) 

Din condiția că (12) ∉ 𝐻2,  obținem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),
(12)

 ceea ce este 

echivalentă cu inegalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) . Aplicând (3.49) în ultima 

inegalitate, avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. 

Reieșind din faptul că (𝑄,+) este grup abelian, ultima inegalitate este o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻3. Deoarece  (124) ∈ 𝐻3,  de unde 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),
(124)

 

ceea ce implică identitatea 𝐴(𝑥4, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Aplicând asupra ultimei egalități 

(3.12), obținem: 

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥2 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2 𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼4 𝑥4 + 𝑐, 

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼4𝑥2 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2 𝑥2 + 𝛼3 𝑥3.                                 (3.50) 

Luând în (3.50)  𝑥1 = 𝑥2 = 0,  avem 𝛼1𝑥4 = 𝛼4𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄,  ceea ce implică 𝛼1 = 𝛼4,  iar 

pentru 𝑥2 = 𝑥4 = 0  în relația (3.50), obținem 𝛼4𝑥1 = 𝛼1 𝑥1 ⟺ 𝛼4 = 𝛼1.  Din tranzitivitatea 

relației de egalitate, avem: 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼4. Prin urmare,  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐.            (3.51) 

Din condiția că (12) ∉ 𝐻3,  obținem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),
(12)

 ceea ce este 

echivalentă cu inegalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4). Din (3.51) și ultima inegalitate, 

avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐, 

ceea ce este o contradicție, deoarece grupul (𝑄,+) abelian. Prin urmare, {𝛼 ∈ 𝑆5 | 𝐴 = 𝐴
𝜎 } ≠

𝐻3. 

Fie 𝐻 = 𝐻4. Deoarece  (134) ∈ 𝐻4,  reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),
(134)

 

ce implică identitatea 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Substituind în ultima egalitate relația 

(3.12), obținem: 

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2 𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼4 𝑥4 + 𝑐, 
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𝛼1𝑥4 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥3 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼4 𝑥4.                                 (3.52) 

Luând în (3.52) 𝑥1 = 𝑥3 = 0,  avem 𝛼1𝑥4 = 𝛼4𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄,  ceea ce implică 𝛼1 = 𝛼4,  iar 

punând 𝑥1 = 𝑥4 = 0 în (3.52), obținem 𝛼4𝑥3 = 𝛼3 𝑥3 ⟺ 𝛼4 = 𝛼3. Din tranzitivitatea relației de 

egalitate, avem: 𝛼1 = 𝛼3 = 𝛼4, ceea ce implică 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐.                              (3.53) 

Din condiția că (13) ∉ 𝐻4,  obținem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),
(14)

 ceea ce implică 

inegalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1). Aplicând (3.53) în ultima inegalitate, avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥1 + 𝑐. 

Reieșind din faptul că (𝑄,+) este grup abelian, ultima inegalitate este o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻5.  (234) ∈ 𝐻5,   prin urmare, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),
(234)

 de 

unde avem 𝐴(𝑥1, 𝑥4, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Substituind în ultima egalitate relația (3.12), 

obținem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2 𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼4 𝑥4 + 𝑐, 

𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥3 = 𝛼2𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼4 𝑥4.                                 (3.54) 

Luând în (3.54) 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  avem 𝛼2𝑥4 = 𝛼4𝑥4 ⟺ 𝛼2 = 𝛼4,  iar pentru 𝑥2 = 𝑥4 = 0  în 

relația (3.54), obținem 𝛼4𝑥3 = 𝛼3 𝑥3 ⟺ 𝛼4 = 𝛼3. Din tranzitivitatea relației de egalitate, avem: 

𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4, ceea ce implică 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐.                           (3.55) 

(23) ∉ 𝐻5 prin urmare, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⟺
(23)

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠

𝐴(𝑥1, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥4). Din în ultima inegalitate și (3.55), avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐, 

ceea ce este o contradicție. □ 

Propoziția 3.4.2.  Fie (Q, A) un 4 − 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 −grupul (Q, +) și fie 𝐻 ∈ {𝐻𝑖, 𝑖 =

6, 15̅̅ ̅̅ ̅̅ },  unde  𝐻 = {𝜎 ∈  𝑆5 | 𝐴
𝜎 = 𝐴} ≅ 𝑆2 × 𝑆3.  Atunci există 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, +) și un element 

𝑐 ∈ 𝑄, unde  𝛼 ≠ 𝐼, 𝐼𝑥 = −𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄, 0 este elementul neutru al grupului (𝑄,+), astfel încât 

(Q, A) are una dintre următoarele 𝑇 −forme:  

𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝑐), 𝑇2 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝑐),  

𝑇3 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝑐), 𝑇4 = ((𝑄, +), 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐), 

𝑇5 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝑐), 𝑇6 = ((𝑄, +), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝑐), 

𝑇7 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝑐), 𝑇8 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝑐), 

 𝑇9 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝑐), 𝑇10 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝑐). 
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Demonstrație. Fie 𝐻 = 𝐻6 = ⟨(123), (12), (45)⟩. Din (123) ∈ 𝐻6, rezultă că 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⟺ 𝐴(𝑥3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(123)

 

 Aplicând relația (3.12), din ultima egalitate obținem: 

𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. 

𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3                                 (3.56) 

Luând în (3.56) 𝑥1 = 𝑥2 = 0,  avem 𝛼1𝑥3 = 𝛼3𝑥3, ∀𝑥3 ∈ 𝑄,  ceea ce implică 𝛼1 = 𝛼3,  iar 

substituind 𝑥1 = 𝑥3 = 0, obținem 𝛼3 = 𝛼2. Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼, din (3.12), avem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐                  (3.57) 

Din (45) ∈ 𝐻6  reiese că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(45)

 ce este echivalentă cu 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)) = 𝑥4. Din ultima egalitate și (3.57), obținem: 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥4.        (3.58) 

Considerând în (3.58) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼4𝑐 + 𝑐 = 0.  Substituind în (3.58), 

aceasta ia forma: 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4𝑥4) = 𝑥4               (3.59) 

Punând în (3.59)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0, primim  𝛼𝑥3 + 𝛼4(𝛼𝑥3) = 0 ⟺ 𝛼4(𝛼𝑥3) = 𝐼(𝛼𝑥3). De 

unde obținem 𝛼4 = 𝐼,  iar (3.57) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐                  (3.60) 

(14) ∉ 𝐻6, ceea ce implică că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(14)

 Ultima inegalitate este 

echivalentă cu  𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Din această inegalitate și (3.60), obținem: 

𝛼𝑥4 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥1 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐             (3.61) 

Luând în (3.61) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  avem 𝛼𝑥4 ≠ 𝐼𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄. Prin urmare, 𝛼 ≠ 𝐼,  iar 

𝑇 −forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻7 = ⟨(124), (12), (35)⟩. Din (124) ∈ 𝐻7, reiese că  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)  ⟺ 𝐴(𝑥4, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(124)

  

În baza (3.12) și ultima egalitate, avem: 

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥2 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. 

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼4𝑥2 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥4                                 (3.62) 

Luând în (3.62) 𝑥1 = 𝑥2 = 0, obținem 𝛼1𝑥4 = 𝛼4𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄 ⟺ 𝛼1 = 𝛼4, iar substituind  

𝑥1 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼4 = 𝛼2. Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼4 = 𝛼, din (3.12), avem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                                  (3.63) 

Din (35) ∈ 𝐻7 ⇒ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(35) . Această egalitate este echivalentă cu 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥4) = 𝑥3. Din ultima egalitate și (3.63), obținem: 
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𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3.                  (3.64) 

Considerând în (3.64) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0.  Substituind în (3.64), 

aceasta ia forma: 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼𝑥4) = 𝑥3                           (3.65) 

Punând în (3.65) 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0 obținem 𝛼𝑥2 + 𝛼3(𝛼𝑥2) = 0 ⟺ 𝛼3(𝛼𝑥2) =

𝐼(𝛼𝑥2). Deoarece 𝛼3 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+), reise că 𝛼3 = 𝐼, iar (3.63) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                       (3.66) 

(13) ∉ 𝐻7, ceea ce implică că 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(13)

 Ultima inegalitate este 

echivalentă cu  𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Din această inegalitate și (3.66), obținem: 

𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                  (3.67) 

Luând în (3.67)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼𝑥3 ≠ 𝐼𝑥3, ∀𝑥3 ∈ 𝑄. Prin urmare, 𝛼 ≠ 𝐼,  iar 

𝑇 −forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇2 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻8 = ⟨(134), (13), (25)⟩.Deoarece (134) ∈ 𝐻7, obținem  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(134)

  

Din definiția parastrofului respectiv, avem  𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Aplicând (3.12) 

în ultima egalitate, avem: 

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. 

𝛼1𝑥4 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥3 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4                                 (3.68) 

Luând în (3.68)  𝑥1 = 𝑥3 = 0, obținem 𝛼1𝑥4 = 𝛼4𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄 ⟺ 𝛼1 = 𝛼4. Înlocuind în (3.68)  

𝑥1 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼4 = 𝛼3. Notând 𝛼1 = 𝛼3 = 𝛼4 = 𝛼, din (3.12), avem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                            (3.69) 

 (25) ∈ 𝐻8 ⇒ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(25) ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥2. 

Din ultima egalitate și (3.69), obținem: 

𝛼𝑥1 + 𝛼2(𝛼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 = 𝑥2.        (3.70) 

Considerând în (3.70) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0.   Substituind în (3.70), 

avem: 

𝛼𝑥1 + 𝛼2(𝛼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4) + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 = 𝑥2                  (3.71) 

Punând în (3.71)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  primim  𝛼2(𝛼𝑥3) + 𝛼𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼2 = 𝐼,  iar (3.69) ia 

forma: 

                        𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                   (3.72) 

(12) ∉ 𝐻8 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(12)

 Din această inegalitate, obținem 

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Din ultima inegalitate și (3.72), avem: 

𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐             (3.73) 
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Luând în (3.73)  𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼𝑥2 ≠ 𝐼𝑥2, ∀𝑥2 ∈ 𝑄. Prin urmare, 𝛼 ≠ 𝐼,  iar 

𝑇 −forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇3 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻9 = ⟨(234), (23), (15)⟩. Deoarece (234) ∈ 𝐻8, avem 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⟺
(234)

𝐴(𝑥1, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). 

Utilizând în ultima egalitate (3.12), avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥2 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. 

𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥2 = 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4                                 (3.74) 

Considerând în (3.74) 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝛼3𝑥4 = 𝛼4𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄 ⟺ 𝛼3 = 𝛼4,  înlocuind  

𝑥2 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼2 = 𝛼3. Notând 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = 𝛼, din (3.12), avem: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                  (3.75) 

 (15) ∈ 𝐻9 ⇒ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(15) ⟺ 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1. 

Din ultima egalitate și (3.75), obținem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1.        (3.76) 

Punând în (3.75) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.  Substituind în (3.76), avem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 = 𝑥1                  (3.77) 

Luând în (3.77) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  primim  𝛼1(𝛼𝑥3) + 𝛼𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼1 = 𝐼,  iar (3.77) are 

forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                         (3.78) 

(12) ∉ 𝐻9 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(12)

 Din această inegalitate, obținem 

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Din ultima inegalitate și (3.78), avem: 

𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐             (3.79) 

Luând în (3.79) 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝐼𝑥2 ≠ 𝛼𝑥2, ∀𝑥2 ∈ 𝑄. Prin urmare, 𝛼 ≠ 𝐼,  iar 

𝑇 −forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇4 = ((𝑄, +), 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻10 = ⟨(125), (12), (34)〉. Deoarece (12) ∈ 𝐻10, obținem   

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(12)

⟺𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)      (3.80) 

Substituind relația (3.12) în (3.79), avem: 

𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. 

𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2                                              (3.81) 

Luând în (3.81) 𝑥2 = 0, obținem 𝛼2𝑥1 = 𝛼1𝑥1, ∀𝑥1 ∈ 𝑄 ⟺ 𝛼2 = 𝛼1. Analog, din condiția că  

(34) ∈ 𝐻10, obținem 𝛼3 = 𝛼4. Astfel, relația (3.12) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐                                       (3.82) 

Din condiția (125) ∈ 𝐻10,  avem 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥2.  Utilizând în ultima 

egalitate relația (3.82), obținem: 
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𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐) + 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐 = 𝑥2                (3.83) 

Considerând în (3.83) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.  Substituind în (3.83), 

avem  

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼3𝑥4) + 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 = 𝑥2                     (3.84) 

Din (3.84), pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0, avem  

𝛼1(𝛼3𝑥3) + 𝛼3𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼3𝑥3) = 𝐼(𝛼3𝑥3). 

Prin urmare, 𝛼1 = 𝐼. Notând 𝛼3 = 𝛼, relația (3.82) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                                   (3.85) 

(35) ∉ 𝐻10 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(35)

 Din această inegalitate, obținem 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥4) ≠ 𝑥3. Din ultima inegalitate și (3.85), avem: 

𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥3                      (3.86) 

Luând în (3.86) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, avem 𝛼2𝑥4 + 𝛼𝑥4 ≠ 0 ⟺ 𝛼(𝛼𝑥4) ≠ 𝐼(𝛼𝑥4). Prin urmare, 

𝛼 ≠ 𝐼, iar 𝑇 −forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇5 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻11 = ⟨(135), (13), (24)⟩. Deoarece  (13) ∈ 𝐻11, obținem   

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(13)

⟺ 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)         (3.87) 

Substituind în (3.87) relația (3.12), avem: 

𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. 

𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3                                              (3.88) 

Luând 𝑥3 = 0 în (3.88) ,  obținem 𝛼3𝑥1 = 𝛼1𝑥1, ∀𝑥1 ∈ 𝑄 ⟺ 𝛼3 = 𝛼1.  Analog, din condiția 

(24) ∈ 𝐻11, obținem 𝛼2 = 𝛼4. În așa mod, relația (3.12), ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐                             (3.89) 

Din condiția (135) ∈ 𝐻11,  avem 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) = 𝑥3.  Utilizând în ultima 

egalitate relația (3.89), avem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1 𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3                (3.90) 

Considerând în (3.90) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.  Substituind în (3.90), 

avem  

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1 𝑥3 + 𝛼2𝑥4) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼2𝑥4 = 𝑥3                       (3.91) 

Din (3.91), pentru 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼1(𝛼2𝑥2) + 𝛼2𝑥2 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼2𝑥2) = 𝐼(𝛼2𝑥2). 

Prin urmare, 𝛼1 = 𝐼. Notând 𝛼2 = 𝛼, relația (3.89) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                                    (3.92) 

(25) ∉ 𝐻11 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(25)

 Din această inegalitate,  

obținem 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝑥2. Din ultima inegalitate și (3.92), avem: 

𝐼𝑥1 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥2                              (3.93) 
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Luând în (3.93) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, avem 𝛼2𝑥4 + 𝛼𝑥4 ≠ 0 ⟺ 𝛼(𝛼𝑥4) ≠ 𝐼(𝛼𝑥4).  

Prin urmare, 𝛼 ≠ 𝐼, iar 𝑇 −forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇6 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻12 = ⟨(145), (14), (23)⟩. Fiindcă (14) ∈ 𝐻12, obținem   

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(14)

⟺𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)     (3.94) 

Din (3.94) și (3.12), avem: 

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. 

𝛼1𝑥4 + 𝛼4𝑥1 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼4𝑥4                                               (3.95) 

Luând în (3.95)  𝑥4 = 0, obținem 𝛼4𝑥1 = 𝛼1𝑥1, ∀𝑥1 ∈ 𝑄 ⟺ 𝛼4 = 𝛼1.  

Analog, din condiția (23) ∈ 𝐻12, obținem 𝛼2 = 𝛼3. Astfel, relația (3.12), ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐           (3.96) 

Din condiția (145) ∈ 𝐻12, avem 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) = 𝑥4.  

Utilizând în ultima egalitate relația (3.96), primim: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2 𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥1 + 𝑐 = 𝑥4               (3.97) 

Punând în (3.97) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.  

Substituind în (3.97), avem  

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2 𝑥3 + 𝛼3𝑥4) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥1 = 𝑥4          (3.98) 

Din (3.98), pentru 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem  

𝛼1(𝛼2𝑥2) + 𝛼2𝑥2 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼2𝑥2) = 𝐼(𝛼2𝑥2). 

Prin urmare, 𝛼1 = 𝐼. Notând 𝛼2 = 𝛼, relația (3.89) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐                               (3.99) 

(25) ∉ 𝐻12 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(25)

 Din această inegalitate,  

obținem 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝑥2. Din ultima inegalitate și (3.99), avem: 

𝐼𝑥1 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥2                         (3.100) 

Luând în (3.100) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼2𝑥3 + 𝛼𝑥3 ≠ 0 ⟺ 𝛼(𝛼𝑥3) ≠ 𝐼(𝛼𝑥3).  

Prin urmare, 𝛼 ≠ 𝐼, iar 𝑇 −forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇7 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻13 = ⟨(235), (14), (23)⟩.  Deoarece  (14), (23) ∈ 𝐻13  și cazul precedent, 

obținem  𝛼1 = 𝛼4  și 𝛼2 = 𝛼3,  iar operația de quasigrup are forma  (3.96).  Din faptul că 

(235) ∈ 𝐻13, avem 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥4) = 𝑥3. Din ultima egalitate și (3.96), avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2 𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3               (3.101) 

Considerând în (3.101) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0. Substituind în (3.101), 

avem  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2 𝑥3 + 𝛼1𝑥4) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥4 = 𝑥3                      (3.102) 

Din (3.102), pentru 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼2(𝛼2𝑥2) + 𝛼2𝑥2 = 0 ⟺ 𝛼2(𝛼2𝑥2) = 𝐼(𝛼2𝑥2). 
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Prin urmare, 𝛼2 = 𝐼. Notând 𝛼1 = 𝛼, relația (3.96) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐                                   (3.103) 

(12) ∉ 𝐻13 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(12)

 Din această inegalitate, obținem 

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Din ultima inegalitate și (3.103), avem: 

𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 

𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2                                                    (3.104) 

Luând în (3.104) 𝑥1 = 0,  avem 𝛼 ≠ 𝐼,  iar 𝑇 − forma acestui 4 − 𝑇 − quasigrup este 𝑇8 =

((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻14 = ⟨(245), (13), (24)⟩. Fiindcă (13), (24) ∈ 𝐻12, analog cazului 6) obținem  

𝛼1 = 𝛼3   și 𝛼2 = 𝛼4,  iar operația (3.12), ia forma (3.92). Din condiția (245) ∈ 𝐻14,  avem 

𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥3, 𝑥2) = 𝑥4. Luând în ultima egalitate relația (3.92), avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1 𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐) + 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 = 𝑥4              (3.105) 

Punând în (3.105) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0. Substituind în (3.105), avem  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1 𝑥3 + 𝛼2𝑥4) + 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 = 𝑥4       (3.106) 

Din (3.106), pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼2(𝛼1𝑥3) + 𝛼1𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼2(𝛼1𝑥3) = 𝐼(𝛼1𝑥3). 

Prin urmare, 𝛼2 = 𝐼. Notând 𝛼1 = 𝛼, relația (3.92) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐                                (3.107) 

(12) ∉ 𝐻14 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⟺ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(12

 

Din (3.107), obținem  𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐, ce este 

echivalentă cu  

   𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2                                                    (3.108) 

Punând în (3.108) 𝑥1 = 0,  avem 𝛼 ≠ 𝐼,  iar 𝑇 − forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇9 =

((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝑐).  

Fie 𝐻 = 𝐻15 = ⟨(345), (34), (12)⟩. Din condiția că (34), (12) ∈ 𝐻15, analog cazului 5) 

avem 𝛼1 = 𝛼2  și 𝛼3 = 𝛼4, iar operația (3.12), primește forma (3.82). Din faptul că (345) ∈

𝐻15,  avem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥3) = 𝑥4.  Utilizând în ultima egalitate relația (3.82), 

obținem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐) + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 𝑥4              (3.109) 

Punând în (3.109) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0. Substituind în (3.109), avem  

𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3 𝑥3 + 𝛼3𝑥4) + 𝛼3𝑥3 = 𝑥4                      (3.110) 

Din (3.110), pentru 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼1𝑥2 + 𝛼3(𝛼1𝑥2) = 0 ⟺ 𝛼3(𝛼1𝑥2) = 𝐼(𝛼1𝑥2). 

Prin urmare, 𝛼3 = 𝐼. Notând 𝛼1 = 𝛼, relația (3.82) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐                                  (3.111) 
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(13) ∉ 𝐻15 ⟺ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⟺ 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
(13)

 

Din (3.111) și ultima inegalitate, obținem  

𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐,  

   𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥1 ≠ 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥3                                                    (3.112) 

Luând în (3.112) 𝑥1 = 0,  avem 𝛼 ≠ 𝐼,  iar 𝑇 − forma acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este 𝑇10 =

((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝑐).     □ 

Propoziția 3.4.3. Quasigrupul 4 − ar (𝑄, 𝐴)  cu subgrupul 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5|𝐴 = 𝐴𝜎 } =  𝐻6 =

⟨(123), (12), (45)〉,  are parastrofii 𝐴, 𝐴,
(14)  𝐴

(15) , 𝐴,
(24) 𝐴,

(25)  𝐴,
(34)  𝐴,

(34)  𝐴,
(14)(25)

 

 𝐴,
(14)(35)  𝐴

(24)(35)
  distincți doi cate doi. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴) un 4 −quasigrup cu subgrupul parastrofilor egali 𝐻 = 𝐻6. După cum 

este arătat în Anexa 2 acest subgrup are elementele 

𝐻6 = {𝜀, (123), (12), (45), (132), (13), (23), (123)(45),  

(132)(45), (12)(45), (13)(45), (23)(45)} 

Atunci grupul 𝑆5 poate fi descompus în zece clase disjuncte și anume: 

 𝐻6, (14)𝐻6, (15)𝐻6, (24)𝐻6, (25)𝐻6, (34)𝐻6, (35)𝐻6, (14)(25)𝐻6, (14)(35)𝐻6,

(24)(35)𝐻6, 

ceea ce arată că toți cei zece parastrofi indicați aparțin diferitor clase de rest ce sunt disjuncte. 

Deci, cei zece parastrofi sunt distincți. □ 

Corolarul 3.4.1. Dacă 4 − 𝑇 −quasigrupul (𝑄, 𝐴)  are 𝑇 − forma 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝑐),   

unde 𝛼 ≠ 𝐼, atunci parastrofii distincți ai acestui quasigrup sunt:  

𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐, 

 𝐴(𝑥1
4) =

(14) 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐,  

𝐴
(24) (𝑥1

4) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐, 

 𝐴
(34) (𝑥1

4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐, 

𝐴
(15) (𝑥1

4) = 𝛼−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼
−1𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐, 

𝐴
(25) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼

−1𝑥4 + 𝐼𝛼
−1𝑐, 

𝐴
(35) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼
−1𝑥3 + 𝛼

−1𝑥4 + 𝐼𝛼
−1𝑐, 

𝐴
(14)(35) (𝑥1

4) = 𝛼−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼
−1𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐, 

𝐴
(14)(25) (𝑥1

4) = 𝛼−1𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐, 

𝐴
(24)(35) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝛼

−1𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼
−1𝑐. 
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Într-adevăr, dacă 4 − 𝑇 − quasigrupul (𝑄, 𝐴)  are 𝑇 − forma indicată, atunci subgrupul 

parastrofilor egali coincide cu subgrupul 𝐻6. Conform Propoziției 3.4.3, parastrofii distincți ai 

quasigrupului coincide cu parastrofii din enunțul Corolarului. Pentru a stabili forma parastrofilor 

este suficient de aplicat relațiile prezentate în Anexa 5, ținând cont de faptul că 𝐼𝛼 = 𝛼𝐼.    □ 

Corolarul 3.4.2.  Pentru orice ordin impar 𝑞, 𝑞 ≥ 3 există 4 − 𝑇 −quasigrupuri cu exact 10 

parastrofi distincți. 

Demonstrație. Considerăm 𝑇 −quasigrupul 4 −ar (ℤ𝑛, 𝐴), 𝐴(𝑥1
4) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥4. 

Conform Propoziției 3.4.3, 4 − 𝑇 −quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴)  are exact zece parastrofi distincți, dacă 

și numai dacă 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≢ 1̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛).  Prin urmare, 𝑛̅ ≢ 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛).  Deci, 4 − 𝑇 −quasigrupul 

(ℤ𝑛, 𝐴)  are exact zece parastrofi distincți ce sunt prezentați în Corolarul 3.4.1, pentru orice 𝑛 ∈

ℕ, 𝑛 ≥ 3. □ 

Exemplul 3.4.1. 4 − 𝑇 −quasigrupul ((ℤ5, 𝐴), 𝐴(𝑥1
4) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 4̅𝑥4 are exact zece 

parastrofi distincți. După cum se observă, 𝑇 −forma 4 − 𝑇-quasigrupului (ℤ5, 𝐴),  corespunde 

formei prezentate în Corolarul 3.4.1. Prin urmare, pentru a determina forma parastrofilor distincți 

ai acestui 4 − 𝑇 −quasigrup este suficient de aplicat releațiile prezentate în Corolarul 3.4.1: 

𝛼 = 2, 𝐼 = 4, 𝛼−1 = 3, 𝐼𝛼−1𝑐 = 0. 

Substituind aceste relații, obținem:  

𝐴(𝑥1
4) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 4̅𝑥4, 

𝐴
(14) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 2̅𝑥4, 

𝐴
(24) (𝑥1

4) = 2̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 2̅𝑥4, 

𝐴
(34) (𝑥1

4) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 2̅𝑥4, 

𝐴
(15) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 3̅𝑥4, 

𝐴
(25) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 3̅𝑥4, 

𝐴
(35) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 3̅𝑥4, 

𝐴
(14)(35) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 4̅𝑥4, 

𝐴
(14)(25) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 4̅𝑥4, 

𝐴
(24)(35) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 4̅𝑥4. □ 

Exemplul 3.4.2. 4 − 𝑇 −quasigrupul (ℤ8, 𝐴), 𝐴(𝑥1
4) = 3̅𝑥1 + 7̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 7̅𝑥4 + 2̅ are exact 

zece parastrofi distincți. După cum se observă, 𝑇 − forma  4 − 𝑇 − quasigrupului (ℤ8, 𝐴),  

corespunde formei 𝑇9 prezentate în Propoziția 3.4.2. Mulțimea parastrofilor ce coincid ai acestui 

4 − 𝑇 −quasigrup este subgrupul 𝐻14 = ⟨(245), (13), (24)⟩. După cum este arătat în Anexa 2, 

elementele acestui subgrup sunt  

𝐻14 = {𝜀, (13), (24), (25), (45), (245), (254), (13)(24), (13)(25),

(13)(45), (13)(245), (13)(254)}, 

iar clasele de rest sunt reprezentate de elementele 𝜀, (12), (14), (15), (23), (34), (35),

(12)(34), (12)(35), (14)(35).   Pentru a determina parastrofii acestui quasigrup este suficient 

de aplicat relațiile prezentate în Anexa 5. 
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𝛼 = 3̅, 𝐼 = 7̅, 𝛼−1 = 3̅, 𝑐 = 2̅, 𝐼𝛼−1𝑐 = 2 

Substituind în relațiile prezentate în Anexa 5, obținem:  

𝐴(𝑥1
4) = 3̅𝑥1 + 7̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 7̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(12) (𝑥1

4) = 7̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 7̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(14) (𝑥1

4) = 7̅𝑥1 + 7̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 3̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(23) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 7̅𝑥3 + 7̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(34) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 7̅𝑥2 + 7̅𝑥3 + 3̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(15) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 7̅𝑥3 + 3̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(35) (𝑥1

4) = 7̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 3̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(12)(34) (𝑥1

4) = 7̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 7̅𝑥3 + 3̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(12)(35) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 7̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 3̅𝑥4 + 2̅, 

𝐴
(14)(35) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 7̅𝑥4 + 2̅. 

3.5. Inexistența 𝟒 − 𝑻 −quasigrupurilor cu exact 15 parastrofi distincți  

Quasigrupurile 4 −are cu exact 15 parastrofi distincți sunt caracterizate de subgrupurile de 

ordinul 8. Grupul 𝑆5 are 15 astfel de subgrupuri izomorfe între ele și sunt izomorfe grupului 𝐷8. 

Acestea sunt:  

𝐻1 = ⟨(1234), (13)⟩  

𝐻2 = ⟨(1243), (14)⟩ 

𝐻3 = ⟨(1324), (12)⟩ 

 𝐻4 = ⟨(1235), (13)⟩ 

𝐻5 = ⟨(1253), (15)⟩ 

𝐻6 = ⟨(1325), (12)⟩ 

𝐻7 = ⟨(1245), (14)⟩ 

𝐻8 = ⟨(1254), (15)⟩ 

𝐻9 = ⟨(1425), (12)⟩ 

𝐻10 = ⟨(1345), (14)⟩ 

𝐻11 = ⟨(1354), (15)⟩ 

𝐻12 = ⟨(1435), (13)⟩ 

𝐻13 = ⟨(2345), (24)⟩ 

𝐻14 = ⟨(2354), (25)⟩ 

𝐻15 = ⟨(2435), (23)⟩ 

Detaliat, elementele acestor subgrupuri sunt prezentate în Anexa 2. Fiecare subgrup de ordinul 8 

este generat de un element de ordinul 4 și o transpoziție. Generatorii acestor subgrupuri au forma  

𝛼 = (𝑖𝑗𝑘𝑚), 𝛽 = (𝑖𝑘), 𝑖, 𝑗, 𝑘,𝑚 = 1, 2, 3, 4, 5, 

iar oricare două dintre numerele 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑚 sunt distincte. Elementele subgrupului sunt 

𝜀, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, 𝛽, 𝛼𝛽, 𝛼2𝛽, 𝛼3𝛽  

și satisfac relațiile 𝛼4 = 𝛽2 = 𝜀, 𝛼𝛽 = 𝛽𝛼. 

Propoziția 3.5.1. Nu există 4 − 𝑇 −quasigrupuri cu exact 15 parastrofi distincți. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴) un 4 − 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 −forma ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝑐), atunci 

operația de quasigrup este data de relația (2.2.1). Arătăm că 𝐻 ≠ 𝐻𝑖 , ∀𝑖 = 1,15̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  unde 

𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴 = 𝐴}𝜎 ≅ 𝐷8. 
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Fie 𝐻 = 𝐻1 = ⟨(1234), (13)⟩. Din  (13) ∈ 𝐻1, avem  

𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 

ce este echivalentă cu 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Din această egalitate și (3.12), 

obținem: 

𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 

𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3                                                 (3.113)    

Substituind 𝑥1 = 0  în (3.113), avem  

𝛼1 = 𝛼3                                                               (3.114)  

Analog, din (24) ∈ 𝐻1, reiese că  

𝛼2 = 𝛼4                                                              (3.115) 

Din (12)(34) ∈ 𝐻1,   avem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =
(12)(34) 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ce este echivalentă cu 

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥4, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Din această egalitate, (3.114), (3.115) și (3.12), obținem: 

𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥3 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐. 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, primim 𝛼1𝑥4 = 𝛼2𝑥4, ∀𝑥4 ∈ 𝑄 ⟺ 𝛼1 = 𝛼2. Astfel, (3.12) are forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐                       (3.116) 

(14) ∉ 𝐻1,  prin urmare 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),  ceea ce implică 

𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Din ultima egalitate și (3.116), obținem: 

𝛼1𝑥4 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥1 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐                (3.117)  

Deoarece (𝑄,+) este grup abelian, (3.117) este o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻2 = ⟨(1243), (14)⟩. Subgrupul H conține elementele (14) și (23), ce implică 

egalitățile 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(14)

 și 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(23)

. 

Din definiția parstrofilor corespunzători, obținem 

𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)                                         (3.118) 

   𝐴(𝑥1, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)                                         (3.119) 

Din (3.12) și (3.118), pentru 𝑥1 = 0, avem 𝛼1 = 𝛼4, iar din (3.12) și (3.119), pentru 𝑥2 = 0, 

primim 𝛼2 = 𝛼3.  Din faptul că, (12)(34) ∈ 𝐻2,  avem 𝐴(𝑥1
4)(12)(34)
= 𝐴(𝑥1

4).  Din definiția 

parastrofului respectiv, obținem 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥4, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Aplicând asupra ultimii 

egalități relația (3.12) și considerând 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼1 = 𝛼2.  Din tranzitivitatea 

relației de egalitate, avem 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4, iar operația de 𝑇 −quasigrup are forma (3.116). 

Din (3.116) și faptul că (12) ∉ 𝐻2, primim 𝛼1 ≠ 𝛼2 ceea ce este o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻3.  Deoarece (12), (34), (13)(24) ∈ 𝐻3,  obținem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(12)

  

𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4)
(34)

, 𝐴(𝑥1
4)(13)(24)
= 𝐴(𝑥1

4).  Din aceste egalități și definiția parastrofilor 
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respectivi, primim: 

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)                                         (3.120) 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)                                         (3.121) 

𝐴(𝑥3, 𝑥4, 𝑥1, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)                                         (3.122) 

Din (3.12) și (3.120), pentru 𝑥2 = 0, obținem 𝛼1 = 𝛼2,  iar din (3.12) și (3.121), pentru 𝑥3 = 0, 

avem 𝛼3 = 𝛼4. Aplicând în (3.122) relația (3.12) și ținând cont de condițiile obținute, primim: 

𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐. 

Luând în ultima egalitate 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼3𝑥1 = 𝛼1 𝑥1, ∀𝑥1 ∈ 𝑄 ⟺ 𝛼3 = 𝛼1, ce 

implică faptul că (3.12) coincide cu (3.116).  Din faptul că (14) ∉ 𝐻3, obținem inegalitatea  

𝐴
(14) (𝑥1

4) ≠ 𝐴(𝑥1
4) ⟺ 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) 

Aplicând în ultima inegalitate (3.116), avem: 

𝛼1𝑥4 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥1 + 𝑐 ≠ 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐,  

ceea ce este o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻4 = ⟨(1235), (13)⟩. Din condiția că (13) ∈ 𝐻4 și din (3.12), pentru 𝑥3 = 0,  

avem 𝛼1 = 𝛼3.  Deoarece (25) ∈ 𝐻4,  obținem 𝐴
(25) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Din 

definiția parastrofului respectiv, egalitatea precedentă implică 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥3, 𝑥4) =

𝑥2. Din ulrima egalitate și (3.12), obținem 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥2.            (3.123) 

Substituind în (3.123)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0.  Din această egalitate și 

(3.123), obținem 𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4) + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝑥2.  Luând în 

această egalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  primi 𝛼2(𝛼4𝑥4) + 𝛼4𝑥4 = 0 ⟺ 𝛼2(𝛼4𝑥4) = 𝐼(𝛼4𝑥4) ⟺

𝛼2 = 𝐼. Prin urmare,  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐                (3.124) 

 (15)(23) ∈ 𝐻4, deci  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(15)(23)

= 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Atunci 

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥3, 𝑥2, 𝑥4) = 𝑥1                                    (3.125) 

Din (3,125) și (3.124), obținem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥3 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1. 

Luând în această egalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, primim 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0. Substituind în ultima 

egalitate, obținem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4) + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝑥1. 

Considerând 𝑥1 = 𝑥3 = 0, avem 𝛼1(𝛼4𝑥4) + 𝛼4𝑥4 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼4𝑥4) = 𝐼(𝛼4𝑥4) ⟺ 𝛼1 = 𝐼. În 

așa mod, relația (3.124) ia forma 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐                                (3.126) 
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Din (12) ∉ 𝐻4,  reiese că 𝐴(𝑥1
4)(12)
= 𝐴(𝑥1

4) ⟺ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Din 

ultima egalitate și (3.126), avem 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐, 

ceea ce reprezintă o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻5 = ⟨(1253), (15)⟩.  Fiindcă (23) ∈ 𝐻5 și din (3.12), primim 𝛼2 = 𝛼3. Din 

condiția că (15) ∈ 𝐻5,  obținem 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1.  Din (3.12) și ultima 

egalitate, avem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1               (3.127) 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  reiese că 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.  Ținând cont de această egalitate și 

punând  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  din (3.127), primim 𝛼1(𝛼2𝑥3) + 𝛼2𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼2𝑥3) =

𝐼(𝛼2𝑥3),  de unde obținem 𝛼1 = 𝐼.  Prin urmare 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐                              (3.128)  

Deoarece (12)(35) ∈ 𝐻5, avem 𝐴
(12)(35) (𝑥1

4) = 𝐴(𝑥1
4) ⟺ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥4) = 𝑥3. 

Din (3.128) și ultima egalitate, rezultă 

𝐼𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼2(𝐼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3                 (3.129) 

Luând în (3.129)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0,  iar pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0  

din aceeași relație obținem 𝛼2(𝛼4𝑥4) + 𝛼4𝑥4 = 0 ⟺ 𝛼2(𝛼4𝑥4) = 𝐼(𝛼4𝑥4), ∀𝑥4 ∈ 𝑄.  Prin 

urmare, 𝛼2 = 𝐼, iar (3.128) ia forma 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐                               (3.130)  

(12) ∉ 𝐻5,  de unde reiese că 𝐴
(12) (𝑥1

4) ≠ 𝐴(𝑥1
4) ⟺ 𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). 

Aplicând (3.130), obținem: 

𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐, 

ceea ce este o contradicție, deoarece (𝑄,+) este grup abelian. 

  Fie 𝐻 = 𝐻6 = ⟨(1325), (12)⟩.  Fiindcă (12) ∈ 𝐻6,  din (3.12), primim 𝛼1 = 𝛼2.  Din 

condiția că (35) ∈ 𝐻6,  obținem 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥4) = 𝑥3.  Din (3.12) și ultima 

egalitate, avem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3            (3.131) 

Luând în (3.131)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  reiese că 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0.  Ținând cont de această 

egalitate și punând  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  din (3.131), avem 𝛼3(𝛼4𝑥4) + 𝛼4𝑥4 = 0 ⟺

𝛼3(𝛼4𝑥4) = 𝐼(𝛼4𝑥4),  de unde obținem 𝛼3 = 𝐼.  Prin urmare, 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐                            (3.132)  

Din (13)(25) ∈ 𝐻6,  avem 𝐴
(13)(25) (𝑥1

4) = 𝐴(𝑥1
4) ⟺ 𝐴(𝑥3, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥1, 𝑥4) = 𝑥2.  Din 

(3.132) și ultima egalitate, rezultă  
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𝛼1𝑥3 + 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥1 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥2                   (3.133) 

Substituind în (3.133)  𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0, iar pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 =

0   din aceeași relație obținem 𝛼1(𝛼4𝑥4) + 𝛼4𝑥4 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼4𝑥4) = 𝐼(𝛼4𝑥4), ∀𝑥4 ∈ 𝑄.  Prin 

urmare, 𝛼1 = 𝐼, iar (3.132) ia forma (3.130).  

(13) ∉ 𝐻6,  de unde avem  

𝐴
(13) (𝑥1

4) ≠ 𝐴(𝑥1
4) ⟺ 𝐴(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). 

Aplicând (3.130), obținem: 

𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐, 

ceea ce este o contradicție, deoarece (𝑄,+) este grup abelian. 

Fie 𝐻 = 𝐻7 = ⟨(1245), (14)⟩.  Deoarece (14) ∈ 𝐻7,  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4).
(14)

 Din 

definiția parastrofului respectiv, primim 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Aplicând asupra 

acestei egalități (3.12), obținem 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 +

𝛼4𝑥4 + 𝑐.  Substituind în această egalitate 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  primim 𝛼4𝑥1 = 𝛼1𝑥1 ⟺ 𝛼4 =

𝛼1.  Fiindcă (25) ∈ 𝐻7 ⟺ 𝐴(𝑥1
4) =

(25) 𝐴(𝑥1
4).  Conform definiției parastrofului  𝐴

(25) (𝑥1
4) , 

avem 

𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥2, 𝑥4), 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥2                                                (3.134) 

Din (3.12), (3.134) și 𝛼4 = 𝛼1, obținem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐) + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 = 𝑥2               (3.135) 

Luând în (3.135) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, primim 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0, iar pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0, 

primim 𝛼2(𝛼1𝑥4) + 𝛼1𝑥4 = 0 ⟺ 𝛼2(𝛼1𝑥4) = 𝐼(𝛼1𝑥4), ∀𝑥4 ∈ 𝑄 ⟺  𝛼2 = 𝐼.  Deci, (3.12) ia 

forma 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐                                  (3.136) 

(15)(24) ∈ 𝐻7, prin urmare, 𝐴(𝑥1
4)

(15)(24)
= 𝐴(𝑥1

4), ceea ce implică  

𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥4, 𝑥3, 𝑥1) = 𝑥1                                               (3.137) 

Aplicând în (3.136) și (3.137), avem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥4 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1                 (3.138) 

Din (3.138), pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, primim 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0. Subtituind această egalitate  

în (3.138) și luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼1(𝛼3𝑥3) + 𝛼3𝑥3 = 0, ∀𝑥3 ∈ 𝑄,  ce este 

echivalentă cu 𝛼1(𝛼3𝑥3) = 𝐼(𝛼3𝑥3) ⟺ 𝛼1 = 𝐼. În așa mod (3.136) ia forma: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐.                                   (3.139) 

(12) ∉ 𝐻7 ⟺ 𝐴(𝑥1
4)(12) ≠ 𝐴(𝑥1

4).  Din definiția parastrofulu 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(12)

, avem 

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Din această inegalitate și (3.139), obținem 
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𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 

ceea ce este o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻8 = ⟨(1254), (15)⟩.  Fiindcă (24) ∈ 𝐻8,  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(24)

 ce este 

echivalentă cu 𝐴(𝑥1, 𝑥4, 𝑥3, 𝑥2) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).  Din ultima egalitate și  (3.12), obținem 

𝛼2𝑥4 + 𝛼4𝑥2 = 𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥4. Substituind în această egalitate 𝑥1 = 0,  primim 𝛼2𝑥4 = 𝛼4𝑥4, de 

unde obținem 𝛼4 = 𝛼2. Deoarece (15) ∈ 𝐻8, reiese că 𝐴(𝑥1
4) =

(15) 𝐴(𝑥1
4). Conform definiției 

parastrofului 𝐴
(15) (𝑥1

4) , avem 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥2, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1.  Considerând în această 

egalitate 𝛼4 = 𝛼2 și (3.12), obținem: 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1           (3.140) 

Luând în (3.140) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, primim 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0, iar pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0, 

primim 𝛼1(𝛼3𝑥3) + 𝛼3𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼1(𝛼3𝑥3) = 𝐼(𝛼3𝑥3), ∀𝑥3 ∈ 𝑄 ⟺  𝛼1 = 𝐼.  Deci, (3.12) ia 

forma 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐                               (3.141) 

(12)(45) ∈ 𝐻8, prin urmare, 𝐴(𝑥1
4)

(12)(45)
= 𝐴(𝑥1

4), ceea ce implică  

𝐴(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)) = 𝑥4                                              (3.142) 

Luând în (3.142), (3.141) obținem: 

𝐼𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼2(𝐼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥4                    (3.143) 

Din (3.143), pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, primim 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0. Subtituind această egalitate  

în (3.143) și luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼2(𝛼3𝑥3) + 𝛼3𝑥3 = 0, ∀𝑥3 ∈ 𝑄,  ce este 

echivalentă cu 𝛼2(𝛼3𝑥3) = 𝐼(𝛼3𝑥3) ⟺ 𝛼2 = 𝐼. În așa mod (3.143) primește forma (3.139). Din 

faptul că, (12) ∉ 𝐻8, procedând analog cazului precedent, obținem o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻9 = ⟨(1425), (12)⟩.  Deoarece (1425) ∈ 𝐻9, reiese că 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(1425)

  

ce este echivalentă cu egalitatea 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥4, 𝑥3, 𝑥1) = 𝑥2. Utilizând forma operației, 

avem  

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐 = 𝑥2.                (3.144) 

Pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼1(𝛼3𝑥3 + 𝑐) + 𝛼3𝑥3 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼1 = 𝐼.  Substituind în 

(3.144) și luând 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝐼(𝛼2𝑥2) = 𝑥2 ⟺ 𝛼2 = 𝐼.  Prin urmare, (3.12) ia 

forma 𝐴(𝑥1
4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐. Deoarece(12) ∉ 𝐻9,  avem 𝐴(𝑥1

4) ≠ 𝐴(𝑥1
4)(12) , 

iar aplicând în această inegalitate ultima egalitate obținem o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻10 = ⟨(1345), (14)⟩.  Deoarece (1345) ∈ 𝐻10,  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(1345)

  

ce este echivalentă cu egalitatea 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3) = 𝑥4. Aplicând (3.2.1), primim  

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐 = 𝑥4.               (3.145) 
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Pentru 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼1(𝛼2𝑥2 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼1 = 𝐼. Punând în (3.145) și 

luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0, obținem 𝐼(𝛼3𝑥3) + 𝛼4𝑥3 = 0, de unde rezultă 𝛼4𝑥3 = 𝛼3𝑥3, ∀𝑥3 ∈

𝑄 ⟺ 𝛼3 = 𝛼4. Prin urmare, (3.12) ia forma  

𝐴(𝑥1
4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐. 

Deoarece (34) ∉ 𝐻10,  avem 𝐴(𝑥1
4) ≠ 𝐴(𝑥1

4)(34) ,  iar aplicând în această inegalitate ultima 

egalitate obținem o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻11 = ⟨(1354), (15)⟩.  Deoarece (1354) ∈ 𝐻11,  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(1354)

  

ce este echivalentă cu egalitatea 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)) = 𝑥3. Aplicând (3.12), primim  

𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥3.               (3.146) 

Pentru 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼2𝑥2 + 𝛼4(𝛼2𝑥2 + 𝑐) + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼4 = 𝐼.  Substituind în 

(3.146) și luând 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼3𝑥1 + 𝐼(𝛼1𝑥1) = 0 ⟺ 𝛼1 = 𝛼3.  Prin urmare, 

(3.12) ia forma 𝐴(𝑥1
4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐. Deoarece(13) ∉ 𝐻11, avem 𝐴(𝑥1

4) ≠

𝐴(𝑥1
4)(13) , iar aplicând în această inegalitate ultima egalitate obținem o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻12 = ⟨(1435), (13)⟩.  Deoarece (1435) ∈ 𝐻12,  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(1435)

  

ce este echivalentă cu 𝐴(𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥4, 𝑥1) = 𝑥3. Din (3.12), rezultă 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥1 + 𝑐 = 𝑥3.             (3.147) 

Luând 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼1 = 𝐼. Utilizând ultima egalitate în (3.5.16) și luând 𝑥2 =

𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼4 = 𝐼.  Prin urmare, 𝐴(𝑥1
4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝐼𝑥4 +

𝑐. Deoarece (14) ∉ 𝐻11,  avem 𝐴(𝑥1
4) ≠ 𝐴(𝑥1

4)(14) ,  iar aplicând ultima egalitate, obținem 

contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻13 = ⟨(2345), (24)⟩.  Deoarece (2345) ∈ 𝐻13,  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(2345)

  

ce implică egalitatea 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4. Din (3.12) și ultima egalitate, rezultă  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐 = 𝑥4.                (3.148) 

Pentru 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝑐) + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼2 = 𝐼.  Substituind în 

(3.148) și luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝐼(𝛼3𝑥3) + 𝛼4𝑥3 = 0 ⟺ 𝛼3 = 𝛼4.  Prin urmare, 

(3.12) ia forma 𝐴(𝑥1
4) = 𝛼1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐. Deoarece(34) ∉ 𝐻13, avem 𝐴(𝑥1

4) ≠

𝐴(𝑥1
4)(34) , iar aplicând ultima egalitate aceasta conduce la o contradicție. 

Fie 𝐻 = 𝐻14 = ⟨(2354), (25)⟩.  Deoarece (2354) ∈ 𝐻14,  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(2354)

  

ce implică egalitatea 𝐴(𝑥1, 𝑥4, 𝑥2, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)) = 𝑥3. Din (3.12), rezultă 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥3.              (3.149) 

Din 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼1𝑥1 + 𝛼4(𝛼1𝑥1 + 𝑐) + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼4 = 𝐼. Substituind în (3.149) 
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și luând  𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, obținem 𝛼3𝑥2 + 𝐼(𝛼2𝑥2) = 0 ⟺ 𝛼2 = 𝛼3. Prin urmare, (3.12) ia 

forma 𝐴(𝑥1
4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐.  Deoarece (23) ∉ 𝐻14,  avem 𝐴(𝑥1

4) ≠

𝐴(𝑥1
4)(23) , ceea ce este o contradicție, în baza ultimei egalități. 

Fie 𝐻 = 𝐻15 = ⟨(2435), (23)⟩.  Fiindcă (2435) ∈ 𝐻15,  primim 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥1

4),
(2435)

  

ce  implică egalitatea 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥4, 𝑥2) = 𝑥3. Aplicând (3.12), primim  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥2 + 𝑐 = 𝑥3.              (3.150) 

Pentru 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝑐) + 𝑐 = 0 ⟺ 𝛼2 = 𝐼.  Substituind în 

(3.150) și luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0,  obținem 𝐼(𝛼4𝑥4) + 𝛼3𝑥4 = 0 ⟺ 𝛼3 = 𝛼4.  Prin urmare, 

(3.12) ia forma 𝐴(𝑥1
4) = 𝛼1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐.  Deoarece (34) ∉ 𝐻15,  avem 

𝐴(𝑥1
4) ≠ 𝐴(𝑥1

4)(34) , iar aplicând ultima egalitate vom obține o contradicție.□ 

3.6. 𝑻 −Quasigrupuri 𝟒 −are cu exact douăzeci de parastrofi distincți 

Pentru a obține caracterizarea 𝑇-formei 4-𝑇-quasigrupurilor cu exact 20 de parastrofi  

distincți, considerăm toate subgrupurile de ordinul 6 ale grupului 𝑆5. Acest grup are 30 astfel de 

subgrupuri și anume: 

1)  10 subgrupuri izomorfe grupului 𝑍6: 

 𝐻1 = ⟨(123)(45)⟩, 𝐻2 = ⟨(124)(35)⟩, 𝐻3 = ⟨(125)(34)⟩, 𝐻4 = ⟨(134)(25)⟩, 

𝐻5 = ⟨(135)(24)⟩, 𝐻6 = ⟨(145)(34)⟩,    𝐻7 = ⟨(234)(15)⟩,  

 𝐻8 = ⟨(235)(14)⟩, 𝐻9 = ⟨(245)(13)⟩, 𝐻10 = ⟨(345)(12)⟩; 

2) 20 subgrupuri izomorfe cu 𝑆3, ce sunt generate de două substituții 𝛼 și 𝛽, de ordinul 

3 și, respectiv 2, incluzând: 

2a) 10 subgrupuri, unde 𝛽 este transpoziție: 

 𝐻11 = ⟨(123), (12)⟩,   𝐻12 = ⟨(124), (12)⟩, 𝐻13 = ⟨(134), (13)⟩, 

 𝐻14 = ⟨(125), (12)⟩, 𝐻15 = ⟨(135), (13)⟩,   𝐻16 = ⟨(145), (14)⟩, 

 𝐻17 = ⟨(234), (23)⟩, 𝐻18 = ⟨(235), (23)⟩, 𝐻19 = ⟨(245), (24)⟩, 

𝐻20 = ⟨(345), (34)⟩; 

2b) 10 subgrupuri unde 𝛽 este produs de două transpoziții independente; 

 𝐻21 = ⟨(123), (12)(45)⟩,   𝐻22 = ⟨(124), (12)(35)⟩,  𝐻23 = ⟨(125), (12)(34)⟩, 

𝐻24 = ⟨(134), (13)(25)⟩, 𝐻25 = ⟨(135), (13)(24)⟩,   𝐻26 = ⟨(145), (14)(23)⟩, 

𝐻27 = ⟨(234), (23)(15)⟩, 𝐻28 = ⟨(235), (23)(14)⟩, 𝐻29 = ⟨(245), (13)(24)⟩, 

𝐻30 = ⟨(345), (34)(12)⟩. 

Teorema 3.6.1. Fie (Q, A) un 4 − 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 −grupul  (𝑄,+) și fie 𝐻 ∈ {𝐻𝑖, 𝑖 =
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11, 20},  unde 𝐻 = {𝜎 ∈  𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴}.  Atunci există 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+)  și un element 𝑐 ∈  𝑄, 

astfel încât 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛽 ≠ 𝐼, 𝛼𝑐 + 𝑐 ≠ 0, 𝛽𝑐 + 𝑐 ≠ 0, 𝐼𝑥 = −𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄, unde 0 este 

elementul neutru al grupului abelian (𝑄,+),  astfel încât  (𝑄, 𝐴) are una dintre următoarele 

𝑇 −forme: 

𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛽, 𝑐), 𝑇2 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝛼, 𝛽, 𝛼, 𝑐), 𝑇3 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛽, 𝛼, 𝛼, 𝑐), 

𝑇4 = ((𝑄,+), 𝛽, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐), 𝑇5 = ((𝑄, +), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝛽, 𝑐),   𝑇6 = ((𝑄, +), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝛽, 𝑐), 

𝑇7 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝛽, 𝐼, 𝑐), 𝑇8 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝛽, 𝑐), 𝑇9 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝛽, 𝐼, 𝑐), 

𝑇10 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝛽, 𝐼, 𝐼, 𝑐). 

Demonstrație. Fie (Q, A) un 4 − 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 −forma 𝑇 = ((𝑄, +), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝑐) și fie 

𝐻 ∈ {𝐻𝑖, 𝑖 = 11, 20 }, unde 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5 |
𝜎𝐴 = 𝐴}. 

1) Dacă 𝐻 =  𝐻11  = ⟨(123), (12)⟩  =  {𝜀, (123), (132), (12), (13), (23)}, atunci avem  

(12), (13) ∈ 𝐻, prin urmare 𝐴 =(12) 𝐴 și 𝐴 = 𝐴
(13)

, de unde obținem: 

 {
𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐
𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐

⇔ 

{
𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1
𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1.

 

Luând 𝑥1 = 0, ultimele două egalități implică 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3. Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼 și  

𝛼4 = 𝛽, operația 𝐴 ia forma: 

𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐, 

unde 4 − tupla (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) este notată prin (𝑥1
4). 

Deoarece (14) ∉ 𝐻11, avem: 

𝐴 ≠ 𝐴
(14) ⇔ 𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥4 ≠ 𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥4 ⇔ 𝛼(𝑥1 − 𝑥4) ≠ 𝛽(𝑥1 − 𝑥4), 

Prin urmare 𝛼 ≠ 𝛽. Deasemenea, (15) ∉ 𝐻11 ⇒ 𝐴 ≠ 𝐴
(15) ⇒ 𝐴(𝐴(𝑥1

4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ≠ 𝑥1  ⇒ 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1. 

Notând 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐 prin 𝑦 din ultima inegalitate obținem: 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝑦) + 𝑦 ≠ 𝑥1, 

care pentru 𝛼 = 𝐼, implică −(−𝑥1 + 𝑦) + 𝑦 ≠  𝑥1 ⇔ 𝑥1 ≠ 𝑥1, ceea ce este o contradicție. Prin 

urmare, 𝛼 ≠ 𝐼. 

Analogic, deoarece (45) ∉ 𝐻11 avem: 

𝐴 ≠ 𝐴
(45) ⇒ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝐴(𝑥1

4)) ≠ 𝑥4 ⇔ 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 ≠ 𝑥4. 

Notând 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 prin 𝑦 din ultima inegalitate avem: 
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𝑦 + 𝛽(𝑦 + 𝛽𝑥4) ≠  𝑥4, 

ce implică 𝛽 ≠ 𝐼 (pentru 𝛽 = 𝐼 primim 𝑥4 ≠ 𝑥4, ceea ce este o contradicție). 

2) Fie 𝐻 = 𝐻12 = ⟨(124), (12)⟩ = {𝜀, (124), (142), (12), (24), (14)}.  

Atunci (12), (14) ∈ 𝐻,  adică 𝐴 = 𝐴
(12)

 și 𝐴 = 𝐴
(14)

,  astfel 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1 și 

𝛼1𝑥1 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼4𝑥1, ce  implică 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼4.  Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼4 = 𝛼 și 𝛼3 =

𝛽,  primim 𝑇 −forma: 𝑇2 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛽, 𝛼, 𝑐).  

Așa cum (13), (15) și (35) nu aparțin 𝐻12,  avem: 𝐴 ≠ 𝐴
(13) , 𝐴 ≠ 𝐴

(15)
 și 𝐴 ≠ 𝐴

(35)
,  prin 

urmare:  

𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥3 ≠ 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥1, 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1, 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥3, 

ceea ce implică, analogic p. 1), 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼 și 𝛽 ≠ 𝐼, respectiv. 

3) 𝐻 = 𝐻13 = ⟨(134), (13)⟩ = {𝜀, (134), (143), (13), (34), (14)}.  Utilizând faptul că 

(13), (14) ∈ 𝐻13, obținem 𝐴 = 𝐴
(13)

 și 𝐴 = 𝐴
(14)

, de unde avem 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1 

și 𝛼1𝑥1 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼4𝑥1, ceea ce implică 𝛼1 = 𝛼3 = 𝛼4. Notând 𝛼1 = 𝛼3 = 𝛼4  prin 𝛼  

și 𝛼2 prin 𝛽,  primim că 𝑇 −forma quasigrupului este ((𝑄,+), 𝛼, 𝛽, 𝛼, 𝛼, 𝑐) = 𝑇3. 

Din faptul că (12), (15) și (25) nu aparțin 𝐻13,  adică 𝐴 ≠ 𝐴
(12)

, 𝐴 ≠ 𝐴
(15)

 și 𝐴 ≠ 𝐴
(25)

, 

obținem: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 ≠ 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1, 

 𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛽𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1, 

𝛼𝑥1 + 𝛽(𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥2, 

ce implică 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼 și 𝛽 ≠ 𝐼. 

4) 𝐻 = 𝐻14 = ⟨(125), (12)⟩ = {𝜀, (125), (12), (152), (25), (15)}. Deoarece (12), (15) ∈ 𝐻12, 

avem  𝐴 = 𝐴
(12)

 și 𝐴 = 𝐴
(15)

, adică 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1,                                                (3.151) 

 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1      (3.152) 

Substituind 𝑥2 = 0 în  (3.152), obținem  

  𝛼1 = 𝛼2.                                                                  (3.153) 

Pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, (3.152) implică 

𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.                                                             (3.154) 

Utilizând (3.153) și (3.154), și luând 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0 în (3.152), primim  



91 
 

𝛼1(𝛼2𝑥2) = 𝐼(𝛼2𝑥2), 

adică 𝛼1 = 𝐼,  deci  

𝛼1 = 𝛼2 = 𝐼.                                                             (3.155) 

Notând  𝛼3 = 𝛼 și 𝛼4 = 𝛽, obținem 𝑇 −forma 𝑇4 = ((𝑄, +), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝛽, 𝑐).  

Acum, utilizând faptul că transpozițiile (23), (35), (14) nu aparțin 𝐻14, avem inegalitățile: 

𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 ≠ 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2, 

𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝛽𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥3, 

  𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽(𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 ≠ 𝑥4, 

ce implică 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼 și 𝛽 ≠ 𝐼, respectiv. 

5) 𝐻 = 𝐻15 = ⟨(135), (13)⟩ = {𝜀, (135), (13), (35), (15), (153)}.  Punând (13), (15) ∈ 𝐻15, 

avem: 𝐴
(13)

= 𝐴 și 𝐴
(15)

= 𝐴, adică 

    𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1,                                                (3.156) 

𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1.     (3.157) 

Egalitatea (3.156) implică  

  𝛼1 = 𝛼3,                                                                 (3.158) 

și (3.157) implică 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0 (𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0). Utilizând egalitatea 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0 și 

punând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0 în (3.157), primim  

𝛼1(𝛼4𝑥4) + 𝛼4𝑥4 = 0, 

 adică 𝛼1 = 𝐼. Conform (3.158), 𝛼1 = 𝛼3 = 𝐼, atunci notând 𝛼2 = 𝛼 și 𝛼4 = 𝛽, primim 𝑇5 =

((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝛽, 𝑐). 

Deoarece (24), (25) și (45) nu aparțin 𝐻15, au loc următoarele inegalități:   

𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥4 ≠ 𝛼𝑥4 + 𝛽𝑥2, 

  𝐼𝑥1 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥2, 

  𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛽(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 ≠ 𝑥4,  

ce implică, respectiv, 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛽 ≠ 𝐼. 

6) 𝐻 = 𝐻16 = ⟨(145), (14)⟩ = {𝜀, (145), (154), (14), (14), (45)}.  Din (14), (15) ∈ 𝐻16 reiese 

𝐴 = 𝐴
(14)

 și 𝐴 = 𝐴
(15)

, adică 

𝛼1𝑥1 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼4𝑥1, 

 𝛼1(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1,      (3.159) 

ce implică, respectiv 𝛼1 = 𝛼4 și 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0.  Utilizând ultima egalitate în (3.159) și punând 

𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼1(𝛼2𝑥2) = 𝐼(𝛼2𝑥2), ∀𝑥2 ∈ 𝑄, adică 𝛼1 = 𝐼, prin urmare  

𝛼1 = 𝛼4 = 𝐼.                                                               (3.160) 

Notând 𝛼2 = 𝛼 și 𝛼3 = 𝛽,  primim 𝑇6 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝛽, 𝐼, 𝑐). 
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Acum, utilizând faptul că (23), (25) și (35) nu aparțin 𝐻16, primim inegalitățile  

𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 ≠ 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥2, 

𝐼𝑥1 + 𝛼(𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐) + 𝛽𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥3, 

 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽(𝐼𝑥1 + 𝛼 𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥3,  

ce implică, respectiv, 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛽 ≠ 𝐼. 

7)  𝐻17 = ⟨(234), (23)⟩ = {𝜀, (234), (243), (23), (24), (34)}.  Din condiția că (23), 

(24), (34) ∈ 𝐻17  au loc egalitățile: 𝐴 = 𝐴
(23)

, 𝐴 = 𝐴
(24)

, 𝐴 = 𝐴
(34)

, adică  𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 =

𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2, 

𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼2𝑥4 + 𝛼4𝑥2, 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥3, ce implică: 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4. 

Notând  𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = 𝛼 and 𝛼1 = 𝛽, primim 𝑇 −forma: 𝑇7 = ((𝑄,+), 𝛽, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐). 

Inegalitățile 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛽 ≠  𝐼  și 𝛼 ≠ 𝐼  reies, respectiv, din condițiile că (12) ∉  𝐻17, (15) ∉

 𝐻17, (25) ∉ 𝐻17,  astfel: 

𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥2 ≠ 𝛽𝑥2 + 𝛼𝑥1, 

 𝛽(𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1, 

 𝛽𝑥1 + 𝛼(𝛽𝑥2 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥2. 

8) 𝐻 = 𝐻18 = ⟨(235), (23)⟩ = {𝜀, (235), (23), (35), (253), (25)}. Din(23), (35) ∈ 𝐻18, avem 

𝐴 = 𝐴
(23)

 și 𝐴 = 𝐴
(35)

, prin urmare  

𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2,  

  𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3,             (3.161) 

ce implică, respectiv,  

 𝛼2 = 𝛼3                                                             (3.162) 

și 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0.  Utilizând ultima egalitate și punând 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0  în (3.161), avem 

𝛼3(𝛼1𝑥1) = 𝐼(𝛼1𝑥1), ce implică 𝛼3 = 𝐼, astfel (conform (3.152)), 𝛼1 = 𝛼3 = 𝐼. Notând 𝛼2 =

𝛼 și 𝛼4 = 𝛽, primim 𝑇 = 𝑇8 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝛽, 𝑐). 

Utilizând 𝑇8 și faptul că (14) ∉ 𝐻18, (15) ∉ 𝐻18 și (45) ∉ 𝐻18, obținem inegalitățile: 

𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥4 ≠ 𝛼𝑥4 + 𝛽𝑥1, 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝐼 𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1, 

𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛽(𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 ≠ 𝑥4, 

ce implică, respectiv, 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼 și 𝛽 ≠ 𝐼. 

8) 𝐻 = 𝐻19 = ⟨(245), (24)⟩ = {𝜀, (245), (254), (24), (25), (25), (45)}.  

Din (24), (25) ∈ 𝐻19 urmează, respectiv,  

𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼2𝑥4 + 𝛼4𝑥2, 
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𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥2,            (3.163)  

ce implică, 𝛼2 = 𝛼4  și 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0.  Utilizând egalitatea 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0  și punând 𝑥1 = 𝑥2 =

𝑥4 = 0  în (3.163), primim 𝛼2(𝛼3𝑥3) = 𝐼(𝛼3𝑥3),  astfel 𝛼2 = 𝐼,  adică 𝛼2 = 𝛼4 = 𝐼.  Notând 

𝛼1 = 𝛼 și 𝛼3 = 𝛽, obținem 𝑇 −forma 𝑇9 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝛽, 𝐼, 𝑐). Acum, utilizând 𝑇9 și faptul 

(13) ∉ 𝐻19, (15) ∉ 𝐻19 și (45) ∉ 𝐻19  obținem inegalitățile: 

𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥3 ≠ 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥1, 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1,  

𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛽(𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥3 + 𝑐 ≠ 𝑥3,  

ce implică, respectiv, 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛽 ≠ 𝐼, 𝛼 ≠ 𝐼. 

10) 𝐻 = 𝐻20 = ⟨(345), (34)⟩ = {𝜀, (345), (354), (54), (35), (45)}. Deoarece(34), (35) ∈ 𝐻20, 

avem 𝐴 = 𝐴
(34)

 și 𝐴 = 𝐴
(35)

,  adică  

𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥3, 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3,              (3.164) 

ceea ce implică, respectiv, 𝛼3 = 𝛼4 și 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0. Utilizând egalitatea 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0 și punând 

𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0 în (3.164), obținem 𝛼3(𝛼4𝑥4) = 𝐼(𝛼4𝑥4), astfel 𝛼3 = 𝐼, adică 𝛼3 = 𝛼4 = 𝐼. 

Notând 𝛼1 = 𝛼  și 𝛼2 = 𝛽  primim 𝑇 −forma  𝑇20 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝛽, 𝐼, 𝐼, 𝑐). Inegalitățile 𝛼 ≠ 𝛽, 

𝛼 ≠ 𝐼 și 𝛽 ≠ 𝐼 reies nemijlocit din faptul că (12) ∉ 𝐻20, (15) ∉ 𝐻20 și (25) ∉ 𝐻20, (utilizând 

𝑇 −forma 𝑇10), adică din următoarele inegalități, respectiv: 

𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2 ≠ 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥1, 

    𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐) + 𝛽𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥1, 

    𝛼𝑥1 + 𝛽(𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐) + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ≠ 𝑥2.  □ 

Propoziția 3.6.1.  4 − 𝑇 −quasigrupul (𝑄, 𝐴) cu 𝑇 −forma 𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛽, 𝑐 ), unde 

𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛽 ≠ 𝐼, 𝐼(𝑥) = −𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄, are exact 20 de parastrofi distincți. 

Demonstrație. Este suficient de arătat că 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴
𝜎 = 𝐴} este subgrup de ordinul șase. 

Dacă 𝑇1 este 𝑇 −forma 4 − 𝑇 −quasigrupului (Q, A), atunci  

𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐, ∀𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ 𝑄, 

Astfel încât 𝐴𝜎 = 𝐴, ∀ 𝜎 ∈ 𝑆5′,  unde 𝑆5′ = {𝜎 ∈ 𝑆5|𝜎(4) = 4, 𝜎(5) = 5},  adică 𝑆5
′ ⊆ 𝐻. 

Luând în considerare faptul că {𝑆5
′𝜏|𝜏 ∈ 𝑆5}: 

𝑈 = {𝜀, (14), (24), (34), (15), (25), (35), (45), (14)(25), (14)(35), (15)(24), 

 (15)(34), (24)(35), (25)(34), (145), (154), (245), (254), (345), (354)}. 

Dacă 𝜏 ∈ 𝑈, atunci 𝛽 ∈ 𝑆5
′𝜏 ⇔ ∃𝜎 ∈ 𝑆5

′ : 𝛽𝜎𝜏 ⇔ 𝐴
𝛽

= 𝐴𝜎𝜏 = ( 𝐴𝜎 )𝜏 = 𝐴𝜏 . 

Vom demonstra mai jos că 𝜏 ∉ 𝐻, ∀𝜏 ∈ 𝑈 ∖ {𝜀}, adică că 𝐻 = 𝑆5′. 
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Dacă (14) ∈ 𝐻,  atunci: 𝐴 = 𝐴
(14)

⇔ 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐 = 𝛼𝑥4 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 +

𝛽𝑥1 + 𝑐 ⇒ 𝛼 = 𝛽, ceea ce este o contradicție, deoarece (14) ∉ 𝐻. 

În mod analog, 𝛼 ≠ 𝛽  implică (24) ∉ 𝐻 și (34) ∉ 𝐻. 

Dacă (15) ∈ 𝐻  atunci 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(15) (𝑥1
4) ⇔ 𝐴(𝐴(𝑥1

4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥2 ⇔ 𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 +

𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1. Notând 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐  prin 𝑦,  primim 

𝛼(𝛼𝑥1 + 𝑦) + 𝑦 = 𝑥1, care (pentru 𝑥1 = 0) implică 𝛼 = 𝐼- ceea ce este o cantrazicere, astfel 

(15) ∉ 𝐻.  

În mod analog obținem (25) ∉ 𝐻 și (35) ∉ 𝐻. De asemenea,  

𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(45) (𝑥1
4) ⇔ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)) = 𝑥4 ⇔ 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥4. 

Notând 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑥 = 𝑦  în ultima egalitate primim: 𝛽(𝛽𝑥4 + 𝑦) + 𝑦 = 𝑥4,  care 

(pentru 𝑥4 = 0) implică 𝛽 = 𝐼 − ceea ce este o contradicție,  deoarece (45) ∉ 𝐻. 

Dacă (14)(35) ∈ 𝐻, atunci:  

𝐴 = 𝐴
(14)(35)

⇔ 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(34) (𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) ⇔ 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝐴(𝑥1
4), 𝑥1) = 𝑥3 

𝛼𝑥4 + 𝛼𝑥2 + 𝛼(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝛽𝑥1 + 𝑐 = 𝑥3.           (3.165) 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4  în ultima egalitate  rezultă 𝛼𝑐 + 𝑐 = 0.  Utilizând 𝛼𝑐 + 𝑐 = 0  și 

atribuind 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0 în (3.165) obținem 𝛼(𝛼𝑥2) = 𝐼(𝛼𝑥2), adică 𝛼 = 𝐼,ceea ce este o 

contradicție, așa cum (14)(35) ∉ 𝐻.  În mod analog obținem (14)(25) ∉ 𝐻,  (15)(24) ∉ 𝐻, 

(15)(34) ∉ 𝐻, (24)(35) ∉ 𝐻 și (25)(34) ∉ 𝐻. 

Dacă (145) ∈ 𝐻, atunci: 𝐴 = 𝐴
(145)

⇔ 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥3, 𝐴(𝑥1
4)) = 𝑥1 ⇔ 

𝛼𝑥4 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥1.                      (3.166) 

Luând în (3.166) 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0 rezultă 𝛽𝑐 + 𝑐 = 0. Utilizând egalitatea 𝛽𝑐 + 𝑐 = 0 

și atribuind 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0 în (3.166), obținem 𝛽(𝛼𝑥2) = 𝐼(𝛼𝑥2), ce implică 𝛽 = 𝐼, ce este 

o contradicție, deoarece (145) ∉ 𝐻. 

Analog obținem că fiecare dintre substituțiile:  (154), (245), (254), (345), (354) nu 

aparține 𝐻.  Prin urmare, 𝐻 = 𝑆5
′ ≅ 𝑆3, adică (Q, A) are exact 20 de parastrofi distincți.□ 

Corolarul 3.6.1. 4 − 𝑇 − quasigrupul (Q, A), unde {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴 = 𝐴𝜎 }  = ⟨(123), (23)⟩,  are 

exact 20 de parastrofi distincți dacă și numai dacă există 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+) și un element 𝑐 ∈  𝑄, 

astfel încât (Q, A) are 𝑇 − forma ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛽, 𝑐),  unde 𝛼 ≠ 𝛽, 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛽 ≠ 𝐼, 𝐼(𝑥) =

−𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄. 

Teorema 3.6.2. Nu există 4 − 𝑇 −quasigrupuri (Q, A), astfel încât grupul 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴 =
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𝐴𝜎 } este izomorf cu ℤ6. 

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝐴) un 4 − 𝑇 −quasigrup cu 𝑇 − forma ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝑐) , și fie 

𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴 = 𝐴𝜎 }. Grupul 𝑆5 are 10 subgrupuri izomorfe cu ℤ6: 𝐻𝑖 , 1, 10. Vom arăta mai 

jos că 𝐻 ≠ 𝐻𝑖, pentru orice 𝑖 = 1, 10.  

       Fie 𝐻 = 𝐻1 = ⟨(123)(45)⟩ = {𝜀, (123)(45), (132), (45), (123), (132)(45)}. Așa cum 

(123) ∈ 𝐻1, avem 𝐴 = 𝐴
(123)

⇔ 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴(𝑥3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥4), care implică  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2.                                 (3.167) 

Punând 𝑥1 = 𝑥3 = 0,  și respectiv 𝑥1 = 𝑥2 = 0,  în (3.167) prim 𝛼2 = 𝛼3  și 𝛼1 = 𝛼3,  adică 

𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3.  Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼,  obținem 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛼4, 𝑐), adică 

𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐.  De asemenea, (45) ∈ 𝐻1,  astfel 𝐴(𝑥1

4) = 𝐴
(45) (𝑥1

4), 

adică 𝑥4 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝐴(𝑥1
4)) ⇔ 

 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4(𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐) + 𝑐 = 𝑥4,                     (3.168)  

care (pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0) implică 𝛼4𝑐 + 𝑐 = 0. Utilizând ultima egalitate în (3.6.18) 

și punând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0,  avem 𝛼4(𝛼(𝑥3)) = 𝐼(𝛼𝑥3),  adică 𝛼4 = 𝐼,  prin urmare 𝑇 =

((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝐼, 𝑐). Însă 4 − 𝑇 −quasigrupul (Q, A) cu  așa 𝑇 − 𝑓ormă satisface, de exemplu, 

egalitatea 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(12) (𝑥1
4) și (12) ∉ 𝐻1, prin urmare 𝐻 ≠ 𝐻1. 

Fie 𝐻 = 𝐻2 = ⟨(124)(35)⟩ = {𝜀, (124)(35), (1142), (35), (124), (142)(35)}Deoarece 

(124) ∈ 𝐻, avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(124) (𝑥1
4) ⇔ 𝐴(𝑥1

4) = 𝐴(𝑥4, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥2), ce implică  

 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼4𝑥2.                                   (3.169) 

Pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 0 și respectiv 𝑥1 = 𝑥4 = 0, în (3.169), obținem 𝛼1  = 𝛼2 = 𝛼4. 

Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼4 = 𝛼,  avem 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼3, 𝛼, 𝑐),  adică 𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 +

𝛼𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐,  ceea ce implică, în particular, 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(12) (𝑥1
4) - o contradicție, 

deoarece (12) ∉ 𝐻2, deci 𝐻 ≠ 𝐻2. 

Fie 𝐻 = 𝐻3 = ⟨(125)(34)⟩ = {𝜀, (125)(34), (152), (34), (125), (152)(34)}. Așa cum 

(34) ∈ 𝐻3  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(34)
(𝑥1

4),  ceea ce implică 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼3𝑥4 + 𝛼4𝑥3,  astfel 

(luând 𝑥4 = 0)  𝛼3 = 𝛼4. Notând  𝛼3 = 𝛼4 = 𝛼  și considerând (125) ∈ 𝐻3,  atunci 𝐴(𝑥1
4) =

𝐴
(125) (𝑥1

4), de unde rezultă 𝐴(𝑥2, 𝐴(𝑥1
4), 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1, adică   

𝛼1𝑥2 + 𝛼2(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐) + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 = 𝑥1,                   3.170) 

care (pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0) implică 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0. Utilizând ultima egalitate în (3.170) 

și luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0, avem 𝛼2(𝛼𝑥3) = 𝐼(𝛼𝑥3), adică 𝛼2 = 𝐼. 

Deasemenea, pentru 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, egalitatea (3.170) implică 
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𝛼2
2𝑥2 = 𝐼(𝛼1𝑥2) ⇔ 𝑥2 = 𝐼(𝛼1𝑥2), 

adică 𝛼1 = 𝐼, prin urmare, 𝑇 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝛼, 𝑐). În particular, obținem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(12) (𝑥1
4), 

ceea ce este imposibil, deoarece (12) ∉ 𝐻3. 

Fie 𝐻 = 𝐻4 = ⟨(134)(25)〉 = {𝜀, (134)(25), (143), (25), (134), (143)(25)}.  Pentru 

(134) ∈ 𝐻4 avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(134) (𝑥1
4) ⇔ 𝐴(𝑥1

4) = 𝐴(𝑥4, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3), prin urmare,  

𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥3.                          (3.171) 

Luând 𝑥1 = 𝑥3 = 0 și, respectiv 𝑥1 = 𝑥4 = 0, în (3.171) rezultă 𝛼1 = 𝛼4 și 𝛼3 = 𝛼4, atunci 

𝛼1 = 𝛼3 = 𝛼4. 

Notând 𝛼1 = 𝛼3 = 𝛼4 = 𝛼,  obținem 𝑇 − forma 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼2, 𝛼, 𝛼, 𝑐),  atunci 𝐴(𝑥1
4) =

𝛼𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐,  ce implică, de exemplu, 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(13) (𝑥1
4)  – o contradicție, 

deoarece (13) ∉ 𝐻4, atunci 𝐻 ≠ 𝐻4. 

Fie 𝐻 = 𝐻5 = ⟨(135)(24)⟩ = {𝜀, (135)(24), (153), (24), (135), (153)(24)}.  Din 

faptul că(24) ∈ 𝐻5 avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(24) (𝑥1
4), adică 𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼2𝑥4 + 𝛼4𝑥2, care implică 

𝛼2 = 𝛼4. Notând 𝛼2 = 𝛼4 = 𝛼 și considerând 𝐴 = 𝐴
(135)

⇔ 𝐴(𝐴(𝑥1
4), 𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) = 𝑥3 ⇔  

𝛼1
2 + (𝛼𝛼1)𝑥2 + (𝛼3𝛼1)𝑥3 + (𝛼𝛼1)𝑥4 + 𝛼1𝑐 + 𝛼𝑥2 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3.           (3.172) 

Luând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0  și, respectiv 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  obținem 𝛼1 = 𝛼3 = 𝐼,  atunci 

𝐴(𝑥1
4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐, care implică 𝐴(𝑥1

4) = 𝐴(𝑥1
4)

(13)
, unde (13) ∉ 𝐻5. 

Fie 𝐻 = 𝐻6 = ⟨(145)(23)⟩ = {𝜀, (145)(23), (154), (23), (145), (154)(23)}.  Pentru (23) ∈

𝐻  adică  𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(23) (𝑥1
4),  primim  𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2,  astfel 𝛼2 = 𝛼3.  Notând 

𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼, reiese 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼, 𝛼, 𝛼4, 𝑐).  

Deoarece (145) ∈ 𝐻6, astfel 𝐴 = 𝐴
(145)

⇔  𝐴(𝐴(𝑥1
4), 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1) = 𝑥4 ⇔ 

𝛼1
2 + (𝛼𝛼1)𝑥2 + (𝛼𝛼1)𝑥3 + (𝛼4𝛼1)𝑥4 + 𝛼1𝑐 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐 = 𝑥4,          (3.173)  

care (pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0) implică 𝛼1𝑐 + 𝑐 = 0. 

Utilizând ultima egalitate și luând, respectiv, 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0 și 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0 în 

(3.173), obținem 𝛼1 = 𝛼4 = 𝐼, prin urmare, 𝐴(𝑥1
4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐 ce implică, în 

particular, 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(14) (𝑥1
4) − contradicție, deoarece (14) ∉ 𝐻6.  

    𝐻 = 𝐻7 = ⟨(234)(15)⟩ = {𝜀, (234)(15), (243), (15), (234), (15)(243)}. Din (234) ∈ 𝐻7 

reiese 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(234) (𝑥1
4), prin urmare,  

𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥3.                         (3.174) 

Considerând 𝑥2 = 𝑥3 = 0 și, respectiv 𝑥2 = 𝑥4 = 0, în (3.174), obținem 𝛼2 = 𝛼4 și 𝛼3 = 𝛼4, 

deoarece 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4.  
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Notând 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = 𝛼, primim 𝐴(𝑥1
4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐, ce implică,  

de exemplu, 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(23) (𝑥1
4) − contradicție, deoarece (23) ∉ 𝐻7. 

     𝐻 = 𝐻8 = ⟨(14)(235)⟩ = {𝜀, (14)(235), (253), (14), (235), (14)(253)}. Din (14) ∈ 𝐻8, 

primim 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(14) (𝑥1
4),  reiese 𝛼1𝑥1 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼4𝑥1,  astfel 𝛼1 = 𝛼4.  Deasemenea 

(235) ∈ 𝐻8 ⇒ 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(235) (𝑥1
4) ⇔ 𝐴(𝑥1, 𝐴(𝑥1

4), 𝑥2, 𝑥4) = 𝑥3 ⇔ 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1) + 𝛼2
2(𝛼3𝑥3) + 𝛼2(𝛼1𝑥4) + 𝛼2𝑐 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐 = 𝑥3,   (3.175) 

ce implică 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0.  Utilizând ultima egalitate și punând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0  și, respectiv 

𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0,  în (3.175) avem 𝛼2 = 𝛼3 = 𝐼.  Notând 𝛼1 = 𝛼4 = 𝛼 obținem 𝐴(𝑥1
4) =

𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐,  ce implică, în particular, 𝐴 = 𝐴
(23)

−  contradicție, deoarece 

(23) ∉ 𝐻8. 

Fie 𝐻 = 𝐻9 = ⟨(13)(245)⟩ = {𝜀, (13)(245), (254), (13), (245), (13)(254)}. Deoarece 

(13) ∈ 𝐻9  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(13) (𝑥1
4)  ce implică 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥1,  prin urmare, 

𝛼1 = 𝛼3. La fel, (245) ∈ 𝐻9, astfel 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(245) (𝑥1
4), de unde reiese    

𝛼1𝑥1 + 𝛼2(𝛼1𝑥1) + 𝛼2
2𝑥2 + 𝛼2(𝛼1𝑥3) + 𝛼2(𝛼4𝑥4) + 𝛼2𝑐 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥2 + 𝑐 = 𝑥4,   (3.176) 

ce implică 𝛼2𝑐 + 𝑐 = 0.  Acum, utilizând ultima egalitate și punând 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥4 = 0  și, 

respectiv 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0, în (3.176) primim 𝛼2 = 𝛼4 = 𝐼. 

Notând 𝛼2 = 𝛼4 = 𝐼  obținem  𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝑐,  astfel 𝐴 = 𝐴

(24)
, 

ceea ce este o contradicție, deoarece (24) ∉ 𝐻9. 

        Fie  𝐻 = 𝐻10 = ⟨(12)(345)⟩ = {𝜀, (12)(345), (354), (12), (12)(354), (345)}. Din 

(12) ∈ 𝐻10, adică 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(12) (𝑥1
4), reiese 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 = 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥1, adică 𝛼1 = 𝛼2. 

Deasemenea (345) ∈ 𝐻10, adică 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(345) (𝑥1
4) ⇔ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝐴(𝑥1

4), 𝑥3) = 𝑥4 ⇔ 𝛼1𝑥1 +

𝛼2𝑥2 + 𝛼3(𝛼1𝑥1) + 𝛼3(𝛼2𝑥2) + 𝛼3(𝛼3𝑥3) + 𝛼3(𝛼4𝑥4) + 𝛼3𝑐 + 𝛼4𝑥3 + 𝑐 = 𝑥4,         (3.177) 

care (pentru 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0) implică 𝛼3𝑐 + 𝑐 = 0.  

Utilizând ultima egalitate și punând 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 0 și, respectiv 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, 

în (3.177), obținem 𝛼3 = 𝛼4 = 𝐼.  Notând 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼,  avem 𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 +

𝐼𝑥4 + 𝑐, ce implică în particular 𝐴 = 𝐴
(34)

 - contradicție, atunci 𝐻 ≠ 𝐻10.□ 

Teorema 3.6.3.  Nu există 4 − 𝑇 −quasigrupuri (𝑄, 𝐴) astfel încât 𝐻 ∈  {𝐻21, 𝐻22, . . . , 𝐻30}, 

unde 𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴 = 𝐴𝜎 }. 

Demonstrație. În acest caz subgrupul 𝐻 este generat de două substituții 𝛼 și 𝛽, de ordinul 3 și, 

respectiv 2, unde 𝛽 este produsul a două transpoziții independente. Demonstrația teoremei este 
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analogică demonstrației Teoremei 3.6.2. Vom demontra că fiecare egalitate 𝐻 =  𝐾, unde 𝐾 ∈

{ 𝐻21, 𝐻22, … , 𝐻30}, conduce la o contradicție. 

Fie (𝑄, 𝐴)  un 4 − 𝑇 − quasigrup cu 𝑇 − forma 𝑇 =  ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝑐)  și fie 

𝐻 = {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴 = 𝐴𝜎 }.  

       Dacă 𝐻 = 𝐻21 = ⟨(123), (12)(45)⟩,  atunci (123) ∈ 𝐻, adică 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(123) (𝑥1
4), 

astfel 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2.  Luând 𝑥1 = 𝑥2 =  0  și respectiv, 𝑥1 =

 𝑥3 = 0,  în egalitatea precedentă, avem 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3,  prin urmare, 𝑇 =

((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼1, 𝛼1, 𝛼4, 𝑐) ce implică, în particular, 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(12) (𝑥1
4) – contradicție, deoarece 

(12) ∉ 𝐻. 

Fie 𝐻 = 𝐻22 = ⟨(124), (12)(35)⟩,  atunci (124) ∈ 𝐻,  adică 𝐴(𝑥1
4) = 𝐴

(124) (𝑥1
4),  prin 

urmare, 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼4𝑥2.  Din ultima egalitate rezultă 𝛼1 = 𝛼2 =

𝛼4  și 𝑇 =  ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼1, 𝛼3, 𝛼1, 𝑐), ce implică  𝐴 = 𝐴
(12)

 – o contradicție, deoarece (12) ∉

𝐻. 

Dacă 𝐻 = 𝐻23 = ⟨(125), (12)(34)⟩,  atunci (123) ∈ 𝐻,  prin urmare, 𝐴(𝑥1
4) =

𝐴
(12)(34) (𝑥1

4),  ce implică 𝛼1 = 𝛼2  și 𝛼3 = 𝛼4, adică 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼1, 𝛼3, 𝛼3, 𝑐).  În 

particular, obținem 𝐴(𝑥1
4)  =  𝐴

(12) (𝑥1
4) - contradicție, deoarece (12) ∉ 𝐻. 

Fie 𝐻 = 𝐻24 = ⟨(134), (13)(25)⟩. Deoarece (134) ∈ 𝐻, avem: 𝐴 = 𝐴
(134)

, astfel  

𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4  = 𝛼1𝑥4 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥3. 

Din egalitatea anterioară rezultă 𝛼1 = 𝛼3 = 𝛼4, adică 𝑇 =  ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼1, 𝛼1, 𝑐)  și, în 

particular, 𝐴(𝑥1
4)  =  𝐴

(13) (𝑥1
4) - contradicție. 

Dacă 𝐻 = 𝐻25 = ⟨(135), (13)(24)⟩, atunci (13)(24) ∈ 𝐻, adică 𝐴 = 𝐴
(13)(24) , astfel  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥2, 

ce implică 𝛼2 = 𝛼4 și 𝛼1 = 𝛼3, prin urmare, 𝑇 =  ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼1, 𝛼2, 𝑐) așa, în particular, 

𝐴 =  𝐴
(13)

 - contradicție, deoarece (13) ∉ 𝐻. 

         Fie 𝐻 = 𝐻26 = ⟨(145), (14)(23)⟩. Fiindcă (14)(23) ∈ 𝐻, avem 𝐴 = 𝐴
(13)(24)

, astfel 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 = 𝛼1𝑥4 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥1, ce implică 𝛼1 = 𝛼4  și  𝛼2 = 𝛼3, 

prin urmare, 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼2, 𝛼1, 𝑐)  și deoarece 𝐴 = 𝐴
(23)

 - contradicție, deoarece 

(23) ∉ 𝐻. 

Fie 𝐻 = 𝐻27 = ⟨(234), (15)(23)⟩. Fiindcă (234) ∈ 𝐻, avem 𝐴 = 𝐴
(234)

, astfel 

𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4  = 𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥3, 
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ce implică 𝛼2  = 𝛼3  = 𝛼4,  adică 𝑇 =  ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼2, 𝛼2, 𝑐)  și, în particular, 𝐴 = 𝐴
(13)

, 

însă (13) ∉ 𝐻. 

        Dacă 𝐻 = 𝐻28 = ⟨(235), (14)(23)⟩,  atunci (14)(23) ∈ 𝐻,  prin urmare, 𝐴 =

 𝐴
(14)(23)

, ce implică 𝛼1 = 𝛼4  și 𝛼2 = 𝛼3, adică 𝑇 =  ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼2, 𝛼1, 𝑐). În particular, 

primim 𝐴 = 𝐴
(14)

 - contradicție, deoarece (14) ∉ 𝐻. 

Dacă 𝐻 =  𝐻29  = ⟨(245), (13)(24)⟩, atunci (13)(24) ∈ 𝐻, prin urmare, 

𝐴 = 𝐴
(13)(24)

,  ce implică  𝛼1 = 𝛼3  și 𝛼2 = 𝛼4,  adică 𝑇 =  ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼1, 𝛼2, 𝑐).  În 

particular, avem 𝐴 = 𝐴
(13)

 ceea ce este imposibil, deoarece (13) ∉ 𝐻. 

        Fie 𝐻 =  𝐻30  = ⟨(345), (12)(34)⟩, atunci (12)(34) ∈ 𝐻, prin urmare, 𝐴 = 𝐴
(12)(34)

, 

ce implică 𝛼1 = 𝛼2  și 𝛼3 = 𝛼4,  adică 𝑇 =  ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼2, 𝑐). În particular, obținem 

𝐴 = 𝐴
(12)

 - contradicție, deoarece (12) ∉ 𝐻.□ 

Exemplul 3.6.1. 4 − 𝑇 −quasigrupul (ℤ5, 𝐴), unde 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 are 

exact 20 de parastrofi distincți. În acest caz 𝐻 =  {𝜎 ∈ 𝑆5| 𝐴 = 𝐴𝜎 } = 𝐻12   =

⟨(124), (12)⟩. Setul maximal de parastrofi distincți este determinată de orice set de reprezentanți 

ai claselor de resturi ale grupului 𝑆5 în raport cu subgrupul H, de exemplu, 

1. 𝐴(𝑥1
4) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2̅𝑥4;  

2. 𝐴
(14) (𝑥1

4) = 𝑥1 + 𝑥2 + 2̅𝑥3 + 𝑥4; 

3. 𝐴
(24) (𝑥1

4) = 𝑥1 + 2̅𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4; 

4. 𝐴
(34) (𝑥1

4) = 2̅𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4; 

5. 𝐴
(15) (𝑥1

4) = 𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 3̅𝑥4;  

6. 𝐴
(25) (𝑥1

4) = 𝑥1 + 4̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 4̅𝑥4; 

7. 𝐴
(35) (𝑥1

4) = 𝑥1 + 3̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 4̅𝑥4;  

8. 𝐴
(45) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 𝑥2 + 4̅𝑥3 + 3̅𝑥4;  

9. 𝐴
(145) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 𝑥2 + 3̅𝑥3 + 4̅𝑥4;  

10. 𝐴
(14)(25) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 𝑥3 + 3̅𝑥4;  

11. 𝐴
(15)(24) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 𝑥4;  

12. 𝐴
(15)(34) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 𝑥3 + 4̅𝑥4;  

13. 𝐴
(14)(35) (𝑥1

4) = 4̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 𝑥4; 

14. 𝐴
(154)

(𝑥1
4) = 3̅𝑥1 + 𝑥2 + 4̅𝑥3 + 4̅𝑥4;  

15. 𝐴
(245) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 𝑥3 + 4𝑥4; 

16. 𝐴
(24)(35) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3 + 𝑥4; 

17. 𝐴
(254) (𝑥1

4) = 3̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 2̅𝑥4; 

18. 𝐴
(25)(34) (𝑥1

4) = 2̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 2̅𝑥4;  

19. 𝐴
(345)

(𝑥1
4) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 3̅𝑥3 + 2̅𝑥4;   

20. 𝐴
(354) (𝑥1

4) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 + 3̅𝑥4. 

Corolarul 3.6.2. Există 4 − 𝑇 −quasigrupuri cu exact 20 de parastrofi distincți de orice ordin 

impar  𝑞 > 1, unde (𝑞, 3) = 1.  

 

3.7. Concluzii la Capitolul 3 
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Capitolul trei se referă la 𝑇 −quasigrupurile 4-are cu un număr exact dat de parastrofi 

distincți.   

Sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup 4-ar să aibă numărul maximal 

dat (atins) de parastrofi distincți egal cu 1, 5, 10 sau 20. De asemenea, se demonstrează că nu există 

𝑇 −quasigrupuri 4 −are cu numărul exact dat de parastrofi distincți k, unde 𝑘 ∈ {2, 6, 15}. 

Sunt prezentate următoarele estimări ale spectrului 4-T-quasigrupurilor finite cu numărul 

exact de parastrofi distincți d, unde 𝑑 ∈ {1, 5, 10, 20}: 

✓ Există 4 − TS − T −quasigrupuri de orice ordin q ∈ ℕ, q ≥ 2. 

✓ Există 4 − T −quasigrupuri cu exact 5 parastrofi distincți pentru orice ordin q, q ≥ 3.  

✓ Pentru orice ordin impar q, q ≥ 3  există 4 − 𝑇 −quasigrupuri cu exact 10 parastrofi 

distincți. 

✓ Există 4 − T −quasigrupuri cu exact 20 de parastrofi distincți de orice ordin impar  q >

1, unde (q, 3) = 1. 
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4.  QUASIGRUPURI TOTAL PARASTROFIC-ORTOGONALE  

Quasigrupurile 𝑛 −are în care seturile maximale de parastrofi distincți formează sisteme 

ortogonale se numesc quasigrupuri total parastrofic-ortogonale. O noțiune analogică a apărut 

inițial în caz binar, fiind introdusă de autoarea tezei, în colaborare cu G. Belyavskaya, unde 

quasigrupurile binare cu toți cei 6 parastrofi ortogonali au fost numite totCO-quasigrupuri (total 

conjugate-orthogonal quasigroups) [18]. Quasigrupurile ternare mediale parastrofic-ortogonale 

au fost studiate de I. Fryz și F. Sokhatsky [59], care au stabilit condiții necesare și suficiente ca un 

quasigrup ternar medial să posede sisteme ortogonale, respectiv puternic ortogonale din șase (toți) 

parastrofi principali, și au demonstrat că, pentru orice 𝑛 > 3,  nu există quasigrupuri 𝑛 −are 

mulțimea parastrofilor principali ai cărora formează un sistem puternic ortogonal.  

În primele trei paragrafe ale acestui capitol sunt studiate quasigrupurile binare, ternare și 

4-are total parastrofic-ortogonale, iar în ultimul paragraf sunt date metode de construcție a 

quasigrupurilor 𝑛 −are parastrofic-ortogonale. 

4.1. Quasigrupuri binare total parastrofic-ortogonale 

Definiția 4.1.1. Quasigrupul binar în care toți cei șase parastrofi formează un sistem ortogonal 

se numește totCO-quasigrup. 

Urmând [9], pentru reprezentarea elementelor grupului simetric 𝑆3  vom utiliza notațiile: 1 – 

substituția identică, 𝑟 = (23),  𝑙 = (13),  𝑠 = (12).  Dacă parastrofii 𝐴𝛼  și 𝐴
𝛽

 ai unui 

quasigrup binar (𝑄, 𝐴) sunt ortogonali, atunci vom mai nota 𝛼 ⊥ 𝛽. Observăm că 𝑠 = 𝑟𝑙𝑟 = 𝑙𝑟𝑙 

și că 𝛼 ⊥ 𝛽 implică 𝑟𝛼 ⊥ 𝑟𝛽, deci obținem:  

𝑟 ⊥  𝑟𝑙 ⇒  1 ⊥  𝑙, 𝑠 ⊥  𝑙𝑟,   𝑙 ⊥  𝑙𝑟 ⇒  1 ⊥ 𝑟, 𝑠 ⊥ 𝑟𝑙,   1 ⊥ 𝑠 ⇒  𝑟 ⊥ 𝑙𝑟, 𝑙 ⊥  𝑟. 

Utilizând implicațiile de mai sus, obținem condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup binar 

să fie un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 − 𝑇 −quasigrup. 

Propoziția 4.1.1. 𝑇 −quasigrupul binar (𝑄, 𝐴), unde 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜑𝑥 + 𝜓𝑦 + 𝑐, 𝑐 ∈ 𝑄, este un 

𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup dacă și numai dacă aplicațiile 𝜑 + 𝜀, 𝜑 − 𝜀, 𝜓 + 𝜀, 𝜓 − 𝜀, 𝜑2 +𝜓, 𝜓2 +

𝜑, 𝜑 − 𝜓, 𝜑 + 𝜓, 𝜓𝜑 − 𝜀 sunt bijecții. 

Demonstrație. Orice doi parastrofi ai unui 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup sunt ortogonali, deci avem: 1 ⊥ 𝑙 

sau 𝑠 ⊥ 𝑙𝑟 ⟹ 𝜑 + 𝜀 ∈ 𝑆𝑄;  𝑟 ⊥ 𝑟𝑙 ⟹ 𝜑 + 𝜀 ∈ 𝑆𝑄 ș𝑖 𝜑 − 𝜀 ∈ 𝑆𝑄 ,  1 ⊥ 𝑟  sau 𝑠 ⊥ 𝑟𝑙  ⟹𝜓+

𝜀 ∈ 𝑆𝑄, 𝑙 ⊥ 𝑙𝑟 ⟹ 𝜓 + 𝜀 ∈ 𝑆𝑄  și 𝜓 − 𝜀 ∈ 𝑆𝑄 ,  1 ⊥ 𝑙𝑟  sau 𝑠 ⊥ 𝑙 ⟹ 𝜑 +𝜓2 ∈ 𝑆𝑄 , 1 ⊥ 𝑟𝑙 sau 

𝑠 ⊥ 𝑟 ⟹ 𝜑2 +𝜓 ∈ 𝑆𝑄 ,  𝑟 ⊥ 𝑙𝑟  sau 𝑟𝑙 ⊥ 𝑙 ⟹ 𝜑 − 𝜓 ∈ 𝑆𝑄 , 1 ⊥ 𝑠 ⟹ 𝜑 − 𝜓 ∈ 𝑆𝑄  și 𝜑 + 𝜓 ∈

𝑆𝑄 , (⊥ 𝑟 sau 𝑙𝑟 ⊥ 𝑟𝑙 ⟹ 𝜓𝜑 − 𝜀 ∈ 𝑆𝑄. □ 

Observăm că, dacă mulțimea de parastrofi distincți ai 𝑇 −quasigrupului (𝑄, 𝐴): 𝐴(𝑥, 𝑦) =
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𝜑𝑥 + 𝜓𝑦 este ortogonală, atunci mulțimea de parastrofi distincți ai 𝑇 −quasigrupului (𝑄, 𝐵): 

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝜑𝑥 + 𝜓𝑦 + 𝑐 cu 𝑐 ≠ 0 la fel este ortogonală. 

Corolarul 4.1.1. 𝑇 − quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴),   𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑎̅𝑥 + 𝑏̅𝑦,  este un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 − quasigrup 

dacă și numai dacă numerele 𝑎 + 1, 𝑎 − 1, 𝑏 + 1, 𝑏 − 1, 𝑎2 + 𝑏, 𝑏2 + 𝑎, 𝑎 − 𝑏, 𝑎 + 𝑏, 𝑎𝑏 − 1 

sunt reciproc prime cu 𝑛.  

Demonstrație. Într-adevăr, în acest caz aplicațiile 𝜑 + 𝜀, 𝜑 − 𝜀, 𝜓 + 𝜀, 𝜓 − 𝜀, 𝜑2 +𝜓, 𝜓2 +

𝜑, 𝜑 − 𝜓, 𝜑 + 𝜓, 𝜓𝜑 − 𝜀 iau forma: 

𝜑 + 𝜀:  (𝜑 + 𝜀)𝑥 = (𝐿𝑎 + 𝜀 )𝑥 = (𝑎 + 1)𝑥; 

(𝜑 − 𝜀):  (𝜑 − 𝜀)𝑥 = (𝐿𝑎 − 𝜀)𝑥 = (𝑎 − 1)𝑥;  

(𝜓 + 𝜀):  (𝜓 + 𝜀)𝑥 = (𝐿𝑏 + 𝜀)𝑥 = (𝑏 + 1)𝑥;  

(𝜓 − 𝜀): (𝜓 − 𝜀)𝑥 = (𝐿𝑏 − 𝜀)𝑥 = (𝑏 − 1)𝑥; 

(𝜑2 + 𝜓): (𝜑2 +𝜓)𝑥 = (𝐿𝑎
2 + 𝐿𝑏)𝑥 = (𝑎2 + 𝑏)𝑥; 

(𝜓2 + 𝜑): (𝜓2 + 𝜑)𝑥 = (𝐿𝑏
2 + 𝐿𝑎)𝑥 = (𝑏2 + 𝑎)𝑥; 

(𝜑 − 𝜓): (𝜑 − 𝜓)𝑥 = (𝐿𝑎 − 𝐿𝑏)𝑥 = (𝑎 − 𝑏)𝑥;  

(𝜑 + 𝜓): (𝜑 + 𝜓)𝑥 = (𝐿𝑎 + 𝐿𝑏)𝑥 = (𝑎 + 𝑏)𝑥;  

(𝜓𝜑 − 𝜀): (𝜓𝜑 − 𝜀)𝑥 = (𝐿𝑏𝐿𝑎 − 𝜀)𝑥 = (𝑎𝑏 − 1)𝑥, 

deci sunt bijecții dacă și numai dacă elementele ce le corespund sunt reciproc prime în raport cu 

𝑛. Menționăm că, în acest caz numerele 𝑎 și 𝑏 la fel sunt reciproc prime cu 𝑛,  deoarece 

(𝑄, 𝐴) este un quasigrup.  

În baza corolarului de mai sus se obțin condițiile necesare și suficiente ca quasigrupul  

(ℤ𝑛, 𝐴), 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑎̅𝑥 + 𝑏̅𝑦,  să fie un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup. 

Corolarul 4.1.2. Dacă 𝑇 − quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴),    𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑎̅𝑥 + 𝑏̅𝑦,  este un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −

 quasigrup, atunci 𝑎 ≢ −1,1, 𝑏, −𝑏, −𝑏2;   𝑏 ≢ −1, 1, −𝑎2, 𝑎𝑏 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛). 

Aceste condiții exclud cazul în care elementele sunt congruente cu 0 modulo 𝑛. În caz contrar, 

aplicațiile 1̅ → 𝑎̅ și 1̅ → 𝑏̅ nu sunt bijective.  

Teorema 4.1.1. Pentru orice număr întreg 𝑛 ≥ 11, ce este reciproc prim cu 2, 3, 5 și 7, există 

𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri de ordinul n. 

Demonstrație. Considerăm quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴), 𝐴(𝑥, 𝑦) = 2̅𝑥 + 5̅𝑦,  unde (2, 𝑛) = 1  și 

(5, 𝑛) = 1.  Luând în considerare condițiile din Corolarul 4.1.2., pentru quasigrupul 

(ℤ𝑛, 𝐴)  avem: (𝑎 + 1)𝑥 = 3𝑥,  (𝑎 − 1)𝑥 = 𝑥, (𝑏 + 1)𝑥 = 6𝑥, (𝑏 − 1)𝑥 = 4𝑥, (𝑎2 + 𝑏)𝑥 =

9𝑥, (𝑏2 + 𝑎)𝑥 = 27𝑥, (𝑎 − 𝑏)𝑥 = −3𝑥, (𝑎 + 𝑏)𝑥 = 7𝑥, (𝑎𝑏 − 1)𝑥 = 9𝑥.  Deoarece 𝑛 ≥ 11, 

aplicațiile 3𝑥, 4𝑥, 6𝑥, −3𝑥, 7𝑥, 9𝑥, 27𝑥  sunt reciproc prime cu 𝑛 , deci 𝑛  este reciproc 
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prim cu 2, 3 și 7. Observăm că, dacă (3, 𝑛) = 1 atunci (−3, 𝑛) = (𝑛 − 3, 𝑛) = 1. Fie că 𝑛 este 

reciproc prim cu 2, 3, 5 și 7, atunci 𝑛 ≠ 27 și 𝑛 <  27, doar dacă 𝑛 = 11, 13, 17, 19, 23. Toate 

aceste ordine sunt numere prime, astfel (27, 𝑛) = 1  pentru oricare dintre ele. Dacă 𝑛 > 27 

atunci, deoarece 𝑛 este reciproc prim cu 3, obținem (27, 𝑛) = 1. Astfel, din Corolarul 4.1.2 

rezultă că quasigrupul (ℤ𝑛, 𝐴),  𝐴(𝑥, 𝑦) = 2̅𝑥 + 5̅𝑦,  este un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup pentru orice 

𝑛 reciproc prim cu 2, 3, 5 și 7. □ 

Corolarul 4.1.3. Există 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri de orice ordin 𝑛 = 𝑝1
𝑘1𝑝2

𝑘2 . . . 𝑝𝑠
𝑘𝑠 , unde 𝑝𝑖  este 

număr prim, 𝑝𝑖 ≠ 2, 3, 5, 7, 𝑘𝑖 ≥ 1, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑠, 𝑠 ≥ 1. 

Pe lângă quasigrupul utilizat în demonstrația Teoremei 4.1.1, există și alte quasigrupuri cu 

proporietăți similare. 

Propoziția 4.1.2. Considerăm quasigrupurile (ℤ𝑛, 𝐴𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . ,8, unde:  

𝐴1(𝑥, 𝑦) = 2̅𝑥 + 4̅𝑦, 𝐴2(𝑥, 𝑦) = 3̅𝑥 + 5̅𝑦,  𝐴3(𝑥, 𝑦) = 2̅𝑥 + 3̅𝑦, 𝐴4(𝑥, 𝑦) = 2̅𝑥 + 8̅𝑦, 

𝐴5(𝑥, 𝑦) = 5̅𝑥 + 10̅̅̅̅ 𝑦, 𝐴6(𝑥, 𝑦) = 5̅𝑥 + 11̅̅̅̅ 𝑦, 𝐴7(𝑥, 𝑦) = 3̅𝑥 + 7̅𝑦, 𝐴8(𝑥, 𝑦) = 3̅𝑥 + 9̅𝑦. 

Sunt adevărate afirmațiile: 

1) Quasigrupurile (ℤ𝑛, 𝐴1) și (ℤ𝑛, 𝐴2), sunt 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri dacă și numai dacă 𝑛 este 

reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5 și 7; 

2) Quasigrupurile (ℤ𝑛, 𝐴𝑖) și 𝑖 = 3, 4, 5, 6, unde sunt 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri dacă și numai dacă 

𝑛 este reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5, 7 și 11; 

3) Quasigrupurile (ℤ𝑛, 𝐴7) și (ℤ𝑛, 𝐴8), unde sunt 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri dacă și numai dacă 𝑛 

este reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5, 7 și 11. 

Demonstrație. Demonstrația propoziției are la bază relațiile prezentate în Corolarul 4.1.2. În plus, 

observăm că printre numerele din Corolarul 4.1.2 cel mai mare număr este 𝑏2 + 𝑎 pentru toate 

aceste quasigrupuri. Acest număr este 𝑚1 = 18  (respectiv, 𝑚2 = 28 , 𝑚3 = 11,  𝑚4 = 66,

𝑚5 = 105,  𝑚6 = 126,  𝑚7 = 52,  𝑚8 = 84 ) pentru quasigrupurile 𝐴1  (respectiv, pentru 

quasigrupurile 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6, 𝐴7, 𝐴8 ). Însă, dacă 𝑛  este reciproc prim cu 2, 3, 5, 7, 

atunci primul număr compus este 𝑛 = 121 și (126,121) = (5,121) = 1. Celelalte numere 𝑚 

sunt mai mici decât 𝑛. Numărul 𝑏2 + 𝑎 în fiecare dintre quasigrupurile considerate este reciproc 

prim cu 2, 3, 5, 7 pentru quasigrupurile 𝐴1 și 𝐴2, reciproc prim cu numerele 2, 3, 5, 7, 11 pentru 

quasigrupurile 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6 și, respectiv, reciproc prim cu 2, 3, 5, 7, 13 pentru quasigrupurile 

𝐴7, 𝐴8.  

Exemplul 4.1.1. Quasigrupurile (ℤ11, A1), (ℤ13, A2), (ℤ17, A3), (ℤ17, A4), (ℤ17, A5), (ℤ19, A6),  

unde 𝐴1(𝑥, 𝑦) = 3̅𝑥 + 9̅𝑦 , 𝐴2(𝑥, 𝑦) = 6̅𝑥 + 8̅𝑦, 𝐴3(𝑥, 𝑦) = 6̅𝑥 + 12̅̅̅̅ 𝑦 , 𝐴4(𝑥, 𝑦) = 7̅𝑥 + 11̅̅̅̅ 𝑦 , 
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  𝐴5(𝑥, 𝑦) = 8̅𝑥 + 10̅̅̅̅ 𝑦 , 𝐴6(𝑥, 𝑦) = 9̅𝑥 + 11̅̅̅̅ 𝑦,  sunt totCO −quasigrupuri idempotente. 

Pentru a arăta că aceste quasigrupuri sunt 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂-quasigrupuri idempotente este suficient 

de verificat condițiile prezentate în Corolarul 4.1.2, precum și relația de idempotență (adică fiecare 

dintre aceste quasigrupuri satisface relația 𝐴(𝑥, 𝑥) = 𝑥).  

Pentru quasigrupul (ℤ11, A1) : A1(𝑥, 𝑦) = 3̅𝑥 + 9̅𝑦,  avem 𝑎̅ = 3̅, 𝑏̅ = 9̅.  Prin urmare, 

−𝑏 ≡ 2, −𝑏2 ≡ 7,−𝑎2 ≡ 2, 𝑎𝑏 ≡ 5 (𝑚𝑜𝑑 11).  Astfel, acest quasigrup satisfice condițiile 

Corolarului 4.1.2, deci (ℤ11, A1) este un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup. Deoarece  

𝐴(𝑥, 𝑥) = 3̅𝑥 + 9̅𝑥 = 12̅̅̅̅ 𝑥 = 𝑥̅, 

quasigrupul (ℤ11, A1) este un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup idempotent. Analogic se arată că și celelalte 

quasigrupuri sunt 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri idempotente. □ 

Exemplul 4.1.2. Quasigrupul (ℤ17, A), unde 𝐴(𝑥, 𝑦) =  2̅𝑥 + 4̅𝑦 este un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup și 

are următoarea mulțime de parastrofi distincți:   

𝐴(𝑥, 𝑦) = 2̅𝑥 + 4̅𝑦, 𝐴𝑠 (𝑥, 𝑦) = 4̅𝑥 + 2̅𝑦 ,   𝐴𝑟 (𝑥, 𝑦) = 8̅𝑥 + 13̅̅̅̅ 𝑦, 

  𝐴𝑟𝑙 (𝑥, 𝑦) = 13̅̅̅̅ 𝑥 + 8̅𝑦 , 𝐴𝑙 (𝑥, 𝑦) = 9̅𝑥 + 15̅̅̅̅ 𝑦 , 𝐴𝑙𝑟 (𝑥, 𝑦) = 15̅̅̅̅ 𝑥 + 9̅𝑦 . 

Pentru a arăta că mulțimea respectivă formează un sistem ortogonal este suficient de observat că 

orice doi parastrofi sunt ortogonali. În acest caz avem 𝑎2 ≡ 4, 𝑏2 ≡ 16, 𝑎𝑏 ≡ 8 (𝑚𝑜𝑑 17) și sunt 

satisfăcute condițiile Corolarului 4.1.2. Deci, cei șase parastrofi formează un sistem ortogonal. 

Propoziția 4.1.3. Orice parastrof al unui 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup este la fel un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup. 

Demonstrație. Într-adevăr, fie (𝑄, 𝐴) un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup. Atunci sistemul Σ̅(𝐴) = {𝐴, 𝐴𝑙 ,

𝐴𝑟 , 𝐴𝑙𝑟 , 𝐴𝑟𝑙 , 𝐴𝑠 }  este ortogonal. Fie acum (𝑄, 𝐴𝜎 )  un parastrof al 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 − quasigrupului 

(𝑄, 𝐴), unde 𝜎 ∈ 𝑆3 ∖ {𝜀}. Construim sistemul de parastrofi:  

Σ̅( 𝐴𝜎 ) = { 𝐴𝜎 , ( 𝐴𝜎 )𝑙 , ( 𝐴𝜎 )𝑟 , ( 𝐴𝜎 )𝑙𝑟 , ( 𝐴𝜎 )𝑟𝑙 }. 

Fixăm un anumit 𝜎  în S3 , de exemplu 𝜎 = 𝑙.  Ținând cont de asociativitatea operației de 

compunere a funcțiilor și de relațiile 

𝑙𝑙 = 1, 𝑙𝑟𝑙 = 𝑠, 𝑟𝑙𝑙 = 𝑟, 𝑠𝑙 = 𝑙𝑟𝑙𝑙 = 𝑙𝑟, 

obținem 

 Σ̅( 𝐴𝑙 ) = { 𝐴𝑙 , ( 𝐴)𝑙𝑙 , ( 𝐴𝑙 )
𝑟

, ( 𝐴𝑙 )
𝑙𝑟

, ( 𝐴𝑙 )
𝑟𝑙

, ( 𝐴𝑙 )
𝑠

} = Σ̅(𝐴). 

Astfel parastroful (𝑄, 𝐴𝑙 ) la fel este un 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup. În mod analog procedăm pentru 

celelalte valori ale lui 𝜎.  
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4.2. Quasigrupuri ternare total parastrofic-ortogonale 

       Fie (Q, A) un quasigrup ternar. Sistemul format din trei parastrofi ai acestui quasigrup  

{ 𝐴𝛼 , 𝐴
𝛽
, 𝐴
𝛾
 } este ortogonal dacă sistemul de ecuații  

       {

𝐴𝛼 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎,

𝐴
𝛽 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑏,

𝐴
𝛾 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑐,

 

are soluție unică în Q, pentru orice 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄. 

 O mulțime de parastrofi distincți ai unui quasigrup ternar se numește sistem ortogonal dacă 

orice trei parastrofi din această mulțime sunt ortogonali. 

 Quasigrupurile ternare cu seturi maximale ortogonale din trei parastrofi distincți 

 Quasigrupurile ternare cu trei parastrofi distincți ortogonali sunt studiate în lucrările [59, 

105, 121].  În [80] McLeish studiază quasigrupurile ternare cu exact 3 trei parastrofi distincți și 

indică seturile de identități ce trebuie să fie satisfăcute de acest quasigrup. În acest caz, seturile de 

identități utilizate de către McLeish definesc subgrupurile grupului 𝑆4, izomorfe grupului diedral 

𝐷8. Analizând seturile de identități descrise de către McLeish, conchidem că dacă un quasigrup 

ternar are exact trei parastrofi distincți, atunci unul dintre aceste triplete este {𝐴, 𝐴
(123) , 𝐴

(132) }. 

Conform definiției ortogonalității operațiilor ternare, cei trei parastrofi distincți sunt și ortogonali 

dacă sistemul de ecuații  

       {

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎,

𝐴
(123) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑏,

𝐴
(132) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑐,

 

are soluție unică, pentru orice 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄. 

Teorema 4.2.1. Un 𝑇 −quasigrup ternar(𝑄, 𝐴), cu 𝑇 −grupul (𝑄,+), are exact trei parastrofi 

distincți, ce sunt și ortogonali, dacă și numai dacă operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  are una dintre 

următoarele forme: 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐, 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐, 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐, 

unde 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝛼 ≠ 𝐼, 2𝛼 ≠ 𝜀, 𝛼2 = 𝜀, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, 𝛼 ∈  𝐴𝑢𝑡 (𝑄,+), 𝑐 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Forma operației unui 𝑇 −quasigrup ternar cu exact trei parastrofi distincți a fost 

stabilită în Propoziția 2.3.2, unde se arată că un 𝑇 −quasigrup ternar are exact trei parastrofi 

distincți dacă și numai dacă forma operației este una din cele trei indicate în enunțul teoremei, 

unde 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼2 = 𝜀, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, 𝛼 ∈  𝐴𝑢𝑡 (𝑄,+), 𝑐 ∈ 𝑄, ∀𝑥 ∈ 𝑄.  Rămâne de arătat 

că, dacă 2𝛼 ≠ 𝜀, atunci cei trei parastrofi distincți sunt și ortogonali.  
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 Fie 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐, atunci 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
(123)

𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 +

𝛼𝑥3 + 𝑐 și 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐.
(132)

 Prin urmare, 

⊥ {𝐴, 𝐴
(123) , 𝐴

(132) }:    |
𝛼 𝛼 𝐼
𝛼 𝐼 𝛼
𝐼 𝛼 𝛼

| = 𝐼(2𝛼 + 𝐼)(𝛼 + 𝜀)2. 

Deoarece cei trei parastrofi sunt distincți, rezultă că 𝛼 ≠ 𝐼.  Prin urmare, 𝛼 + 𝜀 este un 

automorfism al grupului (𝑄,+). Deci, cei trei parastrofi distincți sunt și ortogonali, doar dacă 

2𝛼 + 𝐼 este un automorfism al grupului abelian (𝑄,+), adică doar dacă 2𝛼 ≠ 𝜀. 

Analog procedăm și pentru celelalte două operații, sistemul de parastrofi distincți fiind același, și 

făcând abstracție de ordinea parastrofilor. □ 

Corolarul 4.2.1. Fie (ℤ𝑛, 𝐴) un T-quasigrup ternar cu T-grupul (ℤ𝑛, +). Atunci (ℤ𝑛, 𝐴) are 

exact trei parastrofi distincți, ce sunt și ortogonali, dacă și numai dacă operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) are 

una dintre următoarele forme: 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥3 + 𝑐̅, 𝑎̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑎̅𝑥3 + 𝑐̅ sau 

 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑎̅𝑥3 + 𝑐̅, unde (𝑎, 𝑛) = 1, (𝑎, 𝑛 − 1) = 1, (2𝑎 − 1, 𝑛) = 1  𝑎2 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛),

𝑎̅, 𝑐̅ ∈ ℤ𝑛.  

 Demonstrația corolarului rezultă direct din demonstrația Teoremei 4.2.1, acest quasigrup 

fiind un 𝑇 −quasigrup ternar.   

Corolarul 4.2.2. Există quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distincți ce sunt și 

ortogonali, de orice ordin impar 𝑞 ≥ 3. 

 Demonstrație. Considerăm quasigrupul ternar (ℤ𝑞 , 𝐴), 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 , unde 𝑞 

este număr impar și 𝑞 ≥  3. Quasigrupul (ℤ𝑞 , 𝐴) are exact trei parastrofi distincți deoarece: 

𝐴 = 𝐴
(34) = 𝐴

(1324) = 𝐴
(1423) = 𝐴

(12)(34) = 𝐴
(13)(24) = 𝐴

(14)(23) = 𝐴
(12) = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3, 

𝐴
(123) = 𝐴

(13) = 𝐴
(24) = 𝐴

(124) = 𝐴
(143) = 𝐴

(234) = 𝐴
((1234)

= 𝐴
(1432) = −𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3, 

𝐴
(132) = 𝐴

(23) = 𝐴
(14) = 𝐴

(142) = 𝐴
(134) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1243) = 𝐴

(1342) = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3. 

Observăm că  

|
1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1

| ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 𝑞), 

este un element inversabil în inelul ℤ𝑞 pentru orice 𝑞 impar, 𝑞 ≥ 3. Prin urmare, sistemul de 

parastrofi distincți ai quasigrupului (ℤ𝑞 , 𝐴) este ortogonal. □ 

 Corolarul 4.2.3. Fie (ℝ,+,∙) câmpul numerelor reale și (ℝ, 𝐴) un quasigrup ternar liniar peste 
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ℝ. Atunci (ℝ, 𝐴) este un quasigrup ternar idempotent cu exact trei parastrofi distincți ce sunt și 

ortogonali dacă și numai dacă operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) are una dintre formele: 

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3,   𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 sau  −𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3. 

Demonstrație. Considerăm operația 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3.  Mulțimea de parastrofi 

distincți ai acestui quasigrup este: 

 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3, 

𝐴
(12) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3, 

 𝐴
(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3.  

Observăm că, 

|
1 −1 1
−1 1 1
1 1 −1

| = −4 ≠ 0. 

Conform regulii lui Cramer, sistemul de ecuații liniare, dat mai sus, este compatibil determinat pe 

mulțimea numerelor reale. Deci, cei trei parastrofi distincți formează un sistem ortogonal. □ 

  Operația utilizată pentru demonstrarea Corolarului 4.2.3 asigură existența quasigrupurilor 

ternare infinite cu exact trei parastrofi distincți ce sunt și ortogonali. Astfel, are loc următoarea 

afirmație. 

Corolarul 4.2.4. Există quasigrupuri ternare infinite cu exact trei parastrofi distincți ce sunt și 

ortogonali. 

      Quasigrupuri ternare cu un maximum atins din patru parastrofi distincți și 

ortogonali  

În paragraful 2.3 au fost studiate T-quasigrupurile ternare cu exact 4 parastrofi distincți, 

fiind indicate seturile de identități ce asigură proprietatea dată. De asemenea, este analizată forma 

operației T-quasigrupului ternar, ce posedă exact 4 parastrofi distincți.  

Observăm că în acest caz un set de patru parastrofi distincți ai unui quasigrup ternar este: 

{𝐴, 𝐴
(12)(34) , 𝐴

(13)(24) , 𝐴
(14)(23) }. 

 În Teorema 2.3.1 se demonstrează că un 𝑇 −quasigrup ternar (𝑄, 𝐴),  cu 𝑇 −grupul 

(𝑄,+),  are exact patru parastrofi distincți dacă și numai dacă operația A are una din formele: 

𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3, 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3, 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3, 𝐴4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3, unde 𝛼 ∈  𝐴𝑢𝑡 𝑄(+) 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝛼 ≠ 𝐼.   

Teorema 4.2.2. Un 𝑇 − quasigrup ternar (𝑄, 𝐴),  cu 𝑇 − grupul (𝑄,+),  cu exact patru 

parastrofi distincți, este total parastrofic-ortogonal dacă și numai dacă 𝛼 + 𝜀, 𝜀 + 2𝐼𝛼 ∈

 𝐴𝑢𝑡𝑄(+), unde 𝛼 ∈  𝐴𝑢𝑡 𝑄(+), 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝛼 ≠ 𝐼.   
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Demonstrație. Fie  (𝑄, 𝐴) un 𝑇 −quasigrup ternar cu 𝑇 −grupul (Q, +). Dacă operația 𝐴  are 

forma 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼𝑥1 + 𝑎𝑥2 + 𝛼𝑥3, unde 𝛼 ∈  𝐴𝑢𝑡 𝑄(+), 𝐼𝑥 = −𝑥, 𝛼 ≠ 𝐼, atunci au loc 

egalitățile: 

 𝐴 = 𝐴
(12) = 𝐴

(13) = 𝐴
(23) = 𝐴

(123) = 𝐴
(132) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3, 

𝐴
(14)(23) = 𝐴

(14) = 𝐴
(124) = 𝐴

(134) = 𝐴
(1234) = 𝐴

(1324) = 𝛼−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3, 

𝐴
(13)(24)

= 𝐴
(24) = 𝐴

(142) = 𝐴
(243) = 𝐴

(1423) = 𝐴
(1342) = 𝐼𝑥1 + 𝛼

−1𝑥2 + 𝐼𝑥3, 

𝐴
(12)(34) = 𝐴 =

(34) 𝐴
(234) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1243) = 𝐴

(1432) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼
−1𝑥3. 

Quasigrupul (𝑄, 𝐴) este total parastrofic-ortogonal dacă oricare trei din cei patru parastrofi 

distincți ai săi sunt ortogonali. Rezolvând sistemele de ecuații respective (prin metoda lui Cramer), 

obținem:  

⊥ {𝐴, 𝐴
(14)(23)

, 𝐴
(13)(24)

}: |
𝛼 𝛼 𝛼
𝛼−1 𝐼 𝐼
𝐼 𝛼−1 𝐼

| = 𝛼−1(𝜀 + 𝛼)2; 

   ⊥ {𝐴, 𝐴
(14)(23)

, 𝐴
(12)(34)

}: |
𝛼 𝛼 𝛼

𝛼−1 I 𝐼
𝐼 𝐼 𝛼−1

| = 𝐼𝛼−1(𝜀 + 𝛼)2; 

   ⊥ {𝐴, 𝐴
(13)(24)

, 𝐴
(12)(34)

}: |
𝛼 𝛼 𝛼

I 𝛼−1 I
𝐼 𝐼 𝛼−1

| = 𝛼−1(𝜀 + 𝛼)2; 

   ⊥ { 𝐴
(14)(23)

, 𝐴
(13)(24)

, 𝐴
(12)(34)

}: |
𝑎−1 𝐼 𝐼
I 𝑎−1 𝐼
𝐼 𝐼 𝑎−1

| = 𝐼𝛼−3(2𝛼 + 𝐼)(𝜀  + 𝛼)2; 

Astfel, toți cei patru parastrofi distinți formează un sistem ortogonal, dacă și numai dacă 2𝛼 + 𝐼 ∈

𝐴𝑢𝑡 (𝑄,+).□ 

 Conform Corolarului 2.3.2, T-quasigrupul ternar (ℤn, A),  cu T-grupul (ℤn, +), are exact 

patru parastrofi distincți dacă și numai dacă operația A are una din formele: 

𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑎̅𝑥3, 

𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥3, 

    𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑎̅𝑥3, 

𝐴4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥3, 

unde (𝑎, 𝑛) = 1, 𝑎 ≠ 𝑛 − 1.   În continuare aflăm condițiile necesare și suficiente ca  (ℤn, Ai), i =

1, 4̅̅ ̅̅̅,  să fie total parastrofic-ortogonal. 

Corolarul 4.2.5. Seturile maximale de parastrofi distincți ale quasiigrupului (ℤn, Ai), i = 1, 4̅̅ ̅̅̅, 

catacterizat în Corolarul 2.3.2, sunt ortogonale dacă și numai dacă (2𝑎 − 1, 𝑛) = 1. 

Demonstrație. Într-adevăr, mulțimea de parastrofi distincți ai quasigrupului (ℤ𝑛, 𝐴1), are 

mulțimea de parastrofi  
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𝐴 = 𝐴
(12) = 𝐴

(13) = 𝐴
(23) = 𝐴

(123) = 𝐴
(132) = 𝑎̅𝑥1 + 𝑎̅𝑥2 + 𝑎̅𝑥3, 

𝐴
(14) = 𝐴

(124) = 𝐴
(14)(23) = 𝐴

(134) = 𝐴
(1234) = 𝐴

(1324) = 𝑎̅−1𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3, 

𝐴
(24) = 𝐴

(142) = 𝐴
(243) = 𝐴 = 𝐴

(1423)(13)(24) = 𝐴
(1342) = −𝑥1 + 𝑎̅−1𝑥2 − 𝑥3, 

𝐴 =
(34) 𝐴

(12)(34) = 𝐴
(234) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1243) = 𝐴

(1432) = −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑎̅−1𝑥3. 

Cei patru parastrofi sunt distincți doar dacă 𝑎 ≠ 𝑛 − 1.  Rezolvând sistemele prin regula lui 

Cramer, obținem:  

⊥ {𝐴, 𝐴
(14) , 𝐴

(24) }: |
𝑎 𝑎 𝑎
𝑎−1 −1 −1
−1 𝑎−1 −1

| = 𝑎−1(1 + 𝑎)2; 

   ⊥ {𝐴, 𝐴
(14) , 𝐴

(34) }: |
𝑎 𝑎 𝑎
𝑎−1 −1 −1
−1 −1 𝑎−1

| = −𝑎−1(1 + 𝑎)2; 

   ⊥ {𝐴, 𝐴
(24) , 𝐴

(34) }: |
𝑎 𝑎 𝑎
−1 𝑎−1 −1
−1 −1 𝑎−1

| = 𝑎−1(1 + 𝑎)2; 

   ⊥ { 𝐴
(14) , 𝐴

(24) , 𝐴
(34) }: |

𝑎−1 −1 −1
−1 𝑎−1 −1
−1 −1 𝑎−1

| = −𝑎−3(2𝑎 − 1)(1 + 𝑎)2; 

Sistemul de parastrofi este ortogonal, dacă și numai dacă (2𝑎 − 1, 𝑛) = 1.□ 

 Următorul corolar furnizează unele informații cu privire la spectrul quasigrupurilor ternare 

cu exact 4 parastrofi distincți ce sunt și ortogonali. 

Corolarul 4.2.6. Există quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar  𝑞 ≥  3 ce au exact 4 

parastrofi distincți ce sunt și ortogonali. 

Demonstrație. Într-adevăr, considerăm quasigrupul (ℤ𝑞 , 𝐴),  unde  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3,

(𝑞, 2) = 1. Cei 24 de parastrofi distincți se împart în patru clase de parastrofi egali între ei: 

𝐴 = 𝐴
(12) = 𝐴

(13) = 𝐴
(23) = 𝐴

(123) = 𝐴
(132) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3, 

𝐴
(14) = 𝐴

(124) = 𝐴
(14)(23) = 𝐴

(134) = 𝐴
(1234) = 𝐴

(1324) = 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3, 

𝐴
(24) = 𝐴

(142) = 𝐴
(243) = 𝐴 = 𝐴

(1423)(13)(24) = 𝐴
(1342) = −𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3, 

𝐴 =
(34) 𝐴

(12)(34) = 𝐴
(234) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1243) = 𝐴

(1432) = −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3. 

Pentru a arăta că acest sistem de parastrofi distinți definește o mulțime de parastrofi ortogonali, 

este suficient de arăta că orice triplet de parastrofi este ortogonal. 

⊥ {𝐴, 𝐴
(14) , 𝐴

(24) }: |
1 1 1
1 −1 −1
−1 1 −1

| ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 𝑞); 

   ⊥ {𝐴, 𝐴
(14) , 𝐴

(34) }: |
1 1 1
1 −1 −1
−1 −1 1

| ≡ −4 (𝑚𝑜𝑑 𝑞); 
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   ⊥ {𝐴, 𝐴
(24) , 𝐴

(34) }: |
1 1 1
−1 1 −1
−1 −1 1

| ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 𝑞); 

   ⊥ { 𝐴
(14) , 𝐴

(24) , 𝐴
(34) }: |

1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1

| ≡ −4(𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

Deoarece (𝑞, 2) = 1, clasele de resturi 4̅ și -4̅ sunt inversabile pentru ∀𝑞 ≥ 3. Deci, sistemul de 

parastrofi distincți este ortogonal. □ 

 Observăm că, pe lângă operația utilizată în demonstrația corolarului, există și alte operații 

ternare de quasigrup mulțimea de parastrofi ai cărora are exact patru parastrofi distincți ce sunt și 

ortogonali. De exemplu, quasigrupurile (ℤ5, 𝐴1), 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3 și (ℤ9, 𝐴2),

𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3 au la fel exact câte patru parastrofi distincți ce sunt și 

ortogonali. Într-adevăr, mulțimea parastrofilor distincți ai quasigrupului (ℤ5, 𝐴1) este  

𝐴 = 𝐴
(12) = 𝐴

(13) = 𝐴
(23) = 𝐴

(123) = 𝐴
(132) = 2̅𝑥1 + 2̅𝑥2 + 2̅𝑥3, 

𝐴
(14) = 𝐴

(124) = 𝐴
(14)(23) = 𝐴

(134) = 𝐴
(1234) = 𝐴

(1324) = 3̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3, 

𝐴
(24) = 𝐴

(142) = 𝐴
(243) = 𝐴 = 𝐴

(1423)(13)(24) = 𝐴
(1342) = 4̅𝑥1 + 3̅𝑥2 + 4̅𝑥3, 

𝐴 =
(34) 𝐴

(12)(34) = 𝐴
(234) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1243) = 𝐴

(1432) = 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 3̅𝑥3. 

În acest caz 𝑎 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 5) și 2𝑎 − 1 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 5) , prin urmare condițiile prezentate în 

Corolarul 4.2.5 sunt satisfăcute, iar mulțimea parastrofilor distincți este ortogonală. 

Analog obținem și pentru quasigrupul (ℤ9, 𝐴2) ce are mulțimea parastrofilor distincți  

𝐴 = 𝐴
(12) = 𝐴

(13) = 𝐴
(23) = 𝐴

(123) = 𝐴
(132) = 4̅𝑥1 + 4̅𝑥2 + 4̅𝑥3, 

𝐴
(14) = 𝐴

(124) = 𝐴
(14)(23) = 𝐴

(134) = 𝐴
(1234) = 𝐴

(1324) = 7̅𝑥1 + 5̅𝑥2 + 5̅𝑥3, 

𝐴
(24) = 𝐴

(142) = 𝐴
(243) = 𝐴 = 𝐴

(1423)(13)(24) = 𝐴
(1342) = 5̅𝑥1 + 7̅𝑥2 + 5̅𝑥3, 

𝐴 =
(34) 𝐴

(12)(34) = 𝐴
(234) = 𝐴

(243) = 𝐴
(1243) = 𝐴

(1432) = 5̅𝑥1 + 5̅𝑥2 + 7̅𝑥3. 

4.3. 𝑻 −quasigrupuri 𝟒 −are cu exact cinci parastrofi distincți și ortogonali  

 Conform Propoziției 3.3.1, un 4 − 𝑇 −quasigrup are exact cinci parastrofi distincți dacă 

și numai dacă T −forma sa este una dintre următoarele:  

𝑇1 = ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐), 𝑇2 = (𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝑐), 𝑇3 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝑐), 

𝑇4 = ((𝑄,+), 𝐼, 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝑐),   𝑇5 = ((𝑄, +), 𝛼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝑐), 

unde 𝛼 ≠ 𝐼, 𝐼𝑥 = −𝑥.  În acest paragraf vom cerceta ortogonalitatea celor cinci parastrofi 

distincți ai 4 − 𝑇 −quasigrupului cu 𝑇 −forma 𝑇1.   

Teorema 4.3.1. 𝑇 −quasigrupul 4 −ar (Q, A) cu T-forma ((𝑄,+), 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝑐), cu exact cinci 



111 
 

parastrofi distincți, este total parastrofic-ortogonal dacă și numai dacă 𝛼 + 𝜀 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+). 

Demonstrație. Fie că 4 − 𝑇 −quasigrupul (𝑄, 𝐴) are exact cinci parastrofi distincți și 𝑇 −forma 

sa este 𝑇1.  Atunci, conform Corolarului 3.3.1, mulțimea parastrofilor distincți ai acestui 

𝑇 −quasigrup este  

𝐴(𝑥1
4) = 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝑐, 

𝐴
(15) (𝑥1

4) = 𝛼−1𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼
−1𝑐, 

𝐴
(25) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐, 

𝐴
(35) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼
−1𝑥3 + 𝐼𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐, 

𝐴
(45) (𝑥1

4) = 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝛼
−1𝑥4 + 𝐼𝛼

−1𝑐. 

Conform definiției quasigrupurilor total parastrofic-ortogonale, orice patru parastrofi distincți ai 

sistemului {𝐴, 𝐴, 𝐴
(25) , 𝐴

(35) , 𝐴
(45)(15) } sunt ortogonali.  

 Pentru a stabili în ce condiții mulțimea parastrofilor distincți ai 𝑇 −quasigrupului este ortogonală 

este suficient de aplicat regula lui Cramer de rezolvare a sistemelor de ecuații. 

⊥ {𝐴, 𝐴
(15) , 𝐴

(25) , 𝐴
(35) } ⇔   |

𝛼 𝛼 𝛼 𝛼
𝛼−1 𝐼 𝐼 𝐼
𝐼
𝐼

𝛼−1

𝐼
𝐼
𝛼−1

𝐼
𝐼

| = 𝐼𝛼−2(𝛼 + 𝜀)3 −este o bijecție. 

Reieșind din faptul că 𝛼 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, +), obținem că 𝐼𝛼−2 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+). Prin urmare, cei patru 

parastrofi sunt ortogonali dacă și numai dacă 𝛼 + 𝜀 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,+).  În mod analog obținem 

condițiile necesare și suficiente pentru celelalte seturi din patru parastrofi distincți: 

⊥ {𝐴, 𝐴
(15) , 𝐴

(25) , 𝐴
(45) } ⇔  |

𝛼 𝛼 𝛼 𝛼
𝛼−1 𝐼 𝐼 𝐼
𝐼
𝐼

𝛼−1

𝐼
𝐼
𝐼

𝐼
𝛼

| = 𝛼−2(𝛼 + 𝜀)3 este bijectivă; 

⊥ {𝐴, 𝐴
(15) , 𝐴

(35) , 𝐴
(45) } ⇔   |

𝛼 𝛼 𝛼 𝛼
𝛼−1 𝐼 𝐼 𝐼
𝐼
𝐼

𝐼
𝐼

𝛼−1

𝐼
𝐼
𝛼

| = 𝐼𝛼−2(𝛼 + 𝜀)3 este bijectivă; 

⊥ {𝐴, 𝐴
(25)

, 𝐴
(35)

, 𝐴
(45) } ⇔   |

𝛼 𝛼 𝛼 𝛼
𝐼 𝛼−1 𝐼 𝐼
𝐼
𝐼

𝐼
𝐼

𝛼−1

𝐼
𝐼
𝛼

| = 𝛼−2(𝛼 + 𝜀)3 este bijectivă; 

⊥ { 𝐴
(15)

, 𝐴
(25) , 𝐴

(35) , 𝐴
(45) } ⇔  |

𝛼−1 𝐼 𝐼 𝐼
𝐼 𝛼−1 𝐼 𝐼
𝐼
𝐼

𝐼
𝐼

𝛼−1

𝐼
𝐼
𝛼

| = 𝛼−2(𝛼 + 𝜀)3 este bijectivă. 

Astfel, toate cele cinci seturi din câte patru parastrofi distincți sunt ortogonale, dacă și numai dacă 

𝛼 + 𝜀 este un automorfism al grupului abelian (𝑄,+). □ 

Corolarul 4.3.1. 𝑇 −quasigrupul 4-ar cu 𝑇 −forma ((ℤ𝑛, +), 𝑎̅, 𝑎̅, 𝑎̅, 𝑎̅, 𝑐̅ ), unde (𝑎, 𝑛) = 1 și 
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(𝑎 + 1, 𝑛) = 1, are exact 5 parastrofi distincți ce sunt și ortogonali. 

Demonstrația Corolarului rezultă direct din demonstrația Teoremei 4.3.1, deoarece 

𝑇 − quasigrupul 4 − ar cu T − forma ((ℤ𝑛, +), 𝑎̅, 𝑎̅, 𝑎̅, 𝑎̅, 𝑐̅ ),  reprezintă unul dintre cazurile 

particulare ale quasigrupului dat în Teorema 4.3.1, iar condițiile prezentate în corolar sunt 

echivalente condițiilor date în teoremă, cu ajustare la inelul claselor de resturi. □   

Corolarul 4.3.2. Există T-quasigrupuri 4-are finite, cu exact 5 parastrofi distincți și ortogonali, 

de orice ordin 𝑞 ≥ 3. 

Demonstrație. Considerăm 4 − 𝑇 −quasigrupul (𝑄, 𝐴), 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4. 

Atunci, mulțimea parastrofilor distincți este: 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4, 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4
(15)

, 

𝐴
(25) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = −𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4,  

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
(35) = −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4, 

𝐴
(45) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = −𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4. 

Deoarece 1 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) doar pentru 𝑞 = 2, conform Teoremei 4.3.1, obținem că pentru 

∀𝑞 ≥ 3, cei cinci parastrofi distincți sunt și ortogonali. □ 

4.4. Metode de construcție a quasigrupurilor 𝒏 −are parastrofic-ortogonale 

       În baza metodei de construcție a sistemelor ortogonale de operații 𝑛 −are prin utilizarea 

superpozițiilor, date de Trevor Evans, în acest paragraf sunt prezentate construcții ale operațiilor 

𝑛 − are parastrofic-ortogonale, în particular auto-ortogonale 𝑘 − are, unde k are una din 

următoarele forme: 𝑘 = 𝑛2, 2𝑛, 𝑝𝑛,  iar 𝑝 este un număr prim impar.  

Construcția quasigrupurilor 𝒏𝟐 −are auto-ortogonale 

Propoziția 4.4.1. Fie (𝑄, 𝐴) un quasigrup 𝑛 −ar auto-ortogonal și fie { 𝐴
𝛼1 , 𝐴

𝛼2  , … , , 𝐴
𝛼𝑛 } un 

sistem ortogonal de parastrofi principali ai quasigrupului (𝑄, 𝐴). Grupoidul 𝑛2 −ar (𝑄, 𝐵1), 

unde  

𝐵1(𝑥1
𝑛2) = 𝐴

𝛼1 ( 𝐴
𝛼1 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ),… , 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )) 

este un quasigrup auto-ortogonal. 

Demonstrație.  Considerăm operațiile 𝑛2 −are definite în felul următor: 
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{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 𝐵1(𝑥1

𝑛2) = 𝐴
𝛼1 ( 𝐴

𝛼1 (𝑥1
𝑛), 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛+1
2𝑛 ),… , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 )) ,

𝐵2(𝑥1
𝑛2) = 𝐴

𝛼2 ( 𝐴
𝛼1 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ),… , 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )) ,
………

𝐵𝑛(𝑥1
𝑛2) = 𝐴

𝛼𝑛 ( 𝐴
𝛼1 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ),… , 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )) ,

𝐵𝑛+1(𝑥1
𝑛2) = 𝐴

𝛼1 ( 𝐴
𝛼2 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼2 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ),… , 𝐴
𝛼2 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )) ,
………

𝐵𝑛(𝑛−1)+1(𝑥1
𝑛2) = 𝐴

𝛼1 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ),… , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )) ,

𝐵𝑛(𝑛−1)+2(𝑥1
𝑛2) = 𝐴

𝛼2 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ),… , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )) ,
………

𝐵𝑛2(𝑥1
𝑛2) = 𝑛

𝛼2 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ),… , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 ))

 

Operațiile 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛2̅̅ ̅̅ ̅̅  sunt parastrofi principali ai quasigrupului (𝑄, 𝐵1).  Într-adevăr, în 

expresia 𝐴
𝛼𝑘 ( 𝐴

𝛼𝑠 (𝑥1
𝑛), 𝐴

𝛼𝑠 (𝑥𝑛+1
2𝑛 ), . . . , 𝐴

𝛼𝑠 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 )), notăm  

𝑦1 = 𝐴
𝛼𝑠 (𝑥1

𝑛), 𝑦2 = 𝐴
𝛼𝑠 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ), . . ., 𝑦𝑛 = 𝐴
𝛼𝑠 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 ) 

obținând  𝐴
𝛼𝑘 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) = 𝐴(𝑦𝛼𝑘

−1(1), 𝑦𝛼𝑘
−1(2), . . ., 𝑦𝛼𝑘

−1(𝑛)). Observăm că,  

     𝑦𝑚 = 𝐴
𝛼𝑠 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 ) = 𝐴
𝛼𝑠 (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛) = 𝐴(𝑧𝛼𝑠−1 (1), 𝑧𝛼𝑠−1 (2), . . . , 𝑧𝛼𝑠−1 (𝑛)), 

unde 𝑧1 = 𝑥𝑛(𝑚−1)+1,   𝑧2 = 𝑥𝑛(𝑚−1)+2, . . ., 𝑧𝑛 = 𝑥𝑚𝑛. Prin urmare, 

( 𝐴
𝛼𝑠 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼𝑠 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ), . . . , 𝐴
𝛼𝑠 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 ))
𝛼𝑠 = 𝐴(𝐴(𝑢1

𝑛), 𝐴(𝑢𝑛+1
2𝑛 ), . . . , 𝐴(𝑢𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 ). 

Notăm 𝐷(𝑥1
𝑛2) = 𝐴(𝐴(𝑥1

𝑛), 𝐴(𝑥𝑛+1
2𝑛 ), . . . , 𝐴(𝑥𝑛(𝑚−1)+1

𝑛2 ). Conform celor expuse mai sus, fiecare 

dintre operațiile  𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛2   este un parastrof al quasigrupului 𝐷(𝑥1
𝑛2). Deoarece relația de 

parastrofie este tranzitivă, obținem că 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛2̅̅ ̅̅ ̅̅  este un parastrof principal al quasigrupului 

(𝑄, 𝐵1).  Arătăm că sistemul {𝐵1, 𝐵2, . . ., 𝐵𝑛2}  este ortogonal. Deoarece 𝑄  este o mulțime 

finită, este suficient să arătăm că soluția sistemului de ecuații  𝐵𝑖(𝑥1
𝑛2) = 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛2̅̅ ̅̅ ̅̅ , este 

unică. Fie {𝐵𝑖(𝑥1
𝑛2) = 𝐵𝑖(𝑦1

𝑛2)}, 𝑖 = 1, 𝑛2̅̅ ̅̅ ̅̅ , atunci  

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐴
𝛼1 ( 𝐴

𝛼1 (𝑥1
𝑛),… , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 )) = 𝐴

𝛼1 ( 𝐴
𝛼1 (𝑦1

𝑛), … , 𝐴
𝛼1 (𝑦𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )),

𝐴
𝛼2 ( 𝐴

𝛼1 (𝑥1
𝑛),… , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 )) = 𝐴

𝛼2 ( 𝐴
𝛼1 (𝑦1

𝑛), … , 𝐴
𝛼1 (𝑦𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )),
………

𝐴
𝛼𝑛 ( 𝐴

𝛼1 (𝑥1
𝑛),… , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 )) = 𝐴

𝛼𝑛 ( 𝐴
𝛼1 (𝑦1

𝑛),… , 𝐴
𝛼1 (𝑦𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )),

𝐴
𝛼1 ( 𝐴

𝛼2 (𝑥1
𝑛),… , 𝐴

𝛼2 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 )) = 𝐴

𝛼1 ( 𝐴
𝛼2 (𝑦1

𝑛), … , 𝐴
𝛼2 (𝑦𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )) ,
………

𝐴
𝛼𝑛 ( 𝐴

𝛼𝑛 (𝑥1
𝑛), … , 𝐴

𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 )) = 𝐴

𝛼𝑛 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑦1

𝑛),… , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑦𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 )) .

 

  Utilizând faptul că sistemul de parastrofi { 𝐴
𝛼1 , . . ., 𝐴

𝛼𝑛 } este ortogonal, obținem  
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{
 
 
 

 
 
 

𝐴(𝑥1
𝑛) = 𝐴(𝑦1

𝑛),
𝛼1𝛼1

………
𝐴(𝑥1

𝑛) = 𝐴(𝑦1
𝑛),

𝛼𝑛𝛼𝑛

………

𝐴(𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 ) = 𝐴 (𝑦𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 ) ,
𝛼1𝛼1

………

𝐴 (𝑥𝑛(𝑛−1)+1
𝑛2 ) = 𝐴 (𝑦𝑛(𝑛−1)+1

𝑛2 ) ,
𝛼𝑛𝛼𝑛

⟹

{
  
 

  
 

𝑥1 = 𝑦1,
………
𝑥𝑛 = 𝑦𝑛,
………

𝑥𝑛(𝑛−1)+1 = 𝑦𝑛(𝑛−1)+1,
………

𝑥𝑛2 = 𝑦𝑛2 .

           (4.1)  

Deoarece sistemul de ecuații (4.1) are soluție unică, sistemul de parastrofi {𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛2} este 

ortogonal. Astfel obtinem că, (𝑄, 𝐵1) este quasigrup 𝑛2 −ar auto-ortogonal. □ 

Corolarul 4.4.1. Dacă există quasigrupuri 𝑛 −are auto-ortogonale de ordinul 𝑞, atunci există 

quasigrupuri auto-ortognale  𝑛2 −are de ordinul 𝑞. 

 Deoarece există quasigrupuri binare auto-ortogonale de orice ordin 𝑞 ≠ 2, 3 și 6, rezultă 

că există quasigrupuri 4 −are auto-ortogonale de orice ordin 𝑛 ≠ 2, 3, 6. 

Corolarul 4.4.2. Există quasigrupuri 2𝑛 -are auto-ortognale de orice ordin 𝑞,  unde 𝑞 ∈

ℕ∗\{1, 2, 3, 6}. 

Exemplul 4.4.1. Fie (ℤ𝑝, 𝐴),  unde 𝑝  este prim impar și 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3  un 

quasigrup ternar auto-ortogonal, având ortogonali parastrofii principali 𝐴, 𝐴
(13)

 și 𝐴
(23)

. 

Conform propoziției 1, quasigrupul 9-ar (ℤ𝑝, 𝐵1),  unde 𝐵1 = 𝐴(𝐴(𝑥1
3), 𝐴(𝑥4

6), 𝐴(𝑥7
9))  este 

auto-ortogonal având ortogonali parastrofii  𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4, 𝐵5, 𝐵6, 𝐵7, 𝐵8, 𝐵9, unde  

𝐵2(𝑥1
9) = 𝐴

(13) (𝐴(𝑥1
3), 𝐴(𝑥4

6), 𝐴(𝑥7
9)) = 𝐵

(17)(28)(39) (𝑥1
9); 

𝐵3(𝑥1
9) = 𝐴

(23) (𝐴(𝑥1
3), 𝐴(𝑥4

6), 𝐴(𝑥7
9)) = 𝐵

(47)(58)(69)
1(𝑥1

9); 

𝐵4(𝑥1
9) = 𝐴( 𝐴

(13) (𝑥1
3), 𝐴

(13) (𝑥4
6), 𝐴

(13) (𝑥7
9)) = 𝐵

(13)(46)(79)
1(𝑥1

9); 

𝐵5(𝑥1
9) = 𝐴

(13) ( 𝐴
(13) (𝑥1

3), 𝐴
(13) (𝑥4

6), 𝐴
(13) (𝑥7

9)) = 𝐵
(19)(28)(37)(46)

1(𝑥1
9); 

𝐵6(𝑥1
9) = 𝐴

(23) ( 𝐴
(13) (𝑥1

3), 𝐴
(13) (𝑥4

6), 𝐴
(13) (𝑥7

9)) = 𝐵
(13)(49)(58)(67)

1(𝑥1
9); 

𝐵7(𝑥1
9) = 𝐴 ( 𝐴

(23) (𝑥1
3), 𝐴

(23) (𝑥4
6), 𝐴

(23) (𝑥7
9)) = 𝐵

(23)(56)(89)
1(𝑥1

9); 

𝐵8(𝑥1
9) = 𝐴

(13) ( 𝐴
(23) (𝑥1

3), 𝐴
(23) (𝑥4

6), 𝐴
(23) (𝑥7

9)) = 𝐵
(17)(29)(38)(56) _1(𝑥1

9); 

𝐵9(𝑥1
9) = 𝐴

(23) ( 𝐴
(23) (𝑥1

3), 𝐴
(23) (𝑥4

6), 𝐴
(23) (𝑥7

9)) = 𝐵
(23)(47)(68)

1(𝑥1
9). 

Observație. Conform Propoziției 4.4.1, din exemplul precedent, rezultă că există quasigrupuri 

3𝑛 −are de orice ordin prim impar p. 
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O construcție a quasigrupurilor 𝒎𝒏−are auto-ortogonale 

Tehnicile de construcție a quasigrupurilor 𝑛 −are auto-ortogonale se bazează metoda 

superpozițiilor, utilizată de către T. Evans. 

Propoziția 4.4.2. [58] Fie {𝐴1, 𝐴2} este o pereche de quasigrupuri ortogonale, definite pe una și 

aceeași mulțime Q și fie {𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑚} și {𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑚} seturi ortogonale de quasigrupuri 

𝑚 −are definite în Q. Atunci {𝐷𝑖,𝑗  | 𝑖 = 1,2;  𝑗 = 1,2, … ,𝑚}, unde  

𝐷𝑖,𝑗 (𝑥1, … , 𝑥2𝑚) = 𝐴𝑖 (𝐵𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑚), 𝐶𝑗(𝑥𝑚+1, … , 𝑥2𝑚)), 

este un sistem ortogonal de quasigrupuri 2𝑚 −are quasigroups în 𝑄. 

Corolarul 4.4.3. Există quasigrupuri auto-ortogonale 2n-are de orice ordin prim 𝑝, 𝑝 ≥ 5, unde 

𝑛 + 1 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).   

Corolarul 4.4.4. Fie Q o mulțime finită, (Q, A) un quasigrup ternar auto-ortogonal și (Q, B) un 

quasigrup n-ar. Dacă mulțimile { 𝐴
𝛼1 , 𝐴

𝛼2 , 𝐴
𝛼3 } și { 𝐵

𝛽1 , 𝐵
𝛽2 , . . . , 𝐵

𝛽𝑛 } sunt sisteme ortogonale 

de parastrofi principali, atunci operațiile 𝐷1, 𝐷2, . . ., 𝐷3𝑛, unde  

{
 
 
 

 
 
 𝐷1(𝑥1

3𝑛) = 𝐵
𝛽1 ( 𝐴

𝛼1 (𝑥1
3), 𝐴

𝛼1 (𝑥4
6), … , 𝐴

𝛼1 (𝑥3𝑛−2
3𝑛 )) ,

𝐷2(𝑥1
3𝑛) = 𝐵

𝛽2 ( 𝐴
𝛼1 (𝑥1

3), 𝐴
𝛼1 (𝑥4

6), … , 𝐴
𝛼1 (𝑥3𝑛−2

3𝑛 )) ,
………

𝐷𝑛(𝑥1
3𝑛) = 𝐵

𝛽𝑛 ( 𝐴
𝛼1 (𝑥1

3), 𝐴
𝛼1 (𝑥4

6), … , 𝐴
𝛼1 (𝑥3𝑛−2

3𝑛 )) ,
………

𝐷3𝑛(𝑥1
3𝑛) = 𝐵

𝛽𝑛 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥1

3), 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥4

6), … , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥3𝑛−2

3𝑛 ))  

 

formează un sistem ortogonal de parastrofi principali ai unui quasigrup 3𝑛 -ar, definit pe 

mulțimea finită Q.  

 Teorema 4.4.1. [58] Fie {𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛} un sistem ortogonal de quasigrupuri 𝑛 −are și fie  

{𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑚} un sistem ortogonal de quasigrupuri 𝑚 −are, ambele sisteme fiind definite pe 

mulțimea Q. Atunci sistemul {𝐶𝑖𝑗  | 𝑖 = 1,2, … , 𝑛;  𝑗 = 1,2, … ,𝑚}, unde  

𝐶𝑖,𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝐴𝑖 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝐵𝑗(𝑦1, … , 𝑦𝑚)),  

∀𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, … , 𝑦𝑚 ∈  𝑄, este un sistem ortogonal ce conține 𝑚 ⋅  𝑛𝑚−1 quasigrupuri 𝑛 +

𝑚 − 1, definite în mulțimea 𝑄. 

Corolarul 4.4.5.  Există sisteme ortogonale 𝑠 −are quasigrupuri de ordinul 𝑞, pentru orice 𝑠 ≥

3  și orice 𝑞 > 2, 𝑞 ≠ 6. 

Teorema 4.4.2.  Fie (𝑄, 𝐴) și (𝑄, 𝐵) două quasigrupuri finite auto-ortogonale, de aritate 𝑛 și, 

respectiv, 𝑚 . Dacă  {  𝐴
𝛼1 , 𝐴

𝛼2 , … . 𝐴
𝛼𝑛 } și  { 𝐵

𝛽1 , 𝐵
𝛽2 , … , 𝐵

𝛽𝑚 }  sunt sisteme ortogonale de 
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parastrofi principali ai quasigrurilor (𝑄, 𝐴) și (𝑄, 𝐵), atunci grupoidul  (𝑄, 𝐶1),  unde  

𝐶1(𝑥1
𝑚𝑛) = 𝐵

𝛽1 (𝛼1𝐴(𝑥1
𝑛),… , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 )) 

este un quasigrup auto-ortogonal 𝑛𝑚-ar.  

Demonstrație. Considerăm operațiile 𝑚𝑛 −are definite în felul următor: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐶1(𝑥1

𝑚𝑛) = 𝐵
𝛽1 ( 𝐴

𝛼1 (𝑥1
𝑛), 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛+1
2𝑛 ), . . . , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 )) ,

𝐶2(𝑥1
𝑚𝑛) = 𝐵

𝛽2 ( 𝐴
𝛼1 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ), . . . , 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) ,
  ………

𝐶𝑚(𝑥1
𝑚𝑛) = 𝐵

𝛽𝑚 ( 𝐴
𝛼1 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ), . . . , 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) ,
………

𝐶𝑛(𝑚−1)+1(𝑥1
𝑚𝑛) = 𝐵

𝛽1 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ), . . . , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) ,
………

𝐶𝑚𝑛(𝑥1
𝑚𝑛) = 𝐵

𝛽𝑛 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥1

𝑛), 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛+1

2𝑛 ), . . . , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) ,

 

Arătăm că sistemul {𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑚𝑛}  este ortogonal. Deoarece Q este o mulțime finită, este 

suficient să arătăm că soluția sistemului de ecuații   

 {𝐶𝑖(𝑥1
𝑚𝑛) = 𝑐𝑖}, 𝑖 = 1,𝑚𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                               (4.2) 

este unică.  Fie {𝐶𝑖(𝑥1
𝑚𝑛) = 𝐶𝑖(𝑦1

𝑚𝑛)}, 𝑖 = 1,𝑚𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, deci 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐵

𝛽1 ( 𝐴
𝛼1 (𝑥1

𝑛), . . . , 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) = 𝐵
𝛽1 ( 𝐴

𝛼1 (𝑦1
𝑛), . . . , 𝐴

𝛼1 (𝑦𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 )) ,

𝐵
𝛽2 ( 𝐴

𝛼1 (𝑥1
𝑛), . . . , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 )) = 𝐵

𝛽2 ( 𝐴
𝛼1 (𝑦1

𝑛), . . . , 𝐴
𝛼1 (𝑥𝑦𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) ,
………

𝐵
𝛽𝑚 ( 𝐴

𝛼1 (𝑥1
𝑛), . . . , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 )) = 𝐵

𝛽𝑚 ( 𝐴
𝛼1 (𝑦1

𝑛), . . . , 𝐴
𝛼1 (𝑦𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) ,
………

𝐵
𝛽1 ( 𝐴

𝛼𝑛 (𝑥1
𝑛), . . . , 𝐴

𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 )) = 𝐵

𝛽1 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑦1

𝑛), . . . , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑦𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) ,
………

𝐵
𝛽𝑛 ( 𝐴

𝛼𝑛 (𝑥1
𝑛), . . . , 𝐴

𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 )) = 𝐵

𝛽𝑛 ( 𝐴
𝛼𝑛 (𝑦1

𝑛), . . . , 𝐴
𝛼𝑛 (𝑦𝑛(𝑚−1)+1

𝑚𝑛 )) .

 

Așa cum sistemul de parastrofi { 𝐵
𝛽1 , . . . , 𝐵

𝛽𝑚 }  este ortogonal, obținem  

{
 
 
 

 
 
 

𝐴
𝛼1 (𝑥1

𝑛) = 𝐴
𝛼1 (𝑦1

𝑛),
………
𝐴

𝛼𝑛 (𝑥1
𝑛) = 𝐴

𝛼𝑛 (𝑦1
𝑛),

………
𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 ) = 𝐴

𝛼1 (𝑦𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 ),

………
𝐴

𝛼𝑛 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 ) = 𝐴

𝛼𝑛 (𝑦𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 ).

 

Din ortogonalitatea sistemului de parastrofi 𝐴
𝛼𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, rezultă 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1,𝑚𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Deoarece 

sistemul de ecuații (4.2) are soluție unică, sistemul de operații {𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑚𝑛} este ortogonal.  
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Utilizând definiția parastrofului, obținem că operațiile {𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑚𝑛}  sunt parastrofi ai 

operației 𝐶1, unde  

𝐶1(𝑥1
𝑚𝑛) = 𝐵

𝛽1 (𝛼1𝐴(𝑥1
𝑛), … , 𝐴

𝛼1 (𝑥𝑛(𝑚−1)+1
𝑚𝑛 )). 

 Prin urmare, (𝑄, 𝐶1) este quasigrup 𝑚𝑛 −ar auto-ortogonal. □ 

Corolarul 4.4.6. Dacă pe o mulțime finită Q există quasigrupuri auto-ortogonale 𝑚 −are și 

𝑛 −are  (𝑛, 𝑚 ≥  2), atunci pe această mulțime există quasigrupuri 𝑚𝑛 −are auto-ortogonale. 

Corolarul 4.4.7. Dacă există quasigrupuri n-are auto-ortogonale de ordinul 𝑞, atunci există 

quasigrupuri auto-ortogonale 𝑛𝑘 −are de ordinul 𝑞, unde 𝑘 ≥ 2. 

Corolarul 4.4.8 Există quasigrupuri 2𝑘 -are auto-ortogonale de orice ordinul 𝑞 ≠ 1, 2, 3, 6 și 

orice 𝑘 ≥ 1. 

Exemplul 4.4.2. Mulțimea tuturor parastrofilor principali ai quasigrupului 𝑛 −ar (ℤ𝑞 , 𝐴), unde  

𝐴(𝑥1
𝑛) = 2̅𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛, 

 este  

𝐴, 𝐴
(12) , … , 𝐴

(1𝑛)
, 

unde  

𝐴(𝑥1
𝑛) =∑𝑥𝑗

𝑖−1

𝑗=1

(1𝑖)
+ 2̅𝑥𝑖 + ∑ 𝑥𝑗

𝑛

𝑗=𝑖+1

, 𝑖 = 2, 𝑛 − 1 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

Pentru a arăta că mulțimea de parastrofi distincți este ortogonală este suficient de aflat: 

|
|

2 1 1 … 1
1 2 1 … 1
1
…
1

1
…
1

2
…
1

…
⋱
…

1
…
2

|
| ≡ 𝑛 + 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

Astfel, sistemul parastrofilor principali este și ortogonal dacă și numai dacă  

    𝑛 + 1 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

Prin urmare, există quasigrupuri 𝑛 −are auto-ortogonale de orice ordin prim impar 𝑞 ≥  3, pentru 

orice 𝑛 ≥ 2 astfel încât 𝑛 + 1 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

Corolarul 4.4.9. Există quasigrupuri auto-ortogonale 𝑝𝑘 -are de ordinul 𝑝 pentru orice 𝑝 −

 prim, impar și orice 𝑘 ∈ ℕ∗. 
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4.5. Concluzii la Capitolul 4 

Capitolul patru se referă la quasigrupurile 𝑛 − are parastrofic-ortogonale, inclusiv la 

𝑇 −quasigrupurile total parastrofic-ortogonale 𝑘 −are, unde 𝑘 = 2, 3, 4.  

În acest compartiment sunt obținute caracterizări ale quasigrupurilor binare în care toți cei 

șase parastrofi formează un sistem ortogonal, numite 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri. În particular se arată 

că clasa 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupurilor este închisă în raport cu transformarea de parastrofie și imaginile 

omomorfice, sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 − quasigrup binar să fie un 

𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup. Sunt prezentate estimări ale spectrului 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupurilor: se arată că nu 

există 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri binare de ordin mai mic ca 7, însă există astfel de quasigrupuri de 

orice ordin 𝑞, reciproc prim cu 2, 3, 5 și 7. 

 În paragraful 4.2 sunt studiate T-quasigrupurile ternare total-parastrofic-ortogonale. Sunt 

date condiții necesare și suficiente ca un T-quasigrup ternar să posede exact 𝑘 parastrofi distincți 

ce sunt și ortogonali, pentru fiecare k ∈ {3, 4}. Sunt construite exemple de quasigrupuri ternare cu  

exact 3, respectiv cu exact 4, parastrofi distincti care sunt și ortogonali și sunt prezentate 

următoarele estimări ale spectrului quasigrupurilor ternare total parastrofic-ortogonale: 

✓ Există quasigrupuri ternare finite de ordinul 𝑞, cu exact trei parastrofi distincți ce sunt și 

ortogonali, de orice ordin impar q ≥ 3; 

✓ Există quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar  q ≥  3, ce au exact 4 parastrofi 

distincți ce sunt și ortogonali; 

       În paragraful 4.3 sunt studiate 4 − 𝑇 −quasigrupurile total-parastrofic-ortogonale cu exact 

cinci parastrofi distincți. Sunt date condiții necesare și suficiente ca un 4 − 𝑇 −quasigrup să 

posede exact 5 parastrofi distincți ce sunt și ortogonali. Se arată că există quasigrupuri 4 −are cu 

exact 5 parastrofi distincți și ortogonali de orice ordin q ≥ 3. 

În baza metodei de construcție a sistemelor ortogonale de operații 𝑛 −are, date de Trevor 

Evans, în ultimul paragraf sunt prezentate construcții ale operațiilor 𝑛 − are parastrofic-

ortogonale, în particular auto-ortogonale 𝑘 −are, unde k = n2, 2n, 𝑚𝑛, pentru 𝑛, 𝑚 ≥  2. Astfel 

se obține că, dacă pe o mulțime finită 𝑄 există quasigrupuri auto-ortogonale m−are și, respectiv 

n − are, unde  n, m ≥  2,  atunci pe această mulțime există quasigrupuri mn − are auto-

ortogonale. În particular, din această construcție rezultă că există quasigrupuri    2𝑛 −are auto-

ortogonale de orice ordin 𝑞 ≠ 1, 2, 3, 6, pentru orice n ≥ 1. 
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CONCLUZII GENERALE ȘI RECOMANDĂRI  

Teza dată se referă la studiul quasigrupurilor 𝑛 −are cu un număr exact de parastrofi 

distincți, în particular la quasigrupuri 𝑛 −are cu sisteme maximale ortogonale de parastrofi 

distincți, numite quasigrupuri total parastrofic-ortogonale. 

Scopul tezei constă în obținerea unor caracterizări ale quasigrupurilor 𝑛-are (𝑛 = 2, 3, 4), 

ce posedă un număr exact posibil de parastrofi distincți, în particular, seturi maximale ortogonale 

de parastrofi, precum și estimarea spectrului lor.  

Problema existenței quasigrupurilor 𝑛-are, ce posedă un număr dat de parastrofi distincți, 

și a caracterizării spectrului lor, formulată de Lindner și Steedly, este considerată pentru clasa 𝑛 −

𝑇-quasigrupurilor (𝑛 = 2, 3, 4), inclusiv cu sistemele maximale ortogonale de parastrofi distincți. 

În caz ternar problema existenței quasigrupurilor finite cu un număr exact de parastrofi distincți a 

fost soluționată de M. McLeish, integral pentru k=1, 3, 4, 6, 12, 24 parastrofi distincți și parțial 

pentru 𝑘 = 2, 8 parastrofi distincți. Problema caracterizării quasigrupurilor liniare cu un număr 

exact dat de parastrofi distincți, inclusiv ortogonali, a fost inițiată de către autorea tezei în 

colaborare cu G. Beleavskaya [18], fiind abordată în caz ternar de Sokhatsky, Fryz, Pirus ș.a.  

În teză sunt prezentate următoarele rezultate principale ale autoarei: 

1. Sunt introduse și studiate două clase noi de quasigrupuri binare: 𝐷𝐶-quasigrupuri (ce posedă 

șase parastrofi distincți) și 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupuri (ce posedă șase parastrofi ortogonali); 

2. Se demonstrează că clasa 𝐷𝐶 -quasigrupurilor este închisă în raport cu transformarea de  

parastrofie și că orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfică a unui 𝐷𝐶-quasigrup 

este un 𝐷𝐶-quasigrup.  

3. Este caracterizat spectrul 𝐷𝐶 − 𝑇 − quasigrupurilor finite. Se arată că există 𝐷𝐶 −

𝑇 −quasigrupuri de ordinul 𝑛, pentru orice 𝑛 ≥ 5, 𝑛 ≠ 6.  

4. Sunt obținute caracterizări ale 𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 − quasigrupurilor. În particular se arată că clasa 

𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrupurilor este închisă în raport cu transformarea de parastrofie și imaginile 

omomorfice, sunt date condiții necesare și suficiente ca un  𝑇-quasigrup binar să fie un 

𝑡𝑜𝑡𝐶𝑂 −quasigrup.  

5. C.C. Lindner și D. Steedly [76] au arătat că există quasigrupuri binare finite cu exact 1, 2, 3 

sau 6 parastrofi distincți și au caracterizat integral spectrul lor. Pentru soluționarea acestor 

probleme, acești autori au utilizat, în particular, cinci identități de lungime patru, cu două 

variabile. Autoarea tezei a precizat acest rezultat, arătând că una dintre cele cinci identităti 

poate fi eliminată (Propozitia 1.1.4). 

6. Sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup ternar să posede exact k parastrofi 

distincti, unde k=3, 4 sau 6. Sunt construite exemple și sunt date estimări ale spectrului lor. Se 
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arată că: a) există quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distinți, de orice ordin  

q ≥ 3; b) există 𝑇 −quasigrupuri ternare finite, ce au exact 4 parastrofi distincți, de orice ordin 

impar   q ≥  3 ; c) există 𝑇 −quasigrupuri ternare finite de ordin impar q, (q, 3) = 1, ce 

posedă exact șase parastrofi distincți. 

7. Sunt date condiții necesare și suficiente ca un 𝑇 −quasigrup 4-ar să aibă exact 1, 5, 10 sau 20 

de parastrofi distincți. Sunt prezentate unele estimări ale spectrului acestor quasigrupuri.  

8. Se demonstrează că nu există T-quasigrupurile 4-are cu exact 2, 6 sau 15 parastrofi distincți.  

9. Sunt prezentate estimări ale spectrului quasigrupurilor n-are parastrofic-ortogonale, respectiv, 

total parastrofic-ortogonale, 𝑛 = 2, 3, 4, inclusiv a totCO-quasigrupurilor: a) nu există totCO-

quasigrupuri binare de ordin mai mic ca 7, însă există astfel de quasigrupuri de orice ordin 𝑞, 

reciproc prim cu 2, 3, 5 și 7; b) există quasigrupuri ternare finite cu exact trei parastrofi 

distincți, ce sunt și ortogonali, de orice ordin impar q ≥ 3; c) există quasigrupuri ternare finite 

de orice ordin impar  q ≥  3 ce au exact 4 parastrofi distincți ce sunt și ortogonali; d) există 

quasigrupuri 4-are cu exact 5 parastrofi distincți și ortogonali de orice ordin q ≥ 3. 

10. În baza metodei de construcție a sistemelor ortogonale de operații 𝑛 −are, date de Trevor 

Evans, sunt prezentate construcții ale operațiilor 𝑛 −are parastrofic-ortogonale, în particular 

auto-ortogonale 𝑘 −are, unde k are una din următoarele forme: 𝑘 = 𝑛2, 2𝑛, 𝑚𝑛, unde 𝑛,

𝑚 ≥  2. Astfel se obține că, dacă pe o mulțime finită 𝑄 există quasigrupuri auto-ortogonale 

𝑚 − are și, respectiv 𝑛 − are, unde  𝑛, 𝑚 ≥  2,  atunci pe această mulțime există 

quasigrupuri 𝑚𝑛 −are auto-ortogonale. În particular, din această construcție rezultă că există 

quasigrupuri 2𝑛 −are auto-ortogonale de orice ordin 𝑞 ≠ 1, 2, 3, 6, pentru orice 𝑛 ≥ 1.  

Rezultatele autoarei T. Rotari (T. Popovich) la tema tezei de doctorat au fost publicate în 

27 de lucrări științifice [17-23, 95-101, 104-111, 134, 135, 155-157]. 

Recomandări: 

1. Metoda de caracterizare a 𝑇 −quasigrupurilor cu un număr exact dat de parastrofi distincți 

poate fi utilizată  pentru obținerea unor rezultate analogice în cazul quasigrupurilor 4-are cu 

exact 𝑘 parastrofi distincți pentru 𝑘 ≥ 24,   𝑘|120; 

2. Caracterizarea spectrului quasigrupurilor ternare cu exact doi sau exact opt parastrofi distincți 

necesită elaborarea unor metode noi de construcție a unor astfel de quasigrupuri, de exemplu, 

metode combinatorice; 

3. La caracterizarea quasigrupurilor 𝑛 −are total parastrofic-ortogonale cu exact 𝑘 parastrofi 

distincți, unde 𝑘 < 𝑛, pot fi utilizate alte definiții ale ortogonalității; 

4. Sistemele ortogonale de quasigrupuri 𝑛 −are, 𝑛 ≥ 2, pot fi utilizate la construirea MDS-

codurilor, în criptografie, la planificarea experimentelor, în combinatorică ș.a. 
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Anexa 1. Subgrupurile grupului 𝑺𝟒 

Nr. 𝐻𝑖   Ordinul 

subgrupului 

Elementele subgrupului Numărul de parastrofi 

distincți: |𝑆4: 𝐻| 

1.  𝐻1   1 {𝜀} 24 

2.  𝐻2    

 

 

 

2 

{𝜀, (12)}  

 

 

 

12 

3.  𝐻3   {𝜀, (13)} 

4.  𝐻4   {𝜀, (14)} 

5.  𝐻5   {𝜀, (23)} 

6.  𝐻6   {𝜀, (24)} 

7.  𝐻7   {𝜀, (34)} 

8.  𝐻8   {𝜀, (12)(34)} 

9.  𝐻9   {𝜀, (13)(24)} 

10.  𝐻10   {𝜀, (14)(23)} 

11.  𝐻11    

 

3 

{𝜀, (123), (132)}  

 

8 

12.  𝐻12   {𝜀, (124), (142)} 

13.  𝐻13   {𝜀, (134), (143)} 

14.  𝐻14   {𝜀, (234), (243)} 

15.  𝐻15   4 (izomorfe 

cu 𝑍4) 

{𝜀, (1234), (13)(24), (1432)}  

 

 

6 

16.  𝐻16   {𝜀, (1243), (14)(23), (1342)} 

17.  𝐻17   {𝜀, (1324), (12)(34), (1423)} 

18.  𝐻18    4 

(izomorfe 

cu grupul 

lui Klein) 

{𝜀, (12), (34), (12)(34)} 

19.  𝐻19   {𝜀, (13), (24), (13)(24)} 

20.  𝐻20   {𝜀, (14), (23), (14)(23)} 

21.  𝐻21   {𝜀, (12)(34), (14)(23), (13)(24)} 

22.  𝐻22    

6 

{𝜀, (12), (13), (23), (123), (132)}  

4 23.  𝐻23   {𝜀, (12), (14), (24), (124), (142)} 

24.  𝐻24   {𝜀, (13), (14), (34), (134), (143)} 

25.  𝐻25   {𝜀, (23), (24), (34), (234), (243)} 

26.  𝐻26    

 

8 

{𝜀, (12), (34), (12)(34), (14)(23),  

(13)(24), (1423), (1324)} 

 

 

3 27.    𝐻27   {𝜀, (14), (23), (14)(23), (13)(24),  

(12)(34), (1243), (1342)} 

28.  𝐻28   {𝜀, (13), (24), (12)(34), (14)(23),  

(13)(24), (1432), (1234)} 

29.  𝐻29   12 {𝜀, (12)(34), (14)(23), (13)(24), (123) 

(132), (124), (142), (134), (143),  

(243), (234)} 

2 

30.  𝐻30   24 𝑆4 1 (TS-quasigrup) 
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Anexa 2. Subgrupurile de ordinul 24, 20, 12, 8, 6, respectiv, ale grupului 𝑺𝟓   

Grupul 𝑆5  are în total 156 de subgrupuri, inclusiv: 25 de subgrupuri de ordinul 2, 10 

subgrupuri de ordinul 3, 35 de subgrupuri de ordinul 4 (20 izomorfe cu grupul Klein K4 și 15 

subgrupuri ciclice), 6 subgrupuri de ordinul 5, 30 de subgrupuri de ordinul 6 (dintre care 10 

ciclice), 15 subgrupuri de ordinul 8 (izomorfe cu D8), 6 subgrupuri de ordinul 10 (izomorfe cu D10) 

15 subgrupuri de ordinul 12 (10 izomorfe cu Z2xS3 și 5 izomorfe cu A4), 6 subgrupuri de ordinul 

20, 5 subgrupuri de ordinul 24 (izomorfe cu S4), 1 subgrup de ordinul 60 (izomorf cu A5), și cele 

două subgrupuri triviale. Observăm că grupul 𝑆5  nu are subgrupuri de ordinul 15, 30 sau 40 

(numere care sunt printre divizorii lui 120).  

 În Anexa 2 sunt date subgrupurile grupului 𝑆5 de ordinul: a) 24, b) 20, c) 12, d) 8, e) 6 

 

a) Subgrupurile de ordinul 24 ale grupului 𝑆5   

Nr.  Elementele 

subgrupului 

𝐻1 =< (1234),  

(12) > 

𝐻2 =< (12345),  

(12) > 

𝐻3 =< (1245),  

(12) > 

𝐻4 =< (1345),  

(13) > 

𝐻5 =< (2345),  

(23) > 

1.  𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 

2.  𝛼 (1234) (1235) (1245) (1345) (2345) 

3.  𝛼2 (13)(24) (13)(25) (14)(25) (14)(35) (24)(35) 

4.  𝛼3 (1432) (1532) (1542) (1543) (2543) 

5.  𝛽 (12) (12) (12) (13) (23) 

6.  𝛼𝛽 (234) (235) (245) (345) (345) 

7.  𝛼2𝛽 (1324) (1325) (1425) (1435) (2435) 

8.  𝛼3𝛽 (143) (153) (154) (154) (254) 

9.  𝛽𝛼 (134) (135) (145) (145) (245) 

10.  𝛽𝛼2 (1423) (1523) (1524) (1534) (2534) 

11.  𝛽𝛼3 (243) (253) (254) (354) (354) 

12.  𝛼𝛽𝛼 (1243) (1253) (1254) (1354) (2354) 

13.  𝛼𝛽𝛼2 (132) (132) (142) (143) (243) 

14.  𝛼𝛽𝛼3 (14) (15) (15) (15) (25) 

15.  𝛼2𝛽𝛼 (142) (152) (152) (153) (253) 

16.  𝛼2𝛽𝛼2 (34) (35) (45) (45) (45) 

17.  𝛼2𝛽𝛼3 (123) (123) (124) (134) (234) 

18.  𝛼3𝛽𝛼2 (23) (23) (24) (34) (34) 

19.  𝛼3𝛽𝛼2 (124) (125) (125) (135) (235) 
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20.  𝛼3𝛽𝛼3 (1342) (1352) (1452) (1453) (2453) 

21.  𝛽𝛼2𝛽 (14)(23) (15)(23) (15)(24) (15)(34) (25)(34) 

22.  𝛼𝛽𝛼2𝛽 (13) (13) (14) (14) (24) 

23.  𝛼2𝛽𝛼2𝛽 (12)(34) (12)(35) (12)(45) (13)(45) (23)(45) 

24.  𝛼3𝛽𝛼2𝛽 (24) (25) (25) (35) (35) 

 

b) Subgrupurile de ordinul 20 ale grupului 𝑆5    
Nr. Elementele 

subgrupului 

𝐻1 =

< (12345), 

(2453) > 

𝐻2 =

< (12435), 

(2453) > 

𝐻3 =

< (12453), 

(2435) > 

𝐻4 =

< (12543), 

(2534) > 

𝐻5 =

< (12534), 

(2543) > 

𝐻6 =

< (13524), 

(3542) > 

1.  𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 

2.  𝛼 (12345) (12435) (12453) (12543) (12534) (13524) 

3.  𝛼2 (13524) (14523) (14325) (15324) (15423) (15432) 

4.  𝛼3 (14253) (13254) (15234) (14235) (13245) (12345) 

5.  𝛼4 (15432) (15342) (13542) (13452) (14352) (14253) 

6.  𝛽 (2354) (2453) (2435) (2534) (2543) (3542) 

7.  𝛽2 (25)(34) (25)(34) (23)(45) (23)(45) (24)(35) (25)(34) 

8.  𝛽3 (2453) (2354) (2534) (2435) (2345) (2453) 

9.  𝛼𝛽 (1325) (1425) (1423) (1523) (1524) (1534) 

10.  𝛼2𝛽 (1534) (1543) (1345) (1354) (1453) (1452) 

11.  𝛼3𝛽 (1243) (1234) (1254) (1245) (1235) (1325) 

12.  𝛼4𝛽 (1452) (1352) (1532) (1432) (1342) (1243) 

13.  𝛼𝛽2 (15)(24) (15)(23) (13)(25) (13)(24) (14)(23) (14)(23) 

14.  𝛼2𝛽2 (14)(23) (13)(24) (15)(24) (14)(25) (13)(25) (12)(35) 

15.  𝛼3𝛽2 (13)(45) (14)(35) (14)(35) (15)(34) (15)(34) (15)(24) 

16.  𝛼4𝛽2  (12)(35) (12)(45) (12)(34) (12)(35) (12)(45) (13)(45) 

17.  𝛼𝛽3 (1435) (1345) (1543) (1453) (1354) (1254) 

18.  𝛼2𝛽3 (1254) (1524) (1235) (1234) (1243) (1342) 

19.  𝛼3𝛽3 (1523) (1524) (1324) (1325) (1425) (1435) 

20.  𝛼4𝛽3 (1342) (1432) (1452) (1542) (1532) (1523) 



 
 

c) Subgrupurile de ordinul 12 ale grupului 𝑆5  

 Subgrupurile izomorfe grupului 𝐴4 

 𝜀 𝛼 𝛽 𝑏2 𝛼𝛽 𝛼𝛽2 𝛽𝛼 𝛽2𝛼 𝛼𝛽𝛼 𝛼𝛽2𝛼 𝛽𝛼𝛽2 𝛽2𝛼𝛽 

𝐻1 𝜀 (12)(34) (123) (132) (134) (234) (243) (143) (142) (124) (13)(24) (14)(23) 

𝐻2 𝜀 (12)(35) (123) (132) (135) (235) (253) (153) (152) (125) (13)(25) (15)(23) 

𝐻3 𝜀 (12)(45), (124) (142) (145) (245) (254) (154) (152) (125) (14)(25) (15)(24) 

𝐻4 𝜀 (13)(45) (134) (143) (145) (345) (354) (154) (153) (135) (14)(35) (15)(34) 

𝐻5 𝜀 (23)(45) (234) (243) (245) (345) (354) (254) (253) (235) (24)(35) (25)(34) 

Subgrupurile de ordinul 12 izomorfe 𝑆2 × 𝑆3:  𝐻𝑖 =< 𝛼, 𝛽, 𝛾 >, 𝑖 = 6,15̅̅ ̅̅ ̅̅  

  𝐻6 𝐻7 𝐻8 𝐻9 𝐻10 𝐻11 𝐻12 𝐻13 𝐻14 𝐻15 

𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 

𝛼 (123) (124) (134) (234) (125) (135) (145) (235) (245) (345) 

𝛼2 (132) (142) (143) (243) (152) (153) (154) (253) (254) (354) 

𝛽 (12) (12) (13) (23) (12) (13) (14) (23) (24) (34) 

𝛾 (45) (35) (25) (15) (34) (24) (23) (14) (13) (12) 

𝛼𝛽 (23) (24) (34) (34) (25) (35) (45) (35) (45) (45) 

𝛼2𝛽 (13) (14) (14) (24) (15) (15) (15) (25) (25) (35) 

𝛾𝛼 (123)(45) (124)(35) (134)(25) (15)(234) (125)(34) (135)(24) (145)(23) (14)(235) (13)(245) (12)(345) 

𝛾𝛼2 (132)(45) (142)(35) (143)(25) (15)(243) (152)(34) (153)(24) (154)(23) (14)(253) (13)(254) (12)(354) 

𝛽𝛾 (12)(45) (12)(35) (13)(25) (15)(23) (12)(34) (13)(24) (14)(23) (14)(23) (13)(24) (12)(34) 

𝛼𝛽𝛾 (23)(45) (24)(35) (25)(34) (15) (34) (25)(34) (24)(35) (23)(45) (14)(35) (13)(45) (12)(45) 

𝛼2𝛽𝛾 (13)(45) (14)(35) (14)(25) (15)(24) (15)(34) (15)(24) (15)(23) (14)(25) (13)(25) (12)(35) 
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d) Subgrupurile de ordinul 8 ale grupului 𝑆5    

𝐻𝑖 = ⟨𝛼, 𝛽⟩ ≅ 𝐷8, 𝑖 = 1,15̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

 𝜀 𝛼 𝛼2 𝛼3 𝛽 𝛼𝛽 𝛼2𝛽 𝛼3𝛽 

𝐻1 𝜀 (1234) (13)(24) (1432) (13) (12)(34) (24) (14)(23) 

𝐻2 𝜀 (1243) (14)(23) (1342) (14) (12)(34) (23) (13)(24) 

𝐻3 𝜀 (1324) (12)(34) (1423) (12) (13)(24) (34) (14)(23) 

𝐻4 𝜀 (1235) (13)(25) (1532) (13) (12)(35) (25) (15)(23) 

𝐻5 𝜀 (1253) (15)(23) (1352) (15) (12)(35) (23) (13)(25) 

𝐻6 𝜀 (1325) (12)(35) (1523) (12) (13)(25) (35) (15)(23) 

𝐻7 𝜀 (1245) (14)(25) (1542) (14) (12)(45) (25) (15)(24) 

𝐻8 𝜀 (1254) (15)(24) (1452) (15) (12)(45) (24) (14)(25) 

𝐻9 𝜀 (1425) (12)(45) (1524) (12) (14)(25) (45) (15)(24) 

𝐻10 𝜀 (1345) (14)(35) (1543) (14) (13)(45) (35) (15)(34) 

𝐻11 𝜀 (1354) (15)(34) (1453) (15) (13)(45) (34) (14)(35) 

𝐻12 𝜀 (1435) (13)(45) (1534) (13) (14)(35) (45) (15)(34) 

𝐻13 𝜀 (2345) (24)(35) (2543) (24) (23)(45) (35) (25)(34) 

𝐻14 𝜀 (2354) (25)(34) (2453) (25) (23)(45) (34) (24)(35) 

𝐻15 𝜀 (2435) (23)(45) (2534) (23) (24)(35) (45) (25)(34) 
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e) Subgrupurile de ordinul 6 ale grupului 𝑆5    

e1) Subgrupurile de ordinul 6 ale grupului 𝑆5, izomorfe cu 𝑍6,  𝐻𝑖 = ⟨𝛼⟩, 𝑖 = 1,10̅̅ ̅̅ ̅̅   
 𝐻1 𝐻2 𝐻3 𝐻4 𝐻5 𝐻6 𝐻7 𝐻8 𝐻9 𝐻10 

𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 

𝛼 (123)(45) (124)(35) (125)(34) (134)(25) (135)(24) (145)(23) (234)(15) (235)(14) (245)(13) (345)(12) 
𝛼2 (132) (142) (152) (143) (153) (154) (243) (253) (254) (354) 

𝛼3 (45) (35) (34) (25) (24) (23) (15) (14) (13) (12) 

𝛼4 (123) (124) (125) (134) (135) (145) (234) (235) (245) (345) 

𝛼5 (132)(45) (142)(35) (152)(34) (143)(25) (153)(24) (154)(23) (234)(15) (253)(14) (254)(13) (354)(12) 

 

e2) Subgrupurile de ordinul 6 ale grupului 𝑆5, izomorfe cu 𝑆3,  𝐻𝑖 = ⟨𝛼, 𝛽⟩, 𝑖 = 11,20̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  
 𝐻11 𝐻12 𝐻13 𝐻14 𝐻15 𝐻16 𝐻17 𝐻18 𝐻19 𝐻20 

𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 

𝛼 (123) (124) (134) (125) (135) (145) (234) (235) (245) (345) 
𝛽  (12) (12) (13) (12) (13) (14) (23) (23) (24) (34) 
𝛼2 (132) (142) (143) (152) (153) (154) (243) (253) (254) (354) 
𝛼𝛽 (23) (24) (34) (25) (35) (45) (34) (35) (45) (45) 
𝛼2𝛽 (13) (14) (14) (15) (15) (15) (24) (25) (25) (35) 

 

e3) Sub grupurile de ordinul 6 ale grupului 𝑆5, izomorfe cu 𝑆3,  𝐻𝑖 = ⟨𝛼, 𝛽⟩, 𝑖 = 21,30̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
 𝐻21 𝐻22 𝐻23 𝐻24 𝐻25 𝐻26 𝐻27 𝐻28 𝐻29 𝐻30 

𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 

𝛼 (123) (124) (125) (134) (135) (145) (234) (235) (245) (345) 
𝛽  (12)(45) (12)(35) (12)(34) (13)(25) (13)(24) (14)(23) (23)(15) (23)(14) (13)(24) (34)(12) 
𝛼2 (132) (142) (152) (143) (153) (154) (243) (253) (254) (354) 
𝛼𝛽 (23) (24) (25) (34) (35) (45) (34) (35) (45) (45) 
𝛼2𝛽 (13) (14) (15) (14) (15) (15) (24) (25) (25) (35) 



 
 

Anexa 3. Forma generală a operației T-quasigrupului binar cu un număr dat exact k de parastrofi distincți și ortogonali, unde 𝒌 ∈ {𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟔} 

 

Fie (Q, A) un T-quasigrup binar cu T-grupul (Q, +). În tabelul de mai jos sunt date condițiile necesare și suficiente ca un T-quasigrup 

binar să posede exact k parastrofi distincți, precum și exemple de astfel de quasigrupuri 

N/o 
k (numărul exact  

de parastrofi distincți) 

Forma generală a 

operației 𝐴(𝑥1, 𝑥2) 

Condiții asupra automorfismelor și 

elementului c 
Exemple 

1.  1 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 𝐼𝑥 = −𝑥, ∀𝑥𝜖𝑄 
(𝑄, 𝐴):  𝐴(𝑥1, 𝑥2) = −𝑥1 − 𝑥2; 

(𝑍𝑛, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥1 + 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥2 

2.  2 𝛼𝑥1 + 𝛼
−1𝑥2 + 𝑐 𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼3 = 𝐼, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐 (𝑍9, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) =  2𝑥1 + 5𝑥2 

3.  

3 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 

𝛼 ≠ 𝐼 

(𝑍9, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) =  4𝑥1 + 4𝑥2 

4.  𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝑐 (𝑍7, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) =  6𝑥1 + 4𝑥2 

5.  𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝑐 (𝑍5, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) =  2𝑥1 + 4𝑥2 

6.  6 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑐 
𝛼1 ≠ 𝛼2 ≠ 𝐼 și 

 𝛼1
2 ≠ 𝐼𝛼2 sau 𝛼2 ≠ 𝐼𝛼1 

(𝑍5, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2) =  𝑥1 + 2𝑥2 



 
 

Anexa 4. Forma generală a operației T-quasigrupului ternar cu un număr exact dat 𝒌 de parastrofi distincți, unde 𝒌 ∈ {𝟏, 𝟐, 𝟑. 𝟒, 𝟔} 

Fie (Q, A) un T-quasigrup ternar cu T-grupul (Q, +). În tabelul de mai jos sunt date condițiile necesare și suficiente ca un T-quasigrup 

ternar să posede exact k parastrofi distincți, precum și exemple de astfel de quasigrupuri 

N/O 

k (numărul exact  

de parastrofi 

distincți) 

Forma generală a operației 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 

Condiții asupra automorfismelo și 

elementului c 
Exemplu 

1)  1 𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝐼 (𝑍𝑛, 𝐴):  𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 

2)  2 Nu există astfel de quasigrupuri 

3)  

3 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 

𝛼 ≠ 𝐼, 𝛼2 = 𝜀, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐 

(𝑍9, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =  𝑥1 + 𝑥2 + 8𝑥3 

4)  𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 (𝑍7, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =  𝑥1 + 6𝑥2 + 𝑥3 

5)  𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 (𝑍12, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =  11𝑥1 + 5𝑥2 + 5𝑥3 

6)  

4 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 

𝛼 ≠ 𝐼 

(𝑍3, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 

7)  𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 (𝑍4, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3 

8)  𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 (𝑍8, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 7𝑥1 + 2𝑥2 + 7𝑥3 

9)  𝐼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 (𝑍6, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 5𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 

10)  

6 

𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝐼𝑥3 + 𝑐 

𝛼2 ≠ 𝜀 

(𝑍7, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥1 + 2𝑥2 + 6𝑥3 + 2 

11)  𝛼𝑥1 + 𝐼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 (𝑍5, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 3𝑥1 + 4𝑥2 + 3𝑥3 + 2 

12)  𝐼𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 (𝑍9, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 8𝑥1 + 4𝑥2 + 4𝑥3 + 5 

13)  𝛼𝑥1 + 𝐼𝛼
2𝑥2 + 𝛼

3𝑥3 + 𝑐 

𝛼2 ≠ 𝜀, 𝛼4 = 𝜀, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐 

(𝑍5, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3. 

14)  𝐼𝛼2𝑥1 + 𝛼
3𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝑐 (𝑍10, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 7𝑥2 + 3𝑥3. 

15)  𝛼𝑥1 + 𝛼
3𝑥2 + 𝐼𝛼

2𝑥3 + 𝑐 (𝑍15, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 7𝑥1 + 13𝑥2 + 11𝑥3. 

16)  𝐼𝛼𝛽𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝑐 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐, 𝛼𝑐 = 𝐼𝑐 (𝑍8, 𝐴): 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3.  



 
 

Anexa 5. Parastrofii T-quasigrupului 𝒏 −ar, 𝒏 ∈ {𝟑, 𝟒}    

a) Parastrofii T-quasigrupului ternar 

Fie(𝑄, 𝐴) un T-quasigrup ternar, cu T-forma 𝑇 = ((𝑄,+), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑐). Mulțimea parastrofilor 

acestui quasigrup este:  

1) 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼,  

2) 𝐴
(12)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼2𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼; 

3) 𝐴
(13) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼3𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼; 

4) 𝐴
(23)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼; 

5) 𝐴
(123)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼; 

6) 𝐴
(132) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼3𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼; 

7) 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼), 

8) 𝐴
(24)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼2
−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼), 

9) 𝐴
(34)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼3
−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼), 

10) 𝐴
(124) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼), 

11) 𝐴
(142) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼2

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼), 

12) 𝐴
(134)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1
−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼), 

13) 𝐴
(143)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼3
−1(𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼), 

14) 𝐴
(234)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼2
−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼), 

15) 𝐴
(243) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼), 

16) 𝐴
(1234) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼), 

17) 𝐴
(1243)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼3
−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼), 

18) 𝐴
(1324)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1
−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼), 

19) 𝐴
(1342)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼2
−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼), 

20) 𝐴
(1423) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼2

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼), 

21) 𝐴
(1432)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼3
−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼), 

22) 𝐴
(12)(34) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼), 

23) 𝐴
(13)(24) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼), 

24) 𝐴
(14)(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝛼1

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼)
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b) Parastrofii T-quasigrupului 4-ar 

Fie (𝑄, 𝐴) un T-quasigrup 4-ar, cu T-forma 𝑇 = ((𝑄, +), 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝑐). Mulțimea parastrofilor 

acestui quasigrup este:  

1) 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐, 

2) 𝐴
(12)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐,   

3) 𝐴
(13)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐,   

4) 𝐴
(14) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐,   

5) 𝐴
(23)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐,   

6) 𝐴
(24)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼4𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐,   

7) 𝐴
(34)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐,   

8) 𝐴
(12)(34) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼4𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐,   

9) 𝐴
(13)(24) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐,   

10) 𝐴
(14)(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐,   

11) 𝐴
(123) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐,   

12) 𝐴
(132) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼4𝑥4 + 𝑐,   

13) 𝐴
(124) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2𝑥1 + 𝛼4𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐,   

14) 𝐴
(142) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐, 

15) 𝐴
(134) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼4𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐,  

16) 𝐴
(143) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐, 

17) 𝐴
(234) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐, 

18) 𝐴
(243) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼4𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐, 

19) 𝐴
(1234) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐, 

20) 𝐴
(1432) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐, 

21) 𝐴
(1243) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2𝑥1 + 𝛼4𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝑐, 

22) 𝐴
(1342) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3𝑥1 + 𝛼1𝑥2 + 𝛼4𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐, 

23) 𝐴
(1324) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3𝑥1 + 𝛼4𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼1𝑥4 + 𝑐, 

24) 𝐴
(1423) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4𝑥1 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼1𝑥3 + 𝛼2𝑥4 + 𝑐, 

25) 𝐴
(15) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 
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26) 𝐴
(25) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

27) 𝐴
(35) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

28) 𝐴
(45) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

29) 𝐴
(12)(35) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

30) 𝐴
(12)(45) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

31) 𝐴
(13)(25) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

32) 𝐴
(13)(45) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

33) 𝐴
(14)(25) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

34) 𝐴
(14)(35) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

35) 𝐴
(15)(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

36) 𝐴
(15)(24) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

37) 𝐴
(15)(34) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

38) 𝐴
(23)(45) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

39) 𝐴
(24)(35) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

40) 𝐴
(25)(34) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

41) 𝐴
(125) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

42) 𝐴
(152) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

43) 𝐴
(135) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

44) 𝐴
(153) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

45) 𝐴
(145) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

46) 𝐴
(154) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

47) 𝐴
(235) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

48) 𝐴
(253) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

49) 𝐴
(245) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

50) 𝐴
(254) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(I𝛼1𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

51) 𝐴
(345) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

52) 𝐴
(354) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 
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53) 𝐴
(1235) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

54) 𝐴
(1532) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

55) 𝐴
(1245) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

56) 𝐴
(1542) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

57) 𝐴
(1254) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

58) 𝐴
(1452) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

59) 𝐴
(1253) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

60) 𝐴
(1352) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

61) 𝐴
(1435) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

62) 𝐴
(1534) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

63) 𝐴
(1325) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

64) 𝐴
(1523) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼4𝑥4 + 𝐼𝑐), 

65) 𝐴
(1345) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

66) 𝐴
(1543) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

67) 𝐴
(1354) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

68) 𝐴
(1453) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼2𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

69) 𝐴
(1425) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

70) 𝐴
(1524) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼3𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

71) 𝐴
(2345) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

72) 𝐴
(2543) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

73) 𝐴
(2354) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

74) 𝐴
(2453) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

75) 𝐴
(2435) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

76) 𝐴
(2534) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼1𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

77) 𝐴
(12345) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

78) 𝐴
(12354) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

79) 𝐴
(12435) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 
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80) 𝐴
(12534) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

81) 𝐴
(12453) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

82) 𝐴
(12543) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

83) 𝐴
(13524) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

84) 𝐴
(13425) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

85) 𝐴
(13254) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

86) 𝐴
(13245) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

87) 𝐴
(13542) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

88) 𝐴
(13452) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

89) 𝐴
(14253) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

90) 𝐴
(14532) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

91) 𝐴
(14523) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

92) 𝐴
(14352) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

93) 𝐴
(14325) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

94) 𝐴
(14235) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

95) 𝐴
(15432) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

96) 𝐴
(15243) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

97) 𝐴
(15342) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

98) 𝐴
(15423) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

99) 𝐴
(15234) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

100) 𝐴
(15324) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

101) 𝐴
(123)(45) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

102) 𝐴
(132)(45) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

103) 𝐴
(142)(35) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

104) 𝐴
(124)(35) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

105) 𝐴
(125)(34) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

106) 𝐴
(152)(34) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 
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107) 𝐴
(15)(234) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

108) 𝐴
(15)(243) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

109) 𝐴
(14)(235) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼4 𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

110) 𝐴
(14)(253) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

111) 𝐴
(13)(254) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

112) 𝐴
(13)(245) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

113) 𝐴
(12)(345) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

114) 𝐴
(12)(354) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝐼𝛼2𝑥1 + 𝐼𝛼1𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

115) 𝐴
(134)(25) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼4𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 

116) 𝐴
(143)(25) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼2

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼3𝑥4 + 𝐼𝑐), 

117) 𝐴
(135)(24) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼3𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

118) 𝐴
(153)(24) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼3

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼4𝑥2 + 𝐼𝛼1𝑥3 + 𝐼𝛼2𝑥4 + 𝐼𝑐), 

119) 𝐴
(145)(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼1

−1(𝐼𝛼4𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝑥4 + 𝐼𝑐), 

120) 𝐴
(154)(23) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝛼4

−1(𝑥1 + 𝐼𝛼3𝑥2 + 𝐼𝛼2𝑥3 + 𝐼𝛼1𝑥4 + 𝐼𝑐), 
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