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C.Z.U.: 512.548 (043.3)
ADNOTARE

Py

la teza cu titlul ,,Quasigrupuri cu parastrofii distincti ortogonali”, inaintatd de candidatul
Rotari Tatiana, pentru conferirea titlului stiintific de doctor in stiinte matematice la specialitatea
111.03 - logica matematica, algebra si teoria numerelor.
Chisiniau, 2026

Structura tezei: teza este scrisd in limba romana si cuprinde: introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografie 162 de titluri si 5 anexe. Teza contine 112 pagini
cu text de baza. Rezultatele obtinute sunt publicate In 27 lucrari stiintifice cu volum total de circa
6,06 coli de autor.

Cuvinte-cheie: quasigrup n-ar, parastrof, quasigrup liniar, T-quasigrup, quasigrup (total)
parastrofic-ortogonal, DC-quasigrup, totCO-quasigrup.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul tezei constd in obtinerea unor caracterizari ale
quasigrupurilor n-are (n = 2, 3,4), ce poseda un numar maximal posibil de parastrofi distincti, in
particular, a quasigrupurilor total parastrofic-ortogonale, precum si estimarea spectrului lor. Pentru
atingerea scopului vizat sunt fixate urmatoarele obiective: studiul unor clase de quasigrupuri binare
si n-are cu un numar dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali; dezvoltarea unor metode de
constructie a quasigrupurilor n-are parastrofic-ortogonale.

Noutatea si originalitatea stiintifici. In lucrare sunt introduse doui clase noi de
quasigrupuri binare: DC-quasigrupuri (cei sase parastrofi sunt distincti) si totCO-quasigrupuri
(cei sase parastrofi sunt ortogonali). Problema existentei quasigrupurilor ce posedd un numar dat
de parastrofi distincti si a caracterizarii spectrului lor, formulata de Lindner si Steedly, este
considerata pentru clasa n-quasigrupurilor liniare (n = 2, 3, 4), inclusiv cu sistemele maximale
ortogonale de parastrofi distincti.

Problema stiintificd importanti solutionati consta in caracterizarea quasigrupurilor
binare ce poseda 6 parastrofi distincti, respectiv 6 parastrofi ortogonali, in descrierea T-
quasigrupurilor binare cu 1,2,3 sau 6 parastrofi distincti si a T-quasigrupurilor 4-are ce poseda
numarul maximal de 1,5,10 sau 20 de parastrofi distincti, inclusiv distincti si ortogonal, si
estimarea spectrului lor.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucririi. Rezultatele referitoare la T-
formele n-T-quasigrupurilor cu un numar maximal dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali,
cat si metodele propuse de constructie a n-quasigrupurilor parastrofic-ortogonale, reprezinta
contributii la solutionarea problemelor deschise despre existenta n-quasigrupurilor cu un numar
dat de parastrofi distincti si spectrul n-quasigrupurilor parastrofic-ortogonale.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Sistemele ortogonale de quasigrupuri n-are,
n =2, sunt utilizate cu succes la construirea MDS-codurilor, Tn criptografie, la planificarea
experimentelor, In combinatorica s.a. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in calitate de suport pentru
cursuri universitare de specialitate.
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ANNOTATION
of the thesis entitled “Quasigroups with orthogonal distinct parastrophes”, presented by the
candidate Rotari Tatiana, for obtaining the degree of Doctor in Mathematical ~Sciences with
specialty 111.03 Mathematical logic, algebra and number theory.
Chisiniau, 2026

Structure of the thesis: the thesis is written in Romanian and consists of an introduction,
four chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 162 titles and 5
appendices. The thesis contains 112 pages of basic text. The obtained results were published in 27
papers with a volume of over 6,06 sheets of author.

Keywords: n -quasigroup, parastrophe, linear quasigroup, T -quasigroup, (totally)
parastrophic- orthogonal quasigroup, DC-quasigroup, totCO-quasigroup.

Research purpose and objectives: The purpose of the Thesis is to obtain characterizations
of n-ary quasigroups (n = 2,3,4), which possess a maximal possible number of distinct
parastrophes, in particular, maximal orthogonal sets of parastrophes, as well as to estimate their
spectrum. To achieve the intended goal, the following objectives are set: the study of classes of
binary and n-ary quasigroups with a given number of distinct parastrophes, including orthogonal
ones; the development of methods for constructing parastrophic-orthogonal n-ary quasigroups.

Scientific novelty and originality: In the present Thesis, two new classes of binary
quasigroups are introduced: DC -quasigroups (the six parastrophes are distinct) and totCO-
quasigroups (the six parastrophes are orthogonal). The problem of the existence of quasigroups,
which possess a given number of distinct parastrophes, and of the characterization of their
spectrum, formulated by Lindner and Steedly, is considered for the class of linear n-quasigroups
(n = 2, 3,4), including with maximal systems of orthogonal distinct parastrophes.

The result obtained: consists in characterizing binary quasigroups possessing 6 distinct
parastrophes, respectively 6 orthogonal parastrophes, in the description of binary and 4-ary T-
quasigroups, possessing a given maximum number 1, 2, 3 or 6, and respectively, 1, 5, 10 or 20 of
distinct parastrophes, including distinct and orthogonal parastrophes, and estimating their
spectrum.

The theoretical significance and applicative value: The results concerning the T-forms
of n-T-quasigroups with a given maximal number of distinct parastrophes, including orthogonal
ones, as well as the proposed methods for constructing parastrophic-orthogonal n-quasigroups,
represent contributions to the solution of open problems about the existence of n-quasigroups
with a given number of distinct parastrophes and the spectrum of parastrophic-orthogonal n-
quasigroups.

Implementation of the results: Orthogonal systems of n-quasigroups, n = 2, are used
in the theory of MDS-codes, in criptography, planning experiments, in combinatorics etc. The
results may be applied as a support for teaching courses in higher education.
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AHHOTALUSA
Huccepranus «KBazurpynnsl, y KOTOPbIX pa3jJiM4HbIe IAPAcTPO(PbI OPTOrOHAJIBHBI,
npenacrasieHHas Porapp TaTtuaHo# Ha couckaHMe CTENEHU JOKTOpAa MaTEMATUUYECKUX HAyK
Hayk 1o cneruansHocTd — 111.03 MaTtemaTn4yeckasi JIOTHKA, ajire0pa U TeOpusi uncet
Kumnnes, 2026

CrpyKTypa auccepranmum: JUccepTalis HallMcaHa Ha PyMBIHCKOM f3BIKE U COCTOUT W3
BBEJICHUS, YETBIPEX TJIaB, OOIIMX BBHIBOJOB U peKOMeHaaIuii, onbnauorpadun u3z 162 Ha3Banuii u
5 npunoxenuil. Jlucceprauus coaepxxut 112 cTpanui; ocHOBHOro Ttekcra. IlomyueHHbIE
pe3yNIbTaThl OMyOIMKOBAHBI B 27-1U HAyYHBIX paboTax ¢ o0mmM 00bEMOM 0K0II0 6,06 aBTOPCKHIX
JIUCTOB.

KiroueBble c10Ba: N-KBa3UTpymia, napacTpod, TMHEHHas KBa3UTPpyNIa, | -KBa3urpyImna,
(ToTanpHO) mapacTpodHO-OpTOroHanbHas kBazurpymnmna, DC-ksasurpynna, totCO-kBasurpymnna.

Heab u 3apaum padorbl: Llens auccepraniuu COCTOMT B ONMMCAHUU N-KBA3Urpynn (n =
2, 3,4), obnanaroiux 3aJaHHBIM YHCIIOM PAa3IMYHBIX TapacTpo(doB, B 4aCTHOCTH, MAKCUMATIbHBIM
OpPTOTOHAIILHBIM MHOKECTBaM MapacTpo(doB, a TakKe OLEHUTh MX creKTp. s TOCTHKEHUS
IIOCTaBJICHHOW 1I€JIU ONpe/EIeHbI CIAEAYIOLUE 3aJaul: U3yUEeHUE KIIAaCCOB OMHAPHBIX U N-apHBIX
KBa3UTPYNI C 3aJaHHBIM YHCIOM Pa3UYHBIX NHapacTpodoB, BKIOYAas OPTOTOHAIBHBIX;
pa3paboTKa METOOB MOCTPOCHHSI MAPaCTPOPHO-OPTOTOHAIBHBIX N-KBa3UTPYIIIL.

Hayunasi HOBM3HA M OPUTHMHAJILHOCTB: B nuccepranuu BBOIATCS M UCCIIEIYOTCS JIBa
HOBBIX Kitacca kBazurpyni: DC-kBaszurpymmst u totCO-kBasurpymnms. [Ipobiema cyniecTBoBaHHS
KBa3HUTPYIII, 00JIAAAIONINX 33laHHBIM YHCIIOM Pa3IMYHBIX MApacTpod, U ONMUCAHHUE MX CIEKTPA,
chopmynupoBanHas Jlungnepom u Cremnu, 3accmMaTpuBaeTcs JUIsl Kiacca JUHEHHBIX N-
kBasurpynn (N=2,3,4), B TOM umcie OOJIadaOIUX OPTOTOHAIBHOW CHCTEMOM pa3IUYHBIX
napacTpodos.

Pemennass HayyHas npo0iaema: COCTOMT B OIHWCAaHUU OWMHAPHBIX KBa3UTPYIIIH,
oOnamaromux 6 pa3IMYHBIMU  MapacTpopamMu, COOTBETCTBEHHO O  OPTOrOHAJIbHBIMU
napactpodamu, onucaHuM OMHApHBIX U 4-apHbIX T-KBa3urpyi, o01aJaroMyuX MaKCUMaIbHBIM
yrcnoMm u3 1, 2, 3 unu 6 u, cooTBeTCTBEHHO, U3 1, 5, 10 nnu 20 pa3nuuHbIX mapacTpodos, B TOM
YHCIIe PA3INYHBIX U OPTOTOHAIBHBIX  MApacTpO(OB, M OLIEHKH UX CHEKTPA.

Teopernyeckoe 3HAYCHHE U NPUKJIATHAS HEHHOCTh PadoThl: Pe3ynbTaThl, Kacaromuecs
T-popm nN-T-kBasurpynm ¢ 3aJaHHBIM YHUCIOM DPAa3JIMYHBIX NapacTpodoB, BKIOYAs
OpPTOTOHAJIbHBIE, a TAKXKE MPEITI0KEHHbIE METObI ITOCTPOCHHUS TapacTpo(PHO-OPTOrOHATIBHBIX N-
KBa3UTPYyIIl, TMPEACTABISIIOT cO0OM BKJIAJ B pEIIEHHE OTKPBITHIX MpoOJIeM CyIlecTBOBaHUS N-
KBa3UTPYMII C 33JJaHHBIM YHCJIOM Pa3JIMYHbIX MapacTpooB U OMHCAHUS CIEKTpa mapacTpopHo-
OpPTOTOHAJIbHBIX NM-KBa3UTPYIIIL.

Buenpenue pesynabraTtoB. OpTOrOHalbHBIE CUCTEMBI N -KBAa3UTPYII, N = 2, YCHEIIHO
OPUMEHSIOTCS TNpH  TocTpoeHun MDS -komoB, B Kpunrorpadguu, Npu IUIAHUPOBAHUU
HKCIIEPUMEHTOB, B KOMOMHATOPUKE U T.A. Pe3yabpTaTsl MOTYT OBITH IPUMEHEHBI Ul pa3padoTKu
CHeLHATbHBIX KypCOB B CUCTEME BBICILIEr0 00pa30BaHMUSL.



LISTA ABREVIERILOR

S, — grupul simetric de gradul n

A,— grupul altern de gradul n

Z,, — inelul claselor de resturi modulo n

Y(A) — multimea celor sase parastrofi ai unui quasigrup binar (Q, A)
Aut(G) — grupul automorfismelor grupului G

|G: H| — indicele subgrupului H in grupul G

A" — conjugata operatiei binare A

K, —grupul Klein de ordinul 4

1 {A,,A,,...,A,} —sistemul de operatii A4, A5, ..., A, este ortogonal
totCO —quasigrupuri — quasigrupuri binare total parastrofic-ortogonale

DC —quasigrupuri — quasigrupuri binare cu toti cei sase parastrofi distincti



INTRODUCERE

Notiunea algebrica analogica celei de quasigrup isi are originile in lucrarile lui Anton K.
Suschkewitsch, care a publicat ih 1929 lucrari despre ,,generalizarea legii asociative” si a studiat
sisteme binare neasociative [127]. Termenul ,,quasigrup” a fost introdus de catre Ruth Moufang in
anul 1935, care prin studiile sale asupra planelor desarguesiane a initiat dezvoltarea teoriei
quasigrupurilor ca domeniu al algebrei neasociative [86].

Conceptul de parastrof a fost introdus de A. Sade in anii 1950 [114]. Un quasigrup n —ar
are (n+1)! parastrofi, iar unii dintre ei, sau chiar toti, pot s coincida ca operatii algebrice.
C.C. Lindner si D. Steedley [76] au aratat ca numarul exact de parastrofi distincti ai unui quasigrup
binar divide 3! si ca exista quasigrupuri binare cu exact 1, 2, 3 sau 6 parastrofi distincti,
caracterizand integral spectrul quasigrupurilor binare finite cu un numar exact dat de parastrofi
distincti. Ulterior, M. McLeish [80] a generalizat acest rezultat in caz n —ar, aratand ca numarul
exact de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar divide (n+ 1)! si a studiat existenta
quasigrupurilor ternare cu un numar exact dat de parastrofi distincti. In legatura cu aceste aspecte
apare problema caracterizarii spectrului unor astfel de quasigrupuri. Tn caz ternar aceasta problema
a fost solutionata complet pentru quasigrupurile finite cu exact 1, 3, 4, 6, 12 sau 24 de parastrofi
distincti, si partial pentru 2 sau 8 parastrofi distincti, de M. McLeish [80, 81]. M. McLeish a
obtinut de asemenea o serie de extimari ale spectrului quasigrupurilor de aritate arbitrara finita n,
cu un numar exact dat de parastrofi distincti [80], insa caracterizarea completa a spectrului este in
prezent nesolutionata.

Una din abordarile utilizate la caracterizarea spectrului quasigrupurilor n —are finite cu un
numar dat de parastrofi distincti consta in utilizarea in acest scop a quasigrupurilor liniare, in
particular a T —quasigrupurilor. Astfel apare problema caracterizarii quasigrupurilor liniare care
au un numar exact dat de parastrofi distincti. Aceastd problema a fost solutionatd in caz binar,
pentru quasigrupurile liniare peste grupuri abeliene, de G. Belyavskaya si T. Popovich (Rotari)
[19-21]. Este de mentionat ca M. McLeish a utilizat si quasigrupurile liniare pentru a demonstra
existenta si a caracteriza spectrul quasigrupurilor ternare cu un numar exact dat de parastrofi
distincti. De exemplu, McLeish a demonstrat ca un quasigrup ternar (Q, A), liniar peste un grup
(Q,+), este un TS —quasigrup dacd si numai daca A(xq,x,,x3) = Ix; + Ix, + Ix3 + ¢, unde
Ix = —x,c € Q. Totusi, McLeish nu a prezentat astfel de caracterizari in cazul a k parastrofi
distincti, pentru orice divizor k al numarului 24.

Ulterior, F. Sokhatsky si Y. Pirus [123, 124] au obtinut caracterizari ale quasigrupurilor

ternare (Q,A), A(xq,x5,%X3) = a1x; + ayx, + azx; + ¢, liniare peste un grup (Q, +,0), unde 0
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este elementul neutru al grupului, «;, i = 1,2,3, sunt bijectii pe multimea @, cu conditia a;0 =
0,i =1,2,3, ce poseda cel mult un numar dat k de parastrofi distincti, unde k este divizor al
numarului 24. Tn particular, F. Sokhatsky si Y. Pirus au obtinut, independent, acelasi rezultat ca si
M. McLeish, referitor la quasigrupurile ternare liniare cu toti parastrofii egali intre ei
(TS —quasigrupuri). De asemenea, F. Sokhatsky si Y. Pirus au aratat ca nu exista quasigrupuri
ternare liniare cu exact doi parastrofi distincti. Mentionam ca rezultatele din [123, 124] nu se refera
la maximumul exact k de parastrofi distincti ai quasigrupului dat, ci la cel mult k parastrofi
distincti. Tn paragraful 2.3 al acestei teze, sunt prezentate conditii necesare si suficiente ca un
T —quasigrup ternar sa posede exact k parastrofi distincti, pentru fiecare k € {3,4,6}.

Ramane totusi deschisa problema caracterizarii complete atat a spectrului quasigrupurilor
ternare liniare cu un numar exact dat de parastrofi distincti, cat si caracterizarea quasigrupurilor
liniare n-are cu un numar exact dat de parastrofi distincti (n > 3).

Un alt aspect studiat in acest context tine de caracterizarea spectrului quasigrupurilor n-
are, parastrofii distincti ai carora formeaza un sistem ortogonal. Problema ortogonalitatii
operatiilor binare a aparut initial in combinatoricd (ortogonalitatea patratelor latine) fiind
impulsionatd de cunoscuta ipoteza a lui Euler despre inexistenta patratelor latine ortogonale de
ordinul n = 2 (mod 4) care a fost solutionata definitiv (negativ) de catre R. C. Bose, S. S.
Shrikhande si E. T. Parker in 1960 [39]. Solutia definitiva a ipotezei lui Euler arata ca exista patrate
latine ortogonale de orice ordin q # 1, 2, 6. Este de mentionat ca, G. Tarry demonstrase anterior
inexistenta patratelor latine ortogonale de ordinul 6 [136, 137]. Solutionarea acestei ipoteze a
condus la aparitia unor domenii noi de cercetare in combinatorica si algebra cum ar fi, de exemplu,
teoria operatiilor ortogonale, dezvoltata initial de T. Mann, V. Belousov, C. Stein, T. Evans s.a.
care, necesitand diverse metode de constructie, S-a dezvoltat in multiple directii [1-11, 14, 15, 24-
26, 34-38, 41, 43, 52-56, 58, 61, 62, 64, 65, 67, 68, 72, 74, 78, 79, 85, 87, 91, 92, 112, 113, 118,
119, 139, 140, 142-145, 148, 152].

O directie aparte in teoria operatiilor ortogonale o reprezintd studiul ortogonalitatii
parastrofilor unui quasigrup n-ar [12, 13, 16, 27-33, 40, 42, 44-51, 57, 63, 75, 84, 94, 115-117,
125, 126, 128-133, 147, 150, 151, 153, 158-162]. Quasigrupurile n-are care posedd seturi
ortogonale din n parastrofi (parastrofi principali) se numesc quasigrupuri parastrofic-ortogonale
(auto-ortogonale), iar quasigrupurile n-are, toti parastrofii distincti ai carora formeaza un sistem
ortogonal, se numesc quasigrupuri total parastrofic-ortogonale. Tn acest context, elaborarea
metodelor de constructie a quasigrupurilor n -are parastrofic-ortogonale, respectiv total

parastrofic-ortogonale, este un instrument eficient pentru caracterizarea spectrului unor astfel de
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quasigrupuri.

O problema care apare 1n acest context este caracterizarea quasigrupurilor liniare ce poseda
un numar exact dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali [59, 70, 71, 93, 121-124, 149, 154].

O notiune analogica celei de quasigrup total parastrofic-ortogonal, a aparut initial in caz
binar, fiind introdusa de autoarea tezei in colaborare cu G. Belyavskaya, unde quasigrupurile cu
cei 6 parastrofi ortogonali au fost numite totCO-quasigrupuri (total conjugate-orthogonal
quasigroups) [155-157]. Quasigrupurile ternare mediale parastrofic-ortogonale au fost studiate
de I. Fryz si F. Sokhatsky [59, 121], care au stabilit conditii necesare si suficiente ca un quasigrup
ternar medial sa posede sisteme ortogonale, respectiv puternic ortogonale din sase (toti) parastrofi
principali, si au demonstrat ca, pentru orice n > 3, nu existd quasigrupuri n-are multimea
parastrofilor principali ai carora formeaza un sistem puternic ortogonal.

Operatiile ortogonale, in particular quasigrupurile ortogonale (parastrofic-ortogonale, auto-
ortogonale) au numeroase aplicari in criptografie, teoria codurilor, combinatorica s. a. [34-36, 38,
60- 62, 66, 68, 69, 72, 73, 77, 82, 83, 88-90, 102, 103, 120, 138, 141, 144].

Scopul tezei consta in obtinerea unor caracterizari ale quasigrupurilor n —are (n = 2, 3, 4),
ce poseda un numar dat de parastrofi distincti, in particular ale quasigrupurilor total parastrofic-
ortogonale, precum si estimarea spectrului acestor quasigrupuri.

Pentru realizarea scopului au fost formulate urmatoarele obiective:

v' determinarea seturilor maximale de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar (n = 2, 3, 4),
utilizand subgrupurile grupului  S,;;

v’ caracterizarea T —formei T —quasigrupurilor cu un numar exact dat de parastrofi distincti,
inclusiv in cazul cand acestea formeaza un sistem ortogonal;

V' obtinerea unor estimari ale spectrului quasigrupurilor n —are finite ce au un anumit numar de

parastrofi distincti (n = 2, 3,4), inclusiv ortogonali.

Lucrarea este structurata in patru capitole, Introducere, Concluzii generale si recomandari,

Bibliografie si 5 anexe.

Tn primul capitol este prezentatd o analiza a rezultatelor cunoscute care se refera la tema
tezei. Se arata ca numarul maximal de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar (Q, A) coincide
cu indicele |S,.1: H| al subgrupului H = {c € S,,4|A = °A} In grupul S,,;. Astfel, numarul
maximal posibil de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar este un divizor al numarului
(n + 1)}, iar seturile maximale de parastrofi distincti ale operatiei n —are de quasigrup A sunt
seturile de reprezentanti ai claselor din multimea-factor, obtinuta la factorizarea grupului S,

prin H.
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In acest capitol sunt date estimari ale spectrului quasigrupurilor binare si, respectiv ternare,
cu un numdr maximal fixat de parastrofi distincti. Se arata ca existd quasigrupuri binare care au
exact k parastrofi pentru fiecare k = 1,2,3 sau 6, de orice ordin n > 4. In caz ternar se stie ca
existd quasigrupuri ternare cu exact Kk parastrofi distincti, pentru fiecare k€
{1,2,3,4,6,8,12,24}, caracterizdnd integral spectrul lor 1in caz finit, pentru k€
{1,3,4,6,12,24} si partial pentru k = 2,8. Sunt date unele estimari ale spectrului si in caz
n —ar [80, 81].

De asemenea, in acest compartiment sunt date seturile maximale posibile de parastrofi
distincti ai unui quasigrup binar, respectiv ternar, si caracterizate quasigrupurile binare/ternare
liniare, cu un numar maximal fixat de parastrofi distincti.

Tn ultimul paragraf al primului capitol este prezentati informatia necesara din domeniul
operatiilor n —are ortogonale, in particular, al quasigrupurilor n —are ortogonale. Este descrisa
metoda de constructie a sistemelor ortogonale de quasigrupuri n —are finite, datd de T. Evans,
care utilizeaza Tn acest scop sisteme ortogonale de quasigrupuri de aritate mai mica. Metoda data
de T. Evans arata existenta sistemelor ortogonale din n quasigrupuri n —are finite (n > 2), de
orice ordin q # 1, 2,6.

Tn capitolul al doilea sunt prezentate rezultatele autoarei tezei, referitoare la quasigrupurile
binare si, respectiv ternare, liniare peste grupuri, cu un numar maximal dat de parastrofi distincti.

Tn paragraful 2.1 sunt date caracteriziri complete ale quasigrupurilor binare, liniare peste
un grup, numdrul maximal de parastrofi distincti ai carora este 1, 2 sau 3. Sunt construite exemple
de astfel de quasigrupuri si prezentate estimari ale spectrului lor. Se arata ca:

a) exista TS —quasigrupuri binare de orice ordin q = 1;

b) exista quasigrupuri binare liniare finite, care au exact doi parastrofi distincti, de orice
ordin primar q > 3;

c) exista T-quasigrupuri binare finite, care au exact trei parastrofi distincti, de orice ordin
q> 2.

Paragraful 2.2 este dedicat quasigrupurilor binare cu toti cei sase parastrofi distincti,
numite DC —quasigrupuri [20, 95, 99, 107]. Se demonstreaza ca: DC —quasigrupurile sunt
necomutative si netriviale; clasa DC —quasigrupurilor este inchisa in raport cu transformarea de
parastrofie; orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfica a unui DC —quasigrup este un
DC — quasigrup; daca un subquasigrup al unui quasigrup este DC — subquasigrup, atunci
quasigrupul este DC —quasigrup. De asemenea, in acest paragraf este caracterizat complet spectrul

DC —quasigrupurilor finite: se demonstreaza ca, exista DC —quasigrupuri de ordinul g pentru
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orice q = 4. In particular, sunt caracterizate DC — T —quasigrupurile si se demonstreaza ca,
pentru orice g = 5, q # 6, exista DC — T —quasigrupuri de ordinul q.

In paragraful 2.3 sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup ternar si
posede exact k parastrofi distincti, unde k = 3,4 sau 6. Sunt construite exemple de astfel de
quasigrupuri si sunt date estimari ale spectrului lor. Se arata ca:

a) exista quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distinti, de orice ordin q > 3;

b) exista T —quasigrupuri ternare finite, ce au exact 4 parastrofi distincti, de orice ordin
impar q > 3;

c) exista T —quasigrupuri ternare finite de ordin impar q, (q,3) = 1, ce poseda exact sase
parastrofi distincti.

Capitolul trei se referd la T —quasigrupurile 4-are cu un numar maximal dat de parastrofi
distincti. Sunt date conditii necesare si suficiente caun T —quasigrup 4 —ar sa aiba exact 1, 5, 10
sau 20 de parastrofi distincti. Sunt prezentate unele estimari ale spectrului acestor quasigrupuri.
De asemenea, n acest capitol se demonstreaza ca nu exista T —quasigrupuri 4 —are cu exact 2,
6 sau 15 parastrofi distincti.

Tn Capitolul patru sunt studiate quasigrupurile n-are parastrofic-ortogonale, inclusiv total
parastrofic-ortogonale, n = 2, 3,4. Sunt obtinute caracterizari ale quasigrupurilor binare in care
toti cei sase parastrofi formeaza un sistem ortogonal, numite totCO —quasigrupuri [18, 22, 23,
100]. in particular se arati cd clasa totCO —quasigrupurilor este inchisa in raport cu transformarea
de parastrofie si sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup binar sa fie un
totCO —quasigrup. De asemenea, sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup
ternar sa aiba exact trei sau patru parastrofi distincti care formeaza un sistem ortogonal. Sunt
prezentate estimari ale spectrului quasigrupurilor n-are parastrofic-ortogonale, n = 2,3,4,
inclusiv a totCO —quasigrupurilor.

In ultimul paragraf al Capitolului 4, in baza metodei de constructie a sistemelor ortogonale
de operatii n —are, date de Trevor Evans, sunt prezentate constructii ale operatiilor k-are
parastrofic-ortogonale, Tn particular auto-ortogonale, unde k are una din urmatoarele forme:
k =n? 2" mn, pentru n, m > 2. Astfel se obtine ci, daci pe o multime finitdi Q existd
quasigrupuri auto-ortogonale m —are si, respectiv n —are, unde n, m = 2, atunci pe aceasta
multime existd quasigrupuri mn —are auto-ortogonale. In particular, din aceasti constructie
rezultd ca exista quasigrupuri 2" —are auto-ortogonale de orice ordin q # 1, 2, 3,6, pentru orice

n=1.
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Lucrarea contine si 5 anexe ce includ subgrupurile grupului S, si subgrupurile de ordinul
24, 20, 12, 8 si 6, respectiv, ale grupului Sg, T —formele T —quasigrupurilor binare cu exact k
parastrofi distincti si ortogonali, unde k € {1,2,3,6}, T —formele T —quasigrupurilor ternare cu
exact k parastrofi distincti, unde k € {1,2, 3,4, 6}, parastrofii T —quasigrupurilor ternare si,
respectiv, 4 —are.

Rezultatele autoarei ~ T. Rotari (T. Popovici) la tema tezei de doctorat au fost publicate
n 27 de lucrari stiintifice [17-23, 95-101, 104-111, 134, 135, 155-157], inclusiv 10 articole (6 in
reviste stiintifice de specialitate si 4 n culegeri de articole) si 17 rezumate ale comunicarilor la

conferinte stiintifice de specialitate.
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1. ANALIZA BIBLIOGRAFIEI TN DOMENIUL TEORIEI
QUASIGRUPURILOR CU UN NUMAR DAT DE PARASTROFI
DISTINCTI

1.1. Transformarea de parastrofie Th quasigrupuri
Fie Q o multime nevida si A o operatie binara definitd pe multimea Q.

Definitia 1.1.1. Grupoidul binar (Q,A) se numeste quasigrup, daca ecuatiile A(a,y) = b,

A(x,a) = b au cdte o singurd solutie in Q, pentru orice a,b € Q.

In caz finit notiunea de quasigrup reprezinti echivalentul algebric al celei de patrat latin.
Un patrat latin de ordinul n, unde n este un numar natural nenul, este un tabel cu n linii sin
coloane la intersectia carora se afld n elemente care se intdlnesc exact cate o singurd datd in

fiecare linie si in fiecare coloana.
Definitia 1.1.1. poate fi formulata echivalent in felul urmator:

Definitia 1.1.2. Un grupoid binar (Q,A) se numeste quasigrup, daca in egalitatea A(x,y) = z
oricare doua dintre elementele x,y,z il determina univoc pe al treilea.

Ultima definitie sugereazd modul de generalizare a notiunii de quasigrup in caz n —ar
(n=2).
Definitia 1.1.3. Un grupoid n —ar (Q,A) se numeste quasigrup n —ar (sau n —quasigrup)
daca in egalitatea A(xq,X5,...,Xn) = Xp4q Oricare n dintre elementele xy,x,, ..., Xy, Xp4q 11

determind univoc pe al (n + 1) —lea.

Definitia 1.1.4. Fie (Q,A) un quasigrup n —ar si fie 0 € Sy,1. Operatia °A definita de
echivalenta:

A(x1, X3, ) Xp) = Xpy1 © UA(xau)'xo(z): ---'xa(n)) = Xo(n+1)
se numeste o —parastrof sau, simplu, parastrof al quasigrupului (Q, A). Parastroful °A se

numeste parastrof principal, daca c(n +1) =n + 1.

Din definitia parastrofului rezulta ca un quasigrup n —ar are (n+ 1)! parastrofi.
Mentiondm ca acestea Nu sunt neapdrat distincti ca operatii algebrice. Quasigrupurile n —are
pentru care toti cei (n 4+ 1)! parastrofi coincid se numesc quasigrupuri total-simetrice, sau TS-
quasigrupuri.

Cei sase parastrofi ai unui quasigrup binar (Q, A) de obicei se noteaza in felul urmator:

() = {4,477, 7 (a7, () )
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unde
A,y )=z A ' (x,2) =y A(z,y) =x @ A*(y,x) = z.
Alta modalitate de notare a parastrofilor operatiei unui quasigrup binar (Q,A) este urmatoarea:
A—l — T‘A — (23)A —1A — lA — (13)A A* = SA — (IZ)A
‘1(A—1) _ g — (123)4 (-1A)—1 _rig = (132)4
unde r = (23), [ =(13), s =(12).
Lema 1.1.1. Fie (Q, A) un quasigrup n —ar si H = {0 € Sp1|A = °A}. Atunci H < S,

Demonstratie. Fie o,,0, € H,atunci A = “*A si A = 24, deci 71724 = "2("1,4) = 74 = A.
De unde rezultd 0,0, € H. Din relatia A = °A, obtinem

Tp="" (A= A=A=c 1 €H.
Prinurmare, H < S;,41. [
Lema 1.1.2. Numarul maximal de parastrofi distincti ai unui quasigrup n-ar (Q, A) coincide cu
indicele |S,4,: H| al subgrupului H = {6 € Sp11|A = 74} In Sp4s.
Demonstratie. Fie (Q, A)un quasigrup n —arsifie T € HB, unde S € S,,1. Atunci T = of unde
o € H. In baza definitiei subgrupului H din Lema 1.1.1., obtinem 4 = P4 = #(74) = F4

deci, VT € HB, °A = Ba. Reciproc, daca Pig = 'BZA, atunci

prt -1
a=" (Pa) =P 4o p,pr e H o HB, = HB,,
deci B, si B, apartin aceleasi clase de rest modulo H. Prin urmare, numarul maximal de parastrofi

distincti ai quasigrupului (Q, A) coincide cu numarul de clase de rest modulo H. [

Corolarul 1.1.1. Numarul maximal posibil de parastrofi distincti ai unui quasigrup n-ar este
(n+ 1L

Intr-adevir, numirul maximal posibil de parastrofi distincti ai unui quasigrup este
determinat de cel mai mic subgrup al grupului S, 4, cel trivial, de ordinul 1. Tn baza Lemei 1.1.2,
obtinem S, 1: H| = |Spe1: [HI=(m+ 1. O
Corolarul 1.1.2. Seturile maximale de parastrofi distincti ale operatiei n-are de quasigrup A sunt

seturile posibile de reprezentanti ai claselor din (Sy41/H)q = {HB|B € Sp+1}-

Observam ca in acest context pot fi considerate si clasele de rest la stinga modulo H.

16



Lema 1.1.3. Fie H, si H, doua subgrupuri izomorfe ale grupului Sy, sifie ¢ unizomorfism
astfel incat H, = @(H,). Daca B, B2, ..., Bx este un set de reprezentanti in raport cu Hy, atunci
@(B1), ©(B2), ..., o(Bi) este un set de reprezentanti in raport cu subgrupul H,.

Demonstratie. Consideram subgrupurile izomorfe H; = H, si fie izomorfismul ¢ astfel incat
Hy = @(H,), atunci Hyp(B) = @ (H,)9(B) = ¢(HB), deci

Sn+1/Hy = {HyB |B € Spy1} = {@(H1B) |B € Sns1} = {H0(B)IB € Spyq}. O

Multimile posibile de parastrofi distincti si spectrul quasigrupurilor binare/ternare cu un
numar exact dat de parastrofi distincti au fost studiate de C.C. Lindner, D. Steedly, M. McLeish,
F. Sokhatsky, Y. Pirus s.a. [76, 80, 81, 122-124].

Propozitia 1.1.1. Multimea perechilor de parastrofi ai unui quasigrup binar (Q, A) se
descompune in patru clase disjuncte, astfel incat egalitatea (inegalitatea) componentelor unei
perechi dintr-o clasa implica egalitatea (inegalitatea) componentelor oricarei perechi din aceastd

clasa, si anume:

| (A, (23)44), ((12)A, (132)A), ((13)A, (123)A);
I (A, (13)A), ((12)A, (123)A), ((23)A, (132)A);
. (A, (IZ)A), ((ZB)A, (123)A), ((13)A, (132)A);

V. (A, (123)A) ’ (A, (132)A) ’ ((13)A, (23)A), ((23)A, (12)A) ' ((123)A, (132)A) ’ ((12)A, (13)A).

Demonstratie. Existd 15 perechi neordonate de parastrofi ai unui quasigrup binar (@, A). Prin
simple verificari, se aratd ca egalitatea parastrofilor unei perechi dintr-o anumita clasa, implica
egalitatea parastrofilor tuturor perechilor de parastrofi din aceasta clasd. De exemplu, aplicand

succesiv substitutiile (23), (13), (123), (132) si (12) asupra perechii de parastrofi

((13)A, (123)A) din clasa I transformarea (74, 724) = ("**A,""2A) siluand 7 = (23), obtinem

perechile de parastrofi ((132)14, (12)A), (A, (23)/1), <(23)A,A), <(12)A, (132)A), ((123)A, (13)A)

din aceasi clasd 1. Analog, conjugarile pot fi aplicate celorlalte perechi din clasa I. Astfel, orice

clasa indicata in propozitie este inchisd in raport cu transformarea datd. o

Tn [76], autorii au demonstrat ci existd quasigrupuri binare care au exact k parastrofi
pentru fiecare k = 1,2,3 sau 6, iar autoarea tezei in lucrarile [17-23] caracterizeaza seturile
posibile de parastrofi distincti ai unui quasigrup binar si forma operatiilor liniare de quasigrup, cu

un numar exact dat de parastrofi distincti.
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Fie (Q, A) un quasigrup binar. Consideram multimea
T={Ax,A(x,y)) =y, AAWYx).x)=y, Axy) =A%),
A(x, Ay, x)) = y, A(A(x,y),x) =y},
formata din cinci identitati de doud variabile. Cu ajutorul identitatilor multimii T, in lucrarea [76]
C.C. Lindner si D. Steedly au stabilit urmatoarele conditii in care are loc egalitatea anumitor
parastrofi ai quasigrupului (Q, A):
1) daca quasigrupul (Q,A) satisface toate identitatile multimii T, atunci toti parastrofii
quasigrupului (Q, A) coincid;
2) dacid quasigrupul (Q,A) satisfice exact doud dintre identititile multimii T, atunci
quasigrupul (Q, A) are exact doi parastrofi distincti;
3) daca quasigrupul (Q, A) satisface exact o identitate dintre cele cinci identitati ale multimii
T, atunci quasigrupul (Q, A) are exact trei parastrofi distincti,
4) daca quasigrupul (Q,A) nu satisface nici una dintre identitatile multimii T, atunci toti
parastrofii quasigrupului (@, A) sunt distincti.
Mentionam cd in acest caz se considera ca, atunci cand quasigrupul (Q,A) satisfice exact
k identitati ale multimii T, nu vor fi satisfacute celelalte identitati ale multimii date. In lucrarile
[22, 98] este precizata dependenta egalitatii parastrofilor unui quasigrup (Q,A) de identitatile
multimii T, fiind redus numarul acestora la patru. Dupa cum se demonstreaza in [22], identitatile
A(x,A(y, x)) =y si A(A(x,y),x) =y sunt echivalente si reprezinta legea semisimetriei. Acest

fapt reiese si din faptul ca perechile de parastrofi ((23)A, (12)A) si (4, (123)/1) apartin aceleeasi
clase 1V. Din egalitatea (23)A(x, y) = 2 A(x, y), in baza definitiei parastrofilor respectivi,
obtinem:

(ZS)A(x, y) = (12)A(x, y) & (23)A(x, y) =A,x) & A(x,A(y, x)) = y.

Din egalitatea parastrofilor perechii (A, (123)A), obtinem:

A(xy) = “PAGy) & ACAGxY), %) = y.

Deci, realizarea uneia dintre identitati, implica realizarea celeilalte identitati.
Consideram multimea

T ={A(xA(x ) =5, AA®Y, %), x) =y, A(x,y) = A, x), A(A(x, y), x) = y}.
Tn conformitate cu [10, 93,114], vom numi aceste identitati in felul urmétor:

A(x,A(x,y)) =y - legea cheilor la stanga;

A(A(y,x),x) =y - legea cheilor la dreapta;

A(x,y) = A(y, x) - legea comutativa,
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A(A(x,y),x) =y - legea semisimetriei.
Realizarea uneia dintre aceste identitati implica egalitatea perechilor de parastrofi ai uneia dintre

clasele prezentate in Propozitia 1.1.1.

Propozitia 1.1.2. Fie (Q,A) un quasigrup binar. Sunt adevarate afirmatiile:

1) Daca quasigrup (Q,A) satisface legea cheilor la stanga, atunci are loc egalitatea
componentelor perechilor de parastrofi din clasa I;

2) Daca quasigrup (Q,A) satisface legea cheilor la dreapta, atunci are loc egalitatea
componentelor perechilor de parastrofi din clasa Il;

3) Daca quasigrup (Q,A) satisface legea comutativa, atunci are loc egalitatea componentelor
perechilor de parastrofi din clasa Ill;

4) Daca quasigrup (Q,A) satisface legea semisimetriei, atunci are loc egalitatea
componentelor perechilor de parastrofi din clasa IV.

Demonstratie. Fie ca quasigrupul (Q,A) satisfice legea cheilor la stanga, atunci din

A(x,A(x,y)) =y, obtinem A(x,y) = ®A(x,y) ce implici egalitatea componentelor

perechilor de parastrofi din clasa I. Invers, daca are loc loc egalitatea componentelor perechilor

de parastrofi din clasa clasa I, atunci A(x,y) = ®®A(x,y). Din definitia parastrofului

(23)A(x, y), obtinem A(x,A(x, y)) =y.

Analogic, daca quasigrupul (Q, A) satisface legea cheilor la dreapta A(A(y,x),x) =y, atunci

DAy, x) = Ay, x) © @A(x,y) = A(x,y), iar perechea de parastrofi (A, (13)A) apartine

clasei II. Reciproc, daca are loc egalitatea componentelor perechilor de parastrofi in clasa Il,

atunci  considerand  egalitatea  parastrofilor  perechii ((12)A, (123)A), adica

2 4(x, y) = (123)A(x, y). Din definitia parastrofilor respectivi, avem

A0 = PVA@Y) & AAG,0,0) =,
adica este satisfacuta legea cheilor la dreapta.

Admitem acum ca quasigrupul (Q, A) satisface legea comutatica A(x,y) = A(y, x), ceea
ce implica A(x,y) = (12)A(x, y), adica are loc egalitatea parastrofilor unei perechi din clasa I,
ceea ce implica egalitatea tuturor parastrofilor din aceasta clasa. Reciproc, daca are loc  egalitatea
componentelor perechiilor de parastrofi din clasa Il1, perechea (A, (12)A) implica direct legea

comutativa.

Daca quasigrupul (Q, A) satisface legea semisimetriei A(A(x,y),x) = y, atunci
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Ax,y) = DA, © Ak y) = P(PAy) o A y) = PPAy),
ce corespunde perechii de parastrofi (4, “*®4) din clasa IV. Reciproc, daci are egalitatea
componentelor perechilor de parastrofi clasei IV, atunci

Alxy) = “PA@y) & AU Y0 =y. o
Propozitia 1.1.3. Orice doud indentitditi ale multimii T implica celelalte doua.

Demonstratie. 1) Fie ca quasigrupul (Q, A) satisface legile cheilor la stanga si la dreapta, atunci

are loc egalitatea componentelor perechilor de parastrofi din clasa I si clasa II. Egalitatea

componentelor perechilor de parastrofi (A, (23)A) si (A, (13)A) implica egalitatea parastrofilor
- ((23) (13) . . . .. o . . .

perechii ( A, A) ce apartine clasei 1V, deci are loc legea semisimetriei. Din egalitatea

parastrofilor perechilor (¥4, % 4) din clasa I si ((23)A, (132)A), obtinem ((12)A, (23)A) =

(A, (12)A) ce apartine clasei III, adica quasigrupul (Q, A) satisface si legea comutativa.

2) Fie ca quasigrupul (Q, A) satisface legea cheilor la stinga si legea comutativa, atunci are loc

egalitatea componentelor perechilor de parastrofi ale claselor I si III. Considerand perechile de
parastrofi (A, (23)A) si (A, (12)A), obtinem ((12)A, (23)A) ce apartine clasei IV, iar din
((IZ)A, (132)/1) si (A, (IZ)A) reiese ((IZ)A, (132)A) ce apartine clasei a doua, adicd sunt

satisfacute legea cheilor la dreapta si legea semisimetriei.

3) Fie ca quasigrupul (Q, A) satisfacea legea cheilor la stanga si legea semisimetriei. Atunci are
loc egalitatea parastrofilor perechilor claselor I si IV. Considerand (A, (23)A) din clasa I si
((IZ)A, (23)A) din clasa IV, obtinem (A, (12)A) din clasa 111, iar din perechile ((13)A, (123)A)

din clasa I si (A, (123)A) din clasa IV, obtinem (A, (13)A) din clasa 1. Deci, quasigrupul satisface

concomitent legea cheilor la dreapta si legea comutativa.

4) Fie ca quasigrupul (Q, A) satisfacea legea cheilor la dreapta si legea comutativa. Atunci are loc

egalitatea parastrofilor perechilor claselor II si III. Luand (A, (13)A) si (A, (12)A), avem
((13)A, (12)A) din clasa IV, deci este satisfacutd legea semisimetriei. Din (A, (13)A) s

((13)A, (23)A), obtinem (A, (23)A) din clasa I, ceea ce implica realizarea legii cheilor la stanga.
5) Fie cd quasigrupul (Q, A) satisfacea legea cheilor la dreapta si legea semisimetriei. Atunci are

loc egalitatea parastrofilor perechilor claselor II si IV. Luand (A, (13)A) s ((13)A, (12)A),

20



obtinem (A, (12)A) din clasa III, deci este satisfacuta legea comutativa. Din (A, (13)A) si

((13)A, (ZS)A), obtinem (A, (23)A) din clasa I, ceea ce implica realizarea legii cheilor la stanga.
6) Fie quasigrupul (Q, A) satisfacea legea comutativa si legea semisimetriei. Atunci are loc

egalitatea parastrofilor perechilor claselor III si IV. Din (A, (IZ)A) s ((13)A, (12)A), rezulta
(A, (13)A) din clasa II, deci este satisficutd legea cheilor la dreapta. Din (A, (12)A) si

((23)A, (12)A), obtinem (A, (23)A) din clasa I, cee ace implica realizarea legii cheiilor la stanga.

O

Urmadtoarea afirmatie precizeaza rezultatul obtinut de catre C. C. Lindner si D. Steedly si
descrie modalitatea de egalitate a parastrofilor in dependenti de identititile multimii 7.
Propozitia 1.1.4. Fie (Q, A) un quasigrup, atunci:

1) dacd quasigrupul (Q, A) satisface exact doud identitdti ale multimii T, atunci toti parastrofii
sdi coincid;

2) daca quasigrupul (Q, A) satisface identitatea A(A(x,y),x)=y, atunci (Q, A) are exact doi
parastrofi distincti, si acestea sunt A(x,y) si (lz)A(x, y);

3) daca quasigrupul (Q, A) satisface exact una dintre identitatile A(x,A(x,y))=y, A(A(,x),x)=y,
A(x,y)=A(y,x), atunci (Q, A) are exact urmdtorii trei parastrofi distincti A(x,)Y),
DA, y), PP y);

4) daca quasigrupul (O, A) nu satisfice nici una dintre identitdtile multimii T, atunci toti

parastrofii sai sunt distincti.

Demonstratie. In baza Propozitiei 1.1.3., daca quasigrupul (Q,A) satisface exact doua identitati
ale multimii T, atunci el satisfice toate identititile acestei multimi, iar toate perechile de parastrofi
in cele patru clase coincid. Prin urmare, toti parastrofii quasigrupului coincid, adica (Q,A) este
un TS-quasigrup. Daca quasigrupul (Q,A) satisfice exact identitatea A(A(x,y),x) = y, atunci
parechile de parastrofi ce apartin clasei IV coincid. Prin urmare,
Ax,y) = T4 y) = PR, ),
Daey) = A0y = A y).

Deci, quasigrupul are exact doi parastrofi distincti, acestea fiind A(x,y) si (24 (x,¥).
Daca quasigrupul satisface legea cheilor la stanga, atunci are loc egalitatea parastrofilor

perechilor clasei I. Prin urmare, are loc egalitatea parastrofilor
Axy) = Paxy),  Pa@y) = TPPaxy),  Paey) = Pacy.
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Astfel, quasigrupul are trei parastrofi distincti.
Daca quasigrupul satisface legea cheilor la dreapta, atunci are loc egalitatea componentelor

perechilor clasei Il. Prin urmare, are loc egalitatea parastrofilor:
Axy) = Paxy), Py =Pawy),  Paey) = Paxy),
quasigrupul avand trei parastrofi distincti. Analog, daca quasigrupul (Q,A) satisface legea

comutativa, atunci are loc egalitatea parastrofilor perechilor clasei I1I, ceea ce implica egalitatile:
Axy) = PAxy),  Pa@y) =Py, PaEy) = PaE .
In asa mod, daci quasigrupul (Q, A) satisface exact una dintre identititile: legea cheilor la stanga,

legea cheilor la dreapta sau legea comutativa, atunci quasigrupul (Q,A) are exact trei parastrofi
distincti, un astfel de triplet fiind A(x,y), (123)A(x, y), (132)A(x, y).
Daci quasigrupul (Q,A) nu satisface nici una dintre identititile multimii T, atunci

parastrofii in toate perechile celor patru clase sunt distincti, prin urmare, toti cei sase parastrofi ai

quasigrupului sunt distincti. O
1.2. Quasigrupuri ternare cu un numar exact dat de parastrofi distincti

Tn 1976 M. E. McLeish, in teza sa de doctorat ,,On the Number of Conjugates of Ternary

Quasigroups ”, a prezentat urmatoarele rezultate:

1) numarul de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar este divizor al numarului (n + 1)!;

2) studiul multimilor de parastrofi distincti ai unui quasigrup ternar conduce la seturi de identitati
n acest quasigrup, indicand aceste seturi;

3) exista quasigrupuri ternare cu exact k parastrofi distincti, pentru fiecare k €
{1,2,3,4,6,8,12,24}, caracterizand integral spectrul lor in caz finit, pentru fiecare k €
{1,3,4,6,12,24} sipartial pentru k € {2,8}. De asemenea, M.E. McLeish a obtinut o serie
de estimari ale spectrului quasigrupurilor n —are finite cu un numar exact dat de parastrofi
distincti. Rezultatele obtinute de McLeish sunt date in urmatoarele propozitii.

Propozitia 1.2.1. [80] Fie (Q,A) un quasigrup ternar finit de ordinul q. Sunt adevarate

afirmatiile:

1) Exista TS-quasigrupuri ternare de orice ordin g > 1;

2) Exista quasigrupuri ternare cu exact 3 sau exact 4 parastrofi distincti de orice ordin q = 3;

3) Exista quasigrupuri ternare cu exact 6, exact 12 sau exact 24 parastrofi distincti de orice ordin

qz=4

4) Exista quasigrupuri ternare cu exact 2 sau exact 8 parastrofi distincti de ordinul g, unde q =

0 (mod 8),q =0 sau 5 (mod 10),q = 4,8 sau 10 (mod 12), pentru q = 5.
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Propozitia 1.2.2. [80] Fie (Q, A) un quasigrup n-ar finit de ordinul q. Sunt adevarate afirmatiile:
1) Exista TS-quasigrupuri n-are de orice ordin q = 1;
2) Existd quasigrupuri n-are cu exact (n+1)! parastrofi distincti de orice ordin q > 4(n — 1)?;

3) Exista numarul intreg q(j,n) astfel incat pentru orice q = q(j,n) exista quasigrupuri n-are

: 0. e
de ordinul g cu exact (n]+_—!), j=1, ..., n, parastrofi distincti;
nn+1)

4) Exista quasigrupuri n-are (n> 3) de ordinul g cu exact >

parastrofi distincti;

5) Daca q = 3 si n =3 este impar, atunci exista quasigrupuri n-are de ordinul q cu exact

(n+1)!
2[5

6) Daca q = 3 si n este par, atunci exista quasigrupuri n-are de ordinul q cu exact
(n+1)!

(@] "2

parastrofi distincti;

parastrofi distincti.

In [80, 81] M. E. McLeish a studiat multimile posibile de parastrofi distincti ai unui

quasigrup ternar, utilizand setul de identititi A = “'A,i = 1,24, In acest quasigrup, notandu-le
respectiveu L;, i = 1,24, unde a; = (34), 0, = (12), 03 = (12)(34), o, = (23),05 = (14),
0 = (14)(23), a7, = (13), g5 = (13)(24), g9 = (24), 019 = (123), 011 = (132), 015 =
(124), 0,5 = (142), 0,4 = (134), 045 = (143), 046 = (243), 0y, = (234), 015 = (1432),
019 = (1423), 059 = (1234),0,; = (1243), 05, = (1342),0,5 = (1324), 0,, = €.

Lema 1.2.1. [80] Fie (Q, A) un quasigrup ternar. Sunt adevarate afirmatiile:
1) (Q,A) esteun TS —quasigrup daca si numai daca verifica toate cele 24 de identitdati,
2) (Q,A) are exact doi parastrofi distincti daca si numai daca verifica setul de identitati

Yy ={Ls, Lg Lg L1o, L11, L12, L13, L14, L15, L6, La7, Lo s
3) (Q,A) are exact trei parastrofi distincti daca si numai daca verifica unul dintre seturile de

identitati
23 ={Ly, Ly, L3, Lg, Lg, L1o, L3, s}, Zg ={L3, L4, Ls, L6, Lg, L31, L2, L4},
2’3 ={Ls,Le, L7, Lg, Lo, L1g, L0, L2a};
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4) (Q,A) are exact patru parastrofi distincti daca si numai daca verifica unul dintre seturile de
identitati
Zi ={L3, L4, L7,L10,L11, L2a}, ZZ ={Ly,Ls, L7, L14, L5, L2a},
22 = {L2, Ls, Lo, L12, L13, L34}, 22 = {Ly, L4, Lo, L6, L17,Los};
5) (Q,A) are exact sase parastrofi distincti daca si numai daca verifica unul dintre seturile
de identitati
Zé = {L3, Le, Lg, L34}, 262 = {Lg, L1g, L20, L24}, Zg = {L3, L19, L33, L24},
Zg = {Le L21, L22, L24}, Zg = {Ly, L3, L3, L34},
58 = {L4, Ls, Lg, Lpa}, 2 ={Ly Lg, Lo, Lps};
6) (Q,A) poseda exact opt parastrofi distincti daca si numai daca verifica unul dintre seturile
de identitati:
Zé = {L10, L11, L24}, Zg = {L12, L13, L34}, Z'83 = {L14, L15, L34}, Eg = {L16 L17, L2a};
7) (Q, A) poseda exact doisprezece parastrofi distincti daca si numai dacd este satisfacutd o
singurd identitate L;, i = 1,9 si nu este satisfiacutd nici una dintre celelalte identitdti,
exceptie facand identitatea Lo,,;

8) (Q,A) are toti cei 24 de parastrofi distincti doi cdte doi dacd si numai daca nu verifica

nici una din identitatile L;, i = 1,24.

Pentru determinarea spectrului quasigrupurilor ternare cu un numar maximal dat de
parastrofi distincti, McLeish a utilizate diverse scheme-blok, precum si unele operatii liniare
definite pe inelul claselor de resturi Z,. De exemplu, pentru a demonstra inexistenta
quasigrupurilor ternare liniare peste inelul Z,, McLeish arata ca verificarea unor identitati din
acest set implica alte identitati ce nu apartin setului dat, obtinand astfel contradictii. De asemenea,
McLeish explica faptul cd anume acest tip de quasigrupuri ternare cu exact doi parastrofi distincti
nu exista si nu exclude existenta unor quasigrupuri ternare de alte tipuri cu exact doi parastrofi
distincti. McLeish utilizeaza aceleasi tehnici si la caracterizarea spectrului quasigrupurilor ternare
cu exact 8 parastrofi distincti [81]. Prin metode algebrice nu a fost posibila caracterizarea
spectrului quasigrupurilor ternare cu exact 2 sau exact 8 parastrofi distincti, insd prin unele
constructii combinatorice au fost obtinute estimari ale spectrului acestor quasigrupuri.

F. Sokhatsky si Y. Pirus in [123, 124] au obtinut caracterizari ale quasigrupurilor ternare
(Q,4), A(xq,x5,%x3) = a1x1 + ayx, + azxs + ¢, liniare peste un grup (Q,+,0), unde O este
elementul neutru al grupului, «;, i = 1,2,3, suntbijectii pe multimea Q, cu conditia ;0 = 0,i =
1,2,3, ce poseda cel mult k parastrofi distincti, unde k este divizor al numarului 24. Aceste

rezultate sunt prezentate in urmatoarea afirmatie.
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Propozitia 1.2.3. [124] Fie (Q,f), f(x1,x2,x3) = a1x1 + a,x, + azx3 + ¢, un quasigrup

ternar liniar peste grupul (Q,+,0), unde c € Q si bijectiile ay, @y, a3 ale multimii Q verifica
conditiile a;0 = 0,i = 1,2,3. Atunci:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

quasigrupul (Q, f) este un TS-quasigrup (are un singur parastrof distinct), daca si numai
daca operatia f are forma f(x,y,z) = —x—y—z+c;
nu exista quasigrupuri ternare liniare de acest tip, care au exact doi parastrofi distincti,
quasigrupul ternar (Q, f) are maximum trei parastrofi distincti daca si numai dacd operatia
fareforma f(x,y,z) = ax + ay —z + a, unde a este un automorfism al grupul (Q, +,0)
sl aa = —a;
quasigrupul ternar (Q, f) are maximum patru parastrofi distincti daca si numai daca exista
grupul abelian (Q, +, 0), bijectia a:Q — Q, si elementul a € Q, astfel incat a0 =0 si
fx,y,z) =ax+ay + az + a;
quasigrupul ternar (Q,f) are maximum sase parastrofi distincti daca si numai daca este
satisfacutd una din conditiile:
a) exista grupul abelian (Q,+,0), automorfismul acestuia a si elementul a € Q, astfel
incat a* =¢, ala=—a si f(x,y,2) = ax + a3y — a’z + a;
b) exista grupul abelian (Q,+,0), automorfismele acestuia a, B si elementul a € Q,
astfel Incat aa = Ba = —a,Ba = 1,af si f(x,y,z) = —Bax + ay + Bz + a;
C) exista grupul abelian (Q,+,0), permutarea acestuia « si elementul a € Q, astfel incat
a0=0 si f(x,y,z) =ax+ay —z+ a;
quasigrupul ternar are maximum opt parastrofi distincti distincti daca si numai dacd existd
grupul abelian (Q, +, 0), bijectia acestuia « si elementul a € Q, astfel incat
flx,y,2) =ax+ay + az + a;
quasigrupul ternar (Q, f) are maximum doisprezece parastrofi distincti daca si numai daca
exista automorfismul £ al grupului (Q, +,0), bijectia acestuia «a siun element a € Q, astfel
incat % = ¢,Ix = —x,a0 = 0,—fa = a, iar operatia este

(x,y,z) = ax — Bay + Bz + a.

Observam ca p. 3) - 7) nu se refera la numarul exact de parastrofi distincti, adica

maximumul atins de parastrofi distincti. De exemplu, daca a = I, atunci operatia ia forma

f(x,y,2) =—x—y—z+c, deci (Q,f) este un TS —quasigrup. In paragraful 2.3 al acestei

teze sunt prezentate conditii necesare si suficiente ca un T-quasigrup ternar sa posede exact k

parastrofi distincti, pentru fiecare k € {3, 4, 6}.
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1.3. Quasigrupuri ortogonale. Metoda lui Evans de constructie a sistemelor

ortogonale de quasigrupuri n —are
Amintim ca un grupoid n —ar (Q,A) se numeste n-quasigrup (sau quasigrup n-ar), daca
in egalitatea A(xq, x5, ..., X,) = Xp41, fiecare n dintre elementele xq, x5, ..., X, 41 determina
univoc al (n + 1)-lea element.
Definitia 1.3.1. Operatiile n-are A4, A,, ..., Ay, definite pe o multime Q, se numesc operatii

ortogonale daca, pentru orice a4, Q,, ..., a, € Q, sistemul de ecuatii

n
{Ai(xliXZi "'ﬂxn) = ai}i =1

are o singura solutie in Q.
Definitia 1.3.2. Un Sistem de operatii n-are {A4, A,, ..., As}, unde s = n, definite pe o multime Q,

se numeste sistem ortogonal daca orice n operatii ale acestui sistem sunt ortogonale.

Din definitiile de mai sus rezulta afirmatiile:
1) Sistemul de operatii n-are {4;, A,, ..., A, }, definite pe o multime Q, este ortogonal daca si
numai daca este bijectiva aplicatia:
@: Q™ - Q™" Q%1 0, xp) = (Al(xl, vy X))y ey Ay (x4, ...,xn));
2) Daca | Q |< oo, atunci sistemul de operatii n-are {4, 4,, ..., A,}, definite pe Q, este

ortogonal, daca si numai daca are loc implicatia:

n n
{Ai(xl'xz' "'ﬂxn) = Ai(ylﬂyZ' 'yn)}L =1 = {xi = yl}l =1 (11)

Intr-adevir, daci | Q |< oo, si are loc implicatia (1.1), atunci aplicatia
@: Q" - Q" <p(x1, ...,xn) = (A1(x1, ...,xn), ---'An(xl, ...,xn)),
va fi injectiva, deci si bijectiva. O
Propozitia 1.3.1. [58] Daca A si B sunt operatiii binare de quasigrup, definite pe o multime Q,
atunci operatia ternara C definita pe Q in felul urmator:
C(x,y,z)= A(x,B(y, Z)),
pentru orice x,y,z € Q, este o operatie de quasigrup.
Demonstratie. Observam ca
Clx,a,b) =d & A(x,B(a, b)) =d © x= _1A(d,B(a, b)) €0,
Deci ecuatia C(x,a,b) = d are solutie unica. Consideram ecuatia:

Cla,x,b) =d < A(a,B(x,b))=d & A7'(a,d) = B(x,b)
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Deoarece (Q,B) este un quasigrup, rezultd ci existd un singur x = *B(4"%(a, d),b) € Q.
Consideram acum urmatoarea ecuatie:

C(a,b,x) =d & A(aB(b,x))=d & A '(ad) =B(b,x).

Deoarece (Q, B) este un quasigrup, rezulta ca exista un singur element x = B‘l(b,A‘l(a, d)) €
Q. Prinurmare, (Q,C) este un quasigrup ternar. i
Propozitia 1.3.2. [58] Fie {A,A,} si {B;, By} doud perechi ortogonale de quasigrupuri binare,
definite pe multimea Q, | Q |< co. Atunci este ortogonal sistemul de quasigrupuri ternare
{C1,C,, C3}, unde, Vx,y,z € Q,
Ci(x,y,2) = A1(x: B1(y, Z)),
Co(x,y,2) = Az(x: By (y, Z)),
C3(x,y,z) = A1(x' B, (y, Z))-
Demonstartie. Fie ca sistemul {C,,C,, C3} are doua solutii:
Ci(x,y,z) = C,(x',y',2") Ay(x,B,(y,2)) = A, (x', B, (5", 2"))
Co(x,y,2) = G, (x',y',2") © { A2 (%, B1(y,2)) = A2 (x', B, (v',21))
C(0y,2) = G(LYL 20 4 (x, B (y,2) = Ai(x', B (¥, 21)
Deoarece sistemul {4;,A4,} este ortogonal, obtinem:

x =x'
B:(y,z) = B,(y',2')
B,(y,z) = B,(y',z")

Sistemul {B, B,} este si el ortogonal, deci:

x=x'
y=y
z=2z
In concluzie am obtinut ca solutia este unica, astfel sistemul {C;, C,, C3} este ortogonal. ]

Observam ca, daca la sistemul {C;,C,, C3} adaugam operatia ternara C,, definitd de
egalitatea C,(x,y,2) = A,(x, B, (y, Z)),Vx, y,z € Q, atunci {Cy,C,,C5,C,} este un sistem
ortogonal de quasigrupuri 3-are.

Propozitia 1.3.3. [58] Daca A, B si C sunt trei operatii binare de quasigrup, definite pe multimea
Q, atunci operatia 4-ara
D (x1, %2, %3, X4) = A(B(x1,%7), C(x3,X4)), V X1, X2,X3,X4 € Q
este 0 operatie de quasigrup.
Propozitia 1.3.4. Daca {A4,A,}, {By, By} si {Cy, Co} sunt trei perechi ortogonale de operatii

binare de quasigrup, definite pe Q, atunci {D,, D,, D3, D, }, unde
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Dy (x1, x5, x3,%4) = A1(B1(x1:xz); Cl(x3,x4)), D, (x1, x5, x3,%4) = A, (B1(x1’x2)’ Cl(x3,x4)),
D3 (xq, x5, X3,%4) = Al(BZ (x1,%2), Co (x3,x4)), Dy(xq, X2, X3,%4) = Ay (Bz (x1,%2), G, (x3,x4)),
formeaza un sistem ortogonal de quasigrupuri 4-are.

Propozitia 1.3.5. [58] Fie Q o multime finita, {A, Ay} o pereche ortogonala de quasigrupuri
binare, definite pe multimea Q, si fie {By,..,Bn},{C1,...,Cr} - sisteme ortogonale de
quasigrupuri m —are definite pe Q. Atunci {D;;|i=1,2;j = 1,_m}, unde

=1,2

Dy ™ = 4, (B,G), G 02n); | T

Vx4, ..., Xom, €Ste un sistem ortogonal de quasigrupuri 2m- are.
Demonstratie. Fie ca sistemul {Di j| i =1,2;j =1, m}, are doua solutii:

1(31(95{”) Cl(xm+1)) = A1(B1(y1n) C1(3’12nn:1))

D11(xfm) = D11(3’12m) 2(31(x1 ), Cl(xm+1 ) = A2(31(Y1 ), C1(3’m+1))
DZm(x%m) = DZm(ylzm) 1(Bm(x:7ln) Cm(xm+1)) = Al(Bm(Y{n) Cm()’n21r-r|-ll))

Az(Bm(x ), Cm(xm+1)) Az(Bm(y ), Cm()’m+1))
Deoarece sistemul {A;, A,} este ortogonal, avem ca:
( Bi(x1") = B1(y )

By (a1 ) = Bn(y1")
Cl(xm+1) C1()’m+1

kCm(xm+1) = m(ym+1
Folosim faptul ca sistemele {By, ..., By, } si {Cy, ..., C;,} sunt ortogonale, vom obtine :
X1 =M

Xm = Ym
Xm+1 = Ym+1
Xom = Yom
Si am ardtat cd solutia sistemului {Dij| i=12;j= 1,_m} este unica si deci sistemul este
ortogonal, Vxq, ..., X3;,. O
Propozitia 1.3.6. [58] Fie Q o multime finita {A,A,, ...,A,} un sistem ortogonal de
quasigrupuri n —are definite pe Q, iar {B;, B,, ..., B,,} — un sistem ortogonal de quasigrupuri

m —are definite pe Q. Atunci din sistemul {C;;}. — de operafii (n+m—1) — are,

i=1n, j=
definite pe Q, in felul urmator:

Cij (X1, oo Xn—1, V10 s Ym) = A (xl, s Xn—1, Bj (1, ...,ym)),
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VX1, e, Xp—1, V1, - Ym € Q, Vi =1,n, Vj =1,m, putem forma m-n™"1 sisteme ortogonale
din n + m — 1 quasigrupuri de arietate n + m — 1.

Demonstratie. Consideram egalitatile:

( Cll(xlﬂ o Xn-1, Y1 "'ﬂym) = C11(X_1, o Xpn—1) }Tll ""y_m}'
C21(X1, ...,xn_l, yli ...,ym) = CZI(X_l, ...,xn_l, }Tll ...,:y_m},

Cnl(xll o Xn-1 V1 ""ym) = Cnl(x_lﬂ ---;xn—1;ﬂ: ---,%};

Clm(.xl, ...,xn_l, yli ...,ym) = Clm(x_l, ...,xn_l, }Tll ...,:y_m},
CZm(Xl, ...,xn_l, yli ...,ym) = CZm(X_l, ...,xn_l, }Tll ...,:y_m},

Cnm(xll o Xn-1 V1 ""ym) = Cnm(x_lﬂ ---:xn—1;ﬂ: ---,%};

( IAl(le ---;Xn—1;B1(Y1, lym)) = Al(x_l' "'rmr Bl(ﬂ' ;%)):
AZ(x1! "'an—llBl(ylﬂ 'ym)) = AZ(x_l' ---,m, Bl(ﬂ: '%));

An(xb "'an—llBl(ylﬂ 'ym)) = An(x_lﬂ ---'m, Bl(ﬂ: ’%)),

IAl(xb "'an—lle(ylﬂ 'ym)) = Al(x_l' ---,m, Bm(ﬂ' '%)),
Az(xl, ...,xn_l, Bm(ylr ...,ym)) = Az(x_l, ...,m, Bm(ﬂ, ...,m)),

U4, (1, oo X1, B 1 s Ym)) = An(FL s Tty B V1, o Vi) )

r A1 (xl, ...,xn_l, B](yll ,ym)) = Al (X_l, ...,xn_l, B](}Tll ,m)
A2 (xl, ...,xn_l, B](yll ,ym)) = AZ (_1, ...,Xn_l, B](}Tll ,m)

A (%1, s X1, B Y1, s Yin) ) = A (T o T, By (T, o Fi) )
& Ai(xlr ---,xn—1,Bl(y1; 'ym)) = Ai(x_lﬂ ---'m' Bl(ﬂ' '%))' =

A (%1, X1 B s e V) ) = At (B o T, Byoa 5, V) )
A; (x1: s Xn-1, Bjy1 (01, ---:J’m)) = A; (x_l' s X1, Bj4+1 (1, ,%))

L Ai(xl, ...,Xn_l, Bm(yb ,ym)) = Al(x_lr ""m' Bm(:)Tlr ’%))J

)

x1=x_1 x1:x_1

Xn-1 = Xn-1 Xn-1 = Xn—1

_ — _
Bi(y1) s Ym) = B1(V1, oo, V) Vi =1

Bm(}’l»---»ym) = Bm(}TlII%) ym :y_m

Cu ajutorul acestor operatii pot fi formate sisteme ortogonale in m - n™~! moduri. i

Corolarul 1.3.1. Pentru orice n > 2, existe sisteme ortogonale din n quasigrupuri n-are de
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orice ordin q # 1,2,6.
Acest corolar rezulta din Propozitia 1.3.6 si din faptul ca exista quasigrupuri binare ortogonale

de orice ordin q # 1,2,6. O

1.4. Concluzii la Capitolul 1

Tn primul capitol este prezentati o analiza a rezultatelor cunoscute care se referd la tema
tezei. Se arata ca numarul maximal de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar (Q, A) coincide
cu indicele |S,44: H| al subgrupului H = {c € Sy41|A = °A} In S,4,. Astfel, numarul maximal
posibil de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar este un divizor al numarului (n + 1)!, iar
seturile maximale de parastrofi distincti ale operatiei n —are de quasigrup A sunt seturile de
reprezentanti ai claselor din multimea-factor (S,41/H)q = {HBIB € Sp41}-

C.C. Lindner si D. Steedly [76] au stabilit conditii necesare si suficiente ca un quasigrup
binar sa posede 1, 2, 3 sau 6 parastrofi distincti, utilizdnd in acest scop cinci identitati de lungime
patru, cu doud variabile. Autoarea tezei a precizat acest rezultat, aratand ca in acest caz una dintre
cele cinci identitati poate fi eliminata (Propozitia 1.1.4).

In caz ternar se stie ci exista quasigrupuri cu exact k parastrofi distincti, pentru fiecare k €
{1,2,3,4,6,8,12,24}. In acest capitol sunt prezentate rezultatele obtinute de M. McLeish [80,
81] referitoare la caracterizarea spectrului quasigrupurilor ternare finite cu exact k parastrofi
distincti, unde k este un divizor al lui 24.

Tn ultimul paragraf al acestui capitol este prezentati informatia necesara din domeniul
operatiilor n —are ortogonale, in particular, al quasigrupurilor n —are ortogonale. Este descrisa
metoda de constructie a sistemelor ortogonale de quasigrupuri n —are finite, datd de T. Evans,
care utilizeaza sisteme ortogonale de quasigrupuri de aritate mai mica. Metoda data arata existenta

sistemelor ortogonale din n quasigrupuri n —are finite (n > 2), de orice ordin q # 1, 2, 6.
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2 QUASIGRUPURI LINIARE BINARE SI TERNARE CU UN
NUMAR MAXIMAL DAT DE PARASTROFI DISTINCTI

2.1. Quasigrupuri binare liniare cu exact k de parastrofi distincti kK = 1,2 sau 3

Multimile de parastrofi distincti ai unui quasigrup binar sunt caracterizate de subgrupurile
grupului S;:
Hy ={e}, H, = S3,H3 = ((12)), Hy = ((13)), Hs = ((23)), He = ((123)).
Conform Lemelor 1.1.1i 1.1.2, subgrupul H = {o € S3|4 = “A} coincide cu unul dintre

subgrupurile H;,i = 1,6, iar numirul maximal de parastrofi distincti ai quasigrupului (Q, A) este
egal cu indicele lui H Tn S;. Observam ca, daca H = H,, atunci toti cei 6 parastrofi ai
quasigrupului (Q, A) sunt distincti doi cate doi, iar daca H = H,, atunci toti parastrofii lui (Q, A)
coincid ntre ei, adica (Q,A) este un TS —quasigrup.

Tn acest paragraf sunt date caracterizari ale T-quasigrupurilor binare, cu un numar exact dat
de parastrofi distincti.

Fie (Q,+) un grup abelian. Un quasigrup binar (Q,A) se numeste T-quasigrup cu T-
grupul (Q,+) daca exista automorfismele aq, a, € Aut(Q,+) siunelement ¢ € Q astfel Incét
A(xq,x5) = ayx1 + ayx, + ¢, pentru 'V x4, x, € Q.

TS — T —Quasigrupuri binare
Un rol aparte in teoria quasigrupurilor in are clasa quasigrupurilor total simetrice.

Definitia 2.1.1. Quasigrupul binar (Q,A) se numeste total simetric, sau TS-quasigrup, dacd
relatia A(xy,x;) = x5 implica A(xy,x;) = x3, unde xy,x;,x; este orice permutare a
elementelor x;, x,, x3.
O definitie echivalenta a TS-quasigrupului binar este urmatoarea:
Definitia 2.1.2. Quasigrupul binar (Q, A) se numeste TS —quasigrup daca au loc identitdatile:
A(xy, %) = A(xg, %41), (2.1)
A(xl,A(xl,xz)) = Xy, (2.2)
Din definitia TS —quasigrupului rezulta ca toti parastrofii acestui quasigrup coincid.
Propozitia 2.1.1. Un T —quasigrup binar (Q,A), cu T — grupul (Q,+), este un TS —quasigrup
daca si numai daca
A(xq,x3) =1Ixy +1x, + ¢, (2.3)

V x1,%, € Q, unde c € Q si I(x) = —x,Vx € Q.
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Demonstratie. Fie (Q,A), A(xy,x;) = ayxq + ax, + ¢, un T — quasigrup cu T — grupul
(Q,+). Pentru a demonstra propozitia este suficient sa utilizam identitatile (2.1) si (2.2). Fie ca
quasigrupul (Q, A) satisface identitatea (2.1), ce este echivalenta cu egalitatea parastrofilor A si
(12) 4. Utilizand forma operatiei si identitatea (2.1), obtinem
a1x1 + ayx, + ¢ = ax, + ayx; +c.
Luand x; = 0 Tnultima egalitate, avem a,x, = a;x,, de unde obtinem a; = a,. Din identitatea
(2.2) si ultima egalitate primita, avem:
A(xy, A(xy, x3)) = %3 © ayxy + aq (@, + agx, +¢) + ¢ = x,
S ax + aix, + aix, + ajc+ ¢ = x,.
Substituind in ultima egalitate x; = x, =0, unde 0 este elementul neutru al grupul
(Q,+), obtinem a;c + ¢ = 0. Atunci a;x; + a?x; + a?x, = x,. Considerand in ultima relatie
x, =0, avem: a;x; + a?x; =0 < a?x; = a;lx; > a? = a;] & a; = 1. Ultima egalitate
implica faptul ca, operatia este de forma (2.3).
Reciproc, daca operatia A(xy,x;) = Ixq +1Ix, + ¢, atunci egalitatea parastrofilor
A(xq,x,) = (IZ)A(xl,xz) este evidentd. Obtinem:
A(xy,x,) = (13)A(x1,x2) S A(A(xy,x),x) =x; 2 1(Ux; +Ixy+c)+Ixy+c=x; &
X1+ xy +1xy +1c+c = x4,

(12)4 _

ceea ce este adevarat. Prin urmare, A = (3)4, Analog, se obtine egalitatea tuturor

parastrofilor. [

Corolarul 2.1.1. Quasigrupul (Z,, A),unde A(xy,x,) =n—1x; +n—1x, + ¢,C € Z,, esteun
TS-quasigrup.

Demonstratie. Pentru a demonstra afirmatia este suficient sa utilizam identitatile (2.1) si (2.2).
Tinand cont de faptul ci (Z,, +,"), este inel comutativ, asociativ, cu unitate si n — 1% =

1(mod n), obtinem:

A(xl,xZ) =n- 1X1 +n— 1x2 +Cc=n- 1X2 +n— 1X1 +CT=A(X2,X1).

A(xl,A(xl,xz)) =n—1Ix+n—-1n—-1x, +n—-1x; + )+ ¢ =
=n—1x;+x,+x,+n—-1c+c=n—1+1x; +x, + n— 1+ 1¢ = nx; + x, + nc.
Insa, 1 = 0(mod n) & n¢ = 0(mod n), ix; = 0 (mod n). Prin urmare, relatiile (2.1) si (2.2)

sunt satisfacute, iar quasigrupul (Z,, A) este un TS —quasigrup. O
Corolarul 2.1.2. Exista TS —quasigrupuri binare de orice ordin g > 1.
Demonstratia acestui Corolar rezulta din Corolarul 2.1.1 pentru q > 2. Pentru q = 1, afirmatia

este evidenta. O

32



T-Quasigrupuri binare cu exact doi parastrofi distincti

Propozitia 2.1.2. T-Quasigrupul binar (Q,A)cu T-grupul (Q,+), are exact doi parastrofi
distincti daca si numai daca exista a € Aut(Q, +) si un element c € Q, astfel incat

A(xy, %) = axy +a 'x, +c,
unde a # I,a® =1, ac = —c.
Demonstratie. Fie (Q,A) un T — quasigrup binar cu T-grup (Q,+). Atunci exista
automorfismele a,, @, € Aut(Q),si c € Q, astfel incat A(xy,x,) = ayx; + a,x, + ¢, pentru

V xq1,x, € Q.

Quasigrupul (Q, A) are exact doi parastrofi distincti, daca {a € S3|A = ”A} = Hg, unde
Hg = ((123)). Deoarece (123) € H,, obtinem:
AGe, %) = VA, x) 2.4)
deci A(A(xy,x1),%5) = X1 (A1 x5 + A% +C) + Ayxy + ¢ = X1, &
a?x, + ay(ayx;) + a;c + azx, + ¢ = x5. (2.5)
Relatia (2.5) este adevarata pentru Vxq,x, € Q, reiese ca este adevaratd pentru x; = x, = 0,
unde 0 este elementul neutru al grupului (Q,+), prin urmare:
ac+c=0e a,c = I, (2.6)
unde x + Ix = 0,Vx € Q. Din (2.6) si (2.5), obtinem:
a?x, + ai(ax)) + ayx, = xq (2.7)
Fie x; = 0, atunci din egalitatea (2.7) ia forma:
azx, + a,x, = 0 & a?x, = a,Ix, © a? = la,. (2.8)
Fie x, = 0, atunci din relatia (2.7) obtinem:
a1(ayx) =x; © aya; = S a, = aj't (2.9)
Din (2.8) si (2.9), obtinem:
=l s a?=laj' o ad=1.
Notand a; = a, obtinem ca operatia A are forma:
A(xy, x3) = axy +a x, +c, (2.10)
unde a3 =1,ac = Ic.
Permutarea (12) & Hg. Prin urmare, A(xq,x,) # A(x,,x;1), de unde obtinem
aralea’?+e.
Din relatiile a®> =1si a? # ¢, obtinem Ia™! # ¢, deci a # 1. Prin urmare, T-quasigrupul
(Q,A) cu T-grupul (Q,+), are exact doi parastrofi distincti daca operatia are forma (2.10), unde

a+l,a®=1ac=Ic.
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Reciproc, dacd A(xy,x;,) = ax; + a *x, + ¢, unde a # I,a® = I, ac = Ic, atunci:
AQr,x5) = VA0, 05) © A(ACG, 0),20) =%, & @+, tacta iy +c=x, &
a? =Ja~'x, - adeviratd, deci A= *4, de unde obtinem A= 1?4 =324 pe

asemenea, avem A = (1234 = 2034 5, (12)4 _ (U3, o

A= 132y _ @), (2, _ (ZS)A,

(124 = 34 = @34 Observam ca, dacd am avea 4 = 124, atunci ax, + a~lx, + ¢ =

deci
ax, + a~tx; + ¢, ce implici a = a~ %, imposibil deoarece a? # .o
Fie (Q,A4), unde A(xq,x,) = ¢xq +Px, + ¢, un T —quasigrup, Atunci parastrofii lui
(Q,4) sunt:
(12)A(x1,x2) =Yx; +¢x; + ¢,
(13)14(951»952) =@ lx — @ Px, — @7
(23)A(x1,x2) ==Y lox; +px, — Y,
(123)A(x1,x2) == x; + 97 x, — 97 e,

(132)14(951:952) =y~ — YT lex, — Y le

G

Corolarul 2.1.3. Quasigrupul (Z,,A): A(x;,x,) = ax,; + a 'x, are exact doi parastrofi

distincti dacd si numai dacd a #+n—1,a% =n— 1.
Demonstratia Corolarului rezulta direct din demonstratia Propozitiei 2.1.2. Deoarece quasigrupul
(Zp,A): A(x1,x,) = Gx; + @ 1x, este liniar si @ — a este un automorfism din Aut(Z,, +),
reiese ca acest quasigrup satisface conditiile Propozitiei 2.1.2 si are exact doi parastrofi distincti
dacd sinumaidaci a #n—1,a®> =n— 1.0
Exemplul 2.1.1. Quasigrupul (Zo,A), unde A(xq,x,) = 2x; + 5x,, verifica conditiile
Propozitiei 2.1.1: existd a € Aut(Zq,+), a(1) = 2 si elementul ¢ = 0 € Z, astfel incat a3 = I,
a~' (1) = 5. Prin urmare (Zg, A), are exact doi parastrofi distincti. in baza Corolarului 2.1.3,
acesti parastrofi sunt

A, %) = VA, x,) = PPAG0, %) = 220 + 5%,

(IZ)A(xpxz) = (13)A(x1,x2) = (23)A(x1,x2) = 5x; + 2x,.

Corolarul 2.1.4. Exista T-quasigrupuri binare finite, care au exact doi parastrofi distincti, de

orice ordin primar g > 3.

Afirmatia rezulta din faptul cd grupul multiplicativ al cAmpului Galois este ciclic.
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T-Quasigrupuri binare cu exact trei parastrofi distincti

Pentru un quasigrup comutativ are loc relatia A(x,y) = P A(x,y), iar numarul de parastrofi
distincti ai acestui quasigrup poate fi 3 sau 1. De exemplu, multimea de parastrofi distincti ai
quasigrupului comutativ (Q, A), dat de primul tabel Cayley mai jos, are urmatorul sistem format

din trei parastrofi distincti:

3 4 5 6 134

Al1l 2 1 2 3 4.5 6 @4a11 2 3 4 5 6
1(3 51 2 6 4 1 [3 4 1 2 6 5 1 |3 5 1 2 6 4
2|5 6 3 1 4 2 2 |4 6 3 1 4 2 2 |5 6 3 1 4 2
311 3 5 4 2 6 3 |1 3 5 4 2 6 3 11 35 4 2 6
412 1 4 6 3 5 4 |2 5 4 6 3 5 4 |12 1 4 6 3 5
516 4 2 3 5 1 5 |6 1 2 3 5 1 5 |6 4 2 3 5 1
64 1 6 5 1 3 6 |5 2 6 5 1 3 6 |4 1 6 5 1 3

Propozitia 2.1.3. T-Quasigrupul (Q,A4) cu T-grupul (Q,+), are exact trei parastrofi distincti
daca si numai daca exista a € Aut(Q,+), a # 1, si un element ¢ € Q, astfel incdt operatia

A(xq,x,) are una dintre urmatoarele trei forme:
ax, +ax, +c, Ix; +ax, +c¢c, ax; +1Ix, +c.

Demonstratie. Fie (Q,A un T-quasigrup binar cu T-grupul (Q, +). Atunci exista automorfizmele

aq,a, € Aut(Q) sic € Q, astfel incat A(xq, x;) = a1x; + azx, + ¢, pentru V xq,x, € Q.

Quasigrupul binar (Q,A) are exact trei parastrofi distincti daca subgrupul H =
{o € S3|A = ?A} coincide cu unul dintre subgrupurile Hy = ((12)), H, = ((13)), Hs = ((23)).
Fie ca H = H3 = ((12)). Deoarece (12) € H;, obtinem:
A(xq,x,) = (12)A(x1,x2) S A(xy,x3) = A(xy,X1) © a1 + aXxy + ¢ = a1X; + A% + ¢ &
a1X1 + axy; = a1x, + AyX;. (2.11)
Egalitatea (2.11) este adevarata pentru Vx;,x, € Q, deci luand x; = 0, unde O este elementul
neutru al grupului (Q,+), obtinem a; = a,. Notdnd a; = a, = @, obtinem ca operatia A are
forma:
A(xq,x5) = axq + ax, + c. (2.12)
Deoarece (13) & Hy, avem: A(xy,x,) # (13)A(x1,x2) S AA(x, x5),x,) # X, &
alax; + ax, +¢) +ax, + ¢ #x; © a’x; + a?x, + ac + ax, + ¢ # x;.
Luand x; = ¢ = 0 1n ultima inegalitate, obtinem
a’x, +ax, # 0= a’x, #alx, @ a? #al © a # 1.
Prin urmare, T-quasigrupul (Q,A) are exact trei parastrofi distincti, daca exista a €

Aut(Q, +), a # I, astfel incat operatia A(xq, x,) are forma (2.12).
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Fieacum H = H, = ((13)). Deoarece (13) € H,, obtinem:
A(xq,xp) = (13)A(x1,x2) S A(A(x,x3),%2) = x1 © ag(ayxq + ax, +¢) + azx, + ¢ = x4
ax; + a a,x, + ayc + ayx, + ¢ = xy. (2.13)
Luand x; = x, = 0 in (2.13), avem:
a,c+c=0 a,c =lIc. (2.14)
Substituind (2.14) in (2.13), obtinem:
ax; + ayax, + azx, = x4. (2.15)
Pentru x; = 0, din (2.15) avem:
A1A2X7 + aX; = 0 & a1a%, = aylx; & aa, = al = lay,
deci a; = I. Notdnd a, = a, vom obtine urmatoarea forma pentru operatia A(xq, x):
A(xq,x5) = Ix; + ax, + c. (2.16)
Observam ca, (12) € H; = ((13)), prin urmare,
A(xy,x3) # (12)14(951: xz) & A(xy, x3) # A(xz,x1)
Ixg +ax, +c#Ixy, +ax; +c & Ix; +axy, # 1x, + axy.
Luand x; = 0 Tn ultima inegalitate, obtinem ax, # Ix,, deci a # I. Astfel, T-quasigrupul
(Q,A) cu T-grupul (Q,+), are exact trei parastrofi distincti, daca operatia A are forma (2.16),
unde a # I.
In final, considerim cazul H = {o € S5|A = A} = H; = ((23)) . Deoarece (23) € Hs,
obtinem:
Axy, xz) = (23)14(951'952) = A(xl'A(xpxz)) =Xy &
ax1 +a(ax +ax, +c)+ec=x, &
a1x; + a,a,x; + azx, + ayc + ¢ = x,. (2.17)
Luand x; = x, = 0 n egalitatea (2.17), obtinem:
a,c+c=0& a,c =Ic. (2.18)
Substituind (2.18) in (2.17), avem:
a1x; + a,a.x; + azx, = x,. (2.19)
Pentru x, = 0, din egalitatea (2.19) rezulta:
a1x1 + a,00x1 =0 & ay,a1x1 = aq1lx; © a0 = a4l = la;,.
Prin urmare, a, = I. Notand @, = «, operatia A(x4,x,) ia forma:
A(xq,x5) = axq + Ix, + c. (2.20)
Observam ca (12) € Hs, prinurmare A(xq,x,) # (12)A(x1,x2) S A(xq, x3) # A(xy, xq1)

ax, +1Ix, +¢c# axy +Ix; +¢c & axy + [x, # ax, + [x4.
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Pentru x; =0, din ultima inegalitate obtinem Ix, # ax, & a # I. Deci, T-quasigrupul
(Q, A) are exact trei parastrofi distincti, dacd operatia are forma (2.20), unde a # I.
Reciproc. Fie (Q, +) un grup abelian, a € Aut(Q,+),a # I sifie ¢ € Q. Daca (Q,A) esteun T-
quasigrup de forma A(x;, x,) = ax; + ax, + ¢, atunci acesta are urmatorii parastrofi:
A(xq,x5) = (IZ)A(xl,xz) =ax; tax, +¢
D Axy, x,) = VA0, x,) = @~ x, + Ix, + [a” Y,
@D 4(xy, x,) = BPA(xy, x0) = Ix, + " 1x, + Ia .

Observim ci, dacd ax; + ax, + ¢ = a~tx; + Ix, + Ia”c, atunci pentru x; = x, = 0, am
avea Ia~lc = ¢, deci egalitatea celor doi parastrofi ia forma ax; + ax, = a 'x; + Ix,, de
unde, ludnd x; = 0 am obtine a = I, imposibil, conform ipotezei.
Dacid ax; + ax, + ¢ = Ix; + a 'x, + Ia~ ¢, atunci luand in mod analog x; = x, = 0, iar
apoi x, = 0, obtinem a = I, imposibil. In final, daci ar avea loc egalitatea a~'x; + Ix, +
la™lc =1Ix; + a x, + Ia~c, atunci a™1x; + Ix, = Ix; + a™1x,, iar ludnd x, = 0, obtinem
a~! =1, de unde rezulti ¢ = al, deci obtinem si in acest caz a = I. Astfel, quasigrupul (Q, 4),
unde A(xq,x,) = ax; + ax, + ¢, a # I, are exact trei parastrofi distincti.

Daca (Q,A) este un T-quasigrup de forma A(xy,x;) = Ix; + ax, + ¢, atunci acesta are
urmitorii parastrofi: A(xy,x,) = P A(xy, x,) = Iy + ax, + ¢

(12)A(x1,x2) = (132)A(x1,x2) =ax, +Ix, +c,
@ A(x,,2x,) = DAy, x,) = @ lxy + a”x, + [a” e
Observam ca, dacd Ix; + ax, + ¢ = axy + Ix, + ¢, atunci ludnd x; = 0, am obtine a = I,
imposibil, conform ipotezei. Dacd Ix; + ax, + ¢ = a™1x; + a lx, + Ia~c, atunci luand n
mod analog x; = x, = 0, iar apoi x, = 0, obtinem a™* = = ¢ = al = a = I. In final, daca
ar avea loc egalitatea ax; + Ix, + ¢ = a x; + a 1x, + Ia™ ¢, atunci luand x; = x, = 0, iar
apoi x; =0, obtinem a ! =1, de unde rezultdi a = 1. Astfel, quasigrupul (Q,A), unde
A(xq,x5) = Ix1 + ax, + ¢, @ # I, are exact trei parastrofi distincti.
In final, daca (Q,A) este un T-quasigrup de forma A(xy, x,) = ax; + Ix, + c, atunci acesta are
urmatorii parastrofi: A(x,,x,) = (23)A(x1,x2) =ax;+1Ix,+c
D A0xy, %) = BPA0xy, x0) = a Ty + @ lx, + la" 1,
(12)A(x1,x2) = (123)A(x1,x2) =1Ix; + ax, +c.

Observam ca, dacd ax; +Ix, +c = a ‘x; + a~x, + Ia"tc, atunci ludnd x; = x, = 0,

apoi x; = 0, am obtine a = I, imposibil, conform ipotezei. Dacd ax; + Ix, + ¢ = Ix; +
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ax, + ¢, atunci luand In mod analog x; = x, = 0, iar apoi x, = 0, obtinem a = I. In final,
daci ar avea loc egalitatea a~x; + @ 'x, + Ia~'c = Ix; + ax, + ¢, atunci luand x; = x, =
0, iar apoi x, = 0, obtinem a~! = I, de unde rezultd a = I. Astfel, quasigrupul (Q, A), unde
A(xq,x5) = axqy + Ix, + ¢, # I, are exact trei parastrofi distincti.o

Corolarul 2.1.5. Quasigrupul (Z,,A):A(xy,x,) = ax, + bx, + ¢, unde (a,n) =1,(b,n) =
1,¢ € Z,, are exact trei parastrofi distincti, daca si numai daca operatia are una dintre formele
n—1x, +ax, +¢ax; +n— 1x, + ¢, ax, + ax, + ¢,unde a £ n — 1 (mod n).
Demonstratie. Demonstratia corolarului rezultd direct din demonstratia Propozitier 2.1.3.
Quasigrupul (Z,, ,A): A(xy,x,) = ax; + bx, + ¢ este un caz particular al T-quasigrupului peste
grupul (Z,,+). In acest caz, 1 - a,1 —» b definesc automorfisme ale grupului (Z,,+), adici
(a,n) =1 si (b,n) = 1. In inelul Z,, automorfismul I, unde Ix = —x, este dat de elementul
1 - n — 1. Subtituind datele in conditiile Propozitiei 2.1.3, obtinem cele trei forme ale operatiei

prezentate in enuntul Corolarului. o
Corolarul 2.1.6. Quasigrupul (Z,,A): A(x;,x;) =ax, +n—1x,, unde (a,n) =1,
a #n— 1, exact trei parastrofi distincti i anume
Alxy, x0) = PP A0y, x,) = @x, + 11— 1x,,
D40k, x,) = PP Ay, x,) = @ 1%y + @ 1y,
D 40xy, %) = PP A(xy, x,) = 1= Txy + ax,.
Corolarul 2.1.7. Quasigrupul (Z, ,A): A(xy,x,) =n — 1x; + bx,, unde (b,n) =1,b #n—1
are exact trei parastrofi distincti si anume
Ay, x0) = DAk, x,) == 1x, + bx,,
@Ay, %) = DAy, x,) = b~ lag + b1y,
U2 A(x,,x,) = BPA(xy, x,) = bxy + 11— 1x,.
Corolarul 2.1.8. Quasigrupul (Z, ,A): A(xy,x,) = ax; + ax,, unde (a,n) =1,a #n—1 are
exact trei parastrofi distincti si anume
A(xq,x,) = (12)A(x1,x2) = ax; + ax,,
@D A(xy, %) = VA0, x0) = 1= 12, + @ 1y,

U942y, 2x0) = B Ay, x,) = @ 1xy + 70— 1y

Exemplul 2.1.2. Quasigrupurile (Zs, A;): Ay (xq,x3) = 2x1 + 4x,,; (Z7,A5): Ay(xq,x5) =
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6x; + 4xy; (Zg, A3): A3(xq1, x,) = 4x; + 4x, au exact céte trei parastrofi distincti. De exemplu,
quasigrupul (Zs, A,) are urmatorii parastrofi distincti
Ay (x1,%5) = (23)141(951;952) = 2x1 + 4x,,

(13)A (123)A

1(x,y) = 1(x1, %) = 3x; + 3x,,

(132)141(951,952) = (12)A1(x1,x2) = ‘_Lxl + zxz-

Corolarul 2.1.9. Exista T-quasigrupuri binare finite, care au exact trei parastrofi distincti, de

orice ordin g > 2.

Tntr-adevir, considerand quasigrupul (Zq,A): A(x4,x,) = x4 + x5. Din Corolarul 2.1.7, obtinem
multimea parastrofilor distincti
12
Axy, x7) = ( )A(xbxz) = X1t Xy,

(23)A(x1,x2) = (132)A(x1,x2) = q—1x; +x;3,
(13) _ (123) — T -1
A(xy,x3) = A(xy,x3) = x4 + q — 1x,.

Cei trei parastrofi sunt distincti daca si numai dacda q —1 # 1 (mod q). Prin urmare,
q % 2 (mod q). Astfel, cei trei parastrofi ai quasigrupului (Zq,A) sunt distincti, pentru orice

q>2. O

2.2. DC —Quasigrupuri

Quasigrupurile binare cu toti cei 6 parastrofi distincti au fost studiate in [21, 22] si sunt numite
DC —quasigrupuri. Consideram setul de identitati:

T ={A(x, A(x, ) =y, AA®y, x),x) = y,A(x,y) = A(¥,x), A(A(x,y),x) = ¥ }.
Unul dintre criteriile ca un quasigrup sa fie DC —quasigrup este reflectat de realizarea identitatilor
multimii T pe quasigrupul (Q, A).

Observam ca quasigrupul (Q,A) este un DC —quasigrup daca si numai daca el nu
satisface nici una dintre identitatile multimii T. Alte criterii ce prezintd conditii necesare si
suficiente ca un quasigrup sa fie un DC-quasigrup sunt date de inegalitatea unor perechi de

parastrofi.

Lema 2.2.1. Un quasigrup binar (Q, A) este un DC —quasigrup, daca si numai daca
Aé¢ {(12)A, (13)A, (23)A, (123)A}.

Demonstratie. Intr-adevir, pentru ca un quasigrup si fie un DC —quasigrup este necesar ca
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parastrofii — componente in perechile din cele patru clase date in Propozitia 1.1.1, sa fie distincti.
Astfel avem: a) dacaA # (12)A, atunci ®¥4 = (123)/1, (134 # (132)A; b) daca A # (13)A, atunci
D4 2 294 @ g 5 U324 oy daci A = @P4, atunci @24 = @324, 34 = 12394 pip
inegalitatea A4 = ?¥4,  obtinem = A= 3P4, 130 2 @3y 23y, U2y (23, o
132) 4 (12) 4 % U3 4 prin urimare, orice doi parastrofi ai quasigrupului (Q,A) sunt distincti,

adica (Q,A) este un DC —quasigrup. O
Tn continuare vor fi demonstrate unele proprietati ale DC —quasigrupurilor.

Propozitia 2.2.1. Fie (Q,A) un DC —quasigrup. Sunt adevarate afirmatiile:
1) Orice DC —quasigrup este necomutativ si netrivial.
2) Orice quasigrup care contine un DC —subquasigrup este un DC —quasigrup.
3) Orice parastrof al unui DC —quasigrupul este DC —quasigrup.
4) Orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfica a unui DC — quasigrup este un
DC —quasigrup.
Demonstratie. 1) In DC —quasigrupuri A # (124,
2) Un quasigrup (Q, A) este DC —quasigrup daca si numai daca (Q, A) nu verifica nici una dintre
identititile incluse in multimea T:
T ={A(x, A(x, ) = 7, A(A(Y,x),x) = y,A(x,y) = A(y, %), A(A(x,¥), x) = y}.
Daci un subquasigrup al quasigrupului (Q, A) nu verifica nici o identitatea din T, atuncisi (Q,A)
nu va verifica niciuna dintre aceste identitati, deci (Q,A) va fi un DC —quasigrup.
3) Consideram “A un parastrof al quasigrupului (Q, A). Atunci multimea parastrofilor disctinti
este datd de “X(A), unde Z(A) este multimea parastrofilor distincti ai quasigrupului (Q, A).
Multimea °Z(A) contine toate elementele distincte, adica |"m| = 6. Astfel, quasigrupul
(Q, °A) este un DC —quasigrup.
4) Fie (P, B) un quasigrup netrivial ce este imagine omomorfica al unui DC — quasigrup
(Q,A): A= B5, unde S = (a, a,a),a este aplicatia multimii Q in multimea P, astfel Tncat
aA(x,y) = B(ax, ay).
Fara dificultati poate fi aratat ca, pentru doi parastrofi T si ¢ ai quasigrupului (P, B), avem ca
‘B = B, daci si numai daci, ( “B)® = (’B)S. In baza Lemei 1.3. din [10], obtinem ca
%(B%) = (°B)?S, atunci
7A = ?(B%) = ("B)?° = ("B)",

deoarece ¢S =o(a,a,a) = (oa,0a, oca) =S. Astfel, °B = B, daca si numai dacd °A =
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'A. Deoarece (Q,A) este DC —quasigrup, °A # ‘A, ceea ce implicd ca °B # 'B. Astfel,
(P, B) este DC —quasigrup. O

Observam ca in lucrarea [76], C.C. Lindner si D. Steedly au aratat ca exista quasigrupuri
binare finite, cu toti cei sase parastrofi distincti, de orice ordin q = 4. Teorema urmatoare prezinta

un criteriu ca un T —quasigrup binar sa fie un DC —quasigrup.
Teorema 2.2.1. T —quasigrupul (Q,A), A(x, y) = @x + y, este un DC —quasigrup daca §i
numai daca @ # 1,; Y # 1 si * # IY sau P? # Ig.

Demonstratie. Daca sunt satisfacute inegalitatile indicate, atunci are loc inegalitatea parastrofilor
in fiecare clasa din cele patru date Tn Propozitia 1.1.1. Astfel, toti parastrofii quasigrupului sunt
distincti. Reciproc, in baza Propozitiei 1.1.4, pentru a stabili conditiile in care un T —quasigrup
este un DC —quasigrup este suficient de considerat inegalitatea unei perechi de parastrofi in
fiecare clasa prezentata in Propozitia 1.1.1. Fie A # @34, Consideram (x0, Vo) € Q% si
(%0, ¥0) # (0,0). Atunci,
Pxo + Pyo # Y (o — @x0) sau (¢ + YT )xe #E (W + )y,

Daci ¢@xo + ¥ 1ox, = (@ + Y~ 1p)x, # 0, atunci @ # Ip~1p si P # I. Analog obtinem
conditiile respective considerdnd inegalitatea parastrofilor A # (13)A, A= 12y si A+
294, o

Corolarul 2.2.1. Quasigrupul (Z,, A): A(xy,x,) = ax; + bx,, unde (a,n) =1,(b,n) =1, a,
b #n—1, a+ b sicel putin una dintre relatiile a # b™1, a® # n — 1 nu este satisficutd, are
toti parastrofii distincti.
Observam ca, in conditiile Corolarului 2.2.1, cei sase parastrofi ai quasigrupul (Z,, A) sunt:
(IZ)A(x, y) = bx + ay (mod n), (23)A(x, y) = b~(y — ax) (mod n),
“A(x,y) = a1 (x - by) (mod n), “*VA(x,y) = a”}(y - bx) (mod n),

132 4 (x,y) = b~1(x — ay) (mod n).
Teorema 2.2.2. Pentru orice q = 5, q # 6, exista DC — T —quasigrupuri de ordinul q.
Demonstratie. Consideram T —quasigrupul de ordinul g, (Zq,A): A(x,y) = x + ky (mod q),
unde g =5, g #6, (q,k) =1,k # 1,q — 1. Pentru acest quasigrup avem L, =L, = ¢, L) =
Ly, unde L,x = ax(mod q). Verificam conditile Corolarului 2.2.1:

Lll Lk * Ln_l(m()d q), Lk * L1 Sl L1 * L;l, Lk * E.

Astfel, n baza Corolarului 2.2.1, obtinem ca toti parastrofii quasigrupului (Z,, A) sunt distincti,
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adica quasigrupul (Z,, A) este un DC — T —quasigrup. o

Exemplul 2.2.1. Quasigrupul (Zs,A): A(x,y) = x + 2y este un DC — T — quasigrup. Intr-

adevar, in acest caz parastrofii quasigrupului dat sunt:
DAt y) =px+ oy =2x +y,
@DAx,y) =y — ox) = L3'(y — %) = Ly (y —x) = 3y — 3x = 2x + 3y,
DA, y) =@ t(x —y) =x — 2y =x + 3y,
29 4(x,y) = =1 (x — @y) = Ly-1x — Ly-1y = 3x — 3y = 3x + 2y

DA y) =ty —Yx) = —2x+y =3x+y.

2.3. T —Quasigrupuri ternare cu un numar maximal atins de parastrofi distincti

Conform [80], numarul maximal de parastrofi distincti ai unui quasigrup ternar divide
4! = 24. Spectrul quasigrupurilor ternare finite, cu un numar exact k de parastrofi distincti a fost
caracterizat complet in cazul k =1, 3,4, 6,12, 24, si partial in cazul k = 2 sau 8, de catre M.
MacLeish [80, 81]. Tn acest compartiment prezentam caracterizari complete ale T —formei

T —quasigrupurilor ternare cu exact k parastrofi distincti, pentru k € {3, 4, 6}.
T-Quasigrupuri ternare cu exact unu sau exact doi parastrofi distincti

Quasigrupurile ternare total simetrice, sau T'S —quasigrupurile ternare, se definesc analog
quasigrupurilor binare si anume, quasigrupurile ternare cu toti parastrofii egali intre ei se numesc
TS —quasigrupuri. In lucririle [80, 81], M. E. McLeish, studiazid TS —quasigrupurile ternare si
demonstreaza ca exista TS — quasigrupuri ternare de orice ordin q € N*. Pentru TS —
T —quasigrupurile ternare M. E. McLeish determina si forma operatiei: un T —quasigrup ternar
(Q,A), cu T-grupul (Q,+), este un TS — T —quasigrup, dacd si numai daca A(xq,x,,X3) =
Ixy + Ix, + Ix3+ ¢, unde Ix = —x,c € Q.

In studiul siu McLeish a determinat setul de identititi pe care trebuie sa il satisfaca un
quasigrup ternar pentru a avea exact doi parastrofi distincti. Cu toate acestea, constructia acestor
quasigrupuri este dificila. Tn 1980 McLeish reuseste si construiasci un quasigrup ternar cu exact
doi parastrofi distincti prin metode combinatorice. In aceeasi lucrare [81], McLeish studiaza
spectrul quasigrupurilor ternare cu exact doi parastrofi distincti si obtine ca exista quasigrupuri
ternare cu exact 2 parastrofi distincti pentru orice n = 0 (mod 8), n =0 sau5 (mod 10), n =
4, 8 sau 10 (mod 12),¥ n = 5. In particular, M. McLeish arati ci nu existi quasigrupuri

ternare de ordinul 3 sau 4, care au exact doi parastrofi distincti.
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Ulterior, F. Sokhatsky si Y. Pirus [123, 124] au studiat quasigrupurile ternare liniare cu cel
mult k parastrofi distincti, unde k este divizor al lui 24 (maximumul nu neaparat se atinge). In
particular acesti autori au obtinut, independent, acelasi rezultat ca si M. Mcleish, referitor la
quasigrupurile ternare liniare cu toti parastrofii egali intre ei (TS-quasigrupuri ternare). De
asemenea, F. Sokhatsky si E. Pirus arata ca nu exista quasigrupuri ternare liniare cu exact doi

parastrofi distincti.
T-Quasigrupuri ternare cu un maximum atins de trei parastrofi distincti

Quasigrupurile ternare cu exact trei parastrofi distincti au fost studiate initial de catre
McLeish [80], utilizand seturile de identitati prezentate in Lema 1.2.1, punctul 3, ce corespund
celor trei subgrupuri de ordinul 8 ale grupului S, care sunt izomorfe grupului Dg. Aceste
subgrupuri sunt prezentate in Anexa 1 si sunt date de Hyq, Hy7, Hpg. Observam ca M. McLeish
a caracterizat integral spectrul unor astfel de quasigrupuri. Mai jos vor fi studiate T-quasigrupurile
ternare ce poseda exact trei parastrofi distincti.

Propozitia 2.3.1. Daca un quasigrup ternar (Q,A) are exact trei parastrofi distincti atunci

{A, (123)A, (132)/1} este unul dintre seturile maximale de parastrofi distincti.

Tntr-adevar, daca multimea parastrofilor quasigrupului ternar (Q,A) este caracterizata de

unul dintre subgrupurile H;,i = 26,27,28, atunci S, = H; U (123)H; U (132)H;,.

a parastrofilor:
1) H;=Hyg:
A=02D4 _ BNy _ DB, _ 9@3) 4 _ (13)2H 4 _ (1423) 4 _ (1324)A;

(123) g _ (23) 4 _ (14) 4 _ (243) 4 _ (1243) y _ (1342) y _ (142) 4 _ (134) ,
(132) g _ (13) 4 _ (143), _ (1432) 4 _ (1234) 4 _ (24)4 _ (234) 4 _ (124) ,

2) Hl = H27:
A= (12)(34)14 — (23)A — (14)A — (14—)(23)A — (13)(24—)A — (1243)A — (1342)14;

(123) 4 _ (13) 4 _ (1432) g _ (134) 4 _ (1234) 4 _ (24) 4 _ (243) 4 _ (142) 5.
(132) ) _ (124 _ 39y _ (124) 4 _ (1324) y _ (1423) , _ (143) 4 _ (234) ,

3) H; = Hag:
A= (12)(34)A _ (14)(23)A _ (13)A _ (13)(24)A _ (24)A _ (1432)A _ (1234)A;

(123) 4 _ (12) 4 _ (34) 4 _ (1324) p _ (1423) 4 _ (142) 4 _ (243) 4 _ (134) 5.

(132) g _ (@3) 4 _ (14)4 _ (234) 4 _ (1342) , _ (1243), _ (143) 4 _ (124)y
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Tn [123, 124] autorii studiazi quasigrupurile ternare liniare peste un grup abelian si afirmi ci un

quasigrup ternar liniar peste un grup abelian (Q, +,0), unde O este elementul neutru al acestui

grup, are maximum trei parastrofi distincti daca si numai daca operatia A(x;, x, x3) are forma
A(xq,x5,x3) = ax, + ax, —x3 + a,

unde a € Aut(Q,+),a € Q,aa = —a. In aceeasi lucrare este specificat ci in calitate de

reprezentanti ai parastrofilor distincti pot fi considerati parastrofii A(x, x5, x3), (14)A(x1, X2, X3)

si @44 (x4, x4, x3). Asa cum am observat anterior, aceastd afirmatie nu se refera la maximumul
atins (maximumul exact) de parastrofi distincti ai quasigrupului dat. In continuare precizim acest
rezultat prin studiul tuturor T —formelor posibile ale unui T —quasigrup ternar ce are exact trei

parastrofi distincti.

Propozitia 2.3.2. Un T —quasigrup ternar (Q, A) cu T —grupul (Q,+) are un maximum atins din
trei parastrofi distincti daca si numai daca exista a € Aut(Q,+) si un element c € Q, astfel
incdt operatia A(xq,Xx,,X3) are una dintre urmdtoarele trei forme: ax, + ax, + Ix; +c,
Ix; +ax, +axz+c, ax;+Ix,+axz3+c, unde a#I, a? =¢, ac =Ic, I(x) = —x,

Vx € Q.

Demonstratie. Quasigrupul ternar (Q,A) are exact trei parastrofi distincti daca subgrupul H =
{o € S,]A= A} coincide cu unul dintre subgrupurile H,e H,;, Hag, elementele cdrora sunt

prezentate in Anexa 1. Considerim {o € S,|A = A} = Hy,s. Deoarece (12) € H,g, obtinem:
A(xq, X, %3) = (12)A(x1,x2,x3) (2.21)
Consideram grupul abelian (Q,+) si operatia A(xq,x,, X3) = a1X; + Ayx, + a3x3 + ¢, unde
X1, %2, %X3 € Aut(Q) si c¢ € Q, liniard peste grupul (Q, +). Atunci relatia (2.21) are forma:
A(xq,%9,%x3) = A(Xy,X1,X3) & QX1 + AxXy + A3X3 + € = A1X5 + AyXx; + azx3 +c,
a1X1 + Xy = A Xy + A Xq. (2.22)
Egalitatea (2.22) este adevarata pentru Vx;, x, € Q, deci este adevarata pentru x; = 0, unde 0
este elementul neutru al grupului (Q, +). Substituind Tn (2.22), obtinem a; = a,. Notdim a; =
a, = a. In acest caz operatia are forma:
A(xq, x5, %x3) = axq + ax, + azxs + c. (2.23)
(34) € H,¢. Prin urmare,
A(xq,%x5,%3) = (34)A(x1,x2,x3) = A(xl,xz,A(xl,xZ,x3)) = X3 & ax; + ax,
+ asz(ax, + ax, + azx; +c¢) + ¢ = x3.

ax, + ax, + azax; + azax, + asx; + azc + ¢ = x5 (2.24)
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Ultima egalitate este adevarata pentru x4, x,, x3 € Q, inclusiv pentru x; = x, = x3 = 0, de unde
avem
asc+c=0 azc=Ic (2.25)
Substituind (2.25) in (2.24), obtinem:
ax; + ax, + azax; + azax, + aix; = x;3.
Fie x; = x5 =0, atunci ax, + azax, =0 © azax, = alx, © aza = al & a; =1. Prin
urmare, operatia (2.23), are forma
A(xy, x5, x3) = axy + ax, + Ix;3+ ¢, Ix = —x. (2.26)
Deoarece (13) € H,,, reiese ca A(xq,x,,x3) # (IS)A(xl,xz,x3) S axg+ax, +Ix;+c #
axs +ax, +Ix; + ¢ & axy + Ix3 # axg + Ix;. Substituind x3 = 0 in ultima relatie,
obtinem: ax; # Ix; © a # 1.
(12)(34) € Hyg, prin urmare A(xy, x,, x3) = TPV Ay, x5, 23).
A(xy, %2, A(xz, %1, %3)) = X3. (2.27)
Aplicand pentru identitatea (2.27) forma operatiei (2.26), obtinem:
ax, + ax, + [(ax, +axy +Ix3+c¢) +c=x3
ax; + ax, + lax, + laxy + x3 + Ic + ¢ = x3 —adevdrat.
(14)(23) € Hyg, prin urmare A(xy, x,, x3) = P A(x,, x,, x5).
A(A(xq, X5, x3),X3,X5) = Xq. (2.28)
Aplicand pentru identitatea (2.28) forma operatiei (2.26), obtinem:
alaxy +ax, +Ixs+c)+axs+Ix, +c=x;
a’x; + a’x, + laxs + ac + axz + Ix, + ¢ = x5.
Pentru x; =x, =x3 =0, obtinem ac+c=0 ac=1Ic. Luand x, =x3 =0, avem
a’x, =x; © a’=c¢.
(13)(24) € Hy,, prin urmare A(xy, x,,x3) = TPV A(x,, x5, %5)
A(xs, A(xy, x5,%3),%1) =Xy & axz +alax, + ax, +Ix3+¢) +1x; +¢c = xy
axs + a’x; + a’x, + laxs + ac + Ix; + ¢ = x,.
Prin urmare, quasigrupul ternar liniar (Q,A) are exact trei parastrofi distincti, daca existd a €
Aut(Q,+),a # I,a? = &, ac = Ic, astfel incat operatia A(x4, x,, x3) are forma (3.3.6).
Fieacum H = H,; (Anexal). Deoarece (23) € H,,, obtinem:
A(xq, x5,x3) = (23)A(x1,x2,x3) (2.29)
A(xq,%5,%x3) = A(Xq,X3,X3) & A1X1 + AxXy + A3X3 + € = A1X1 + AyX3 + azx, +C,

arXo + a3X, = AyX3 + a3X5,. (230)
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Egalitatea (2.30) este adevarata pentru Vx,,x3; € Q, deci este adevarata pentru x, = 0, unde 0
este elementul neutru al grupului (Q,+). Substituind in (2.30), obtinem @, = a3. Notam a, =
a3 = a. In acest caz operatia are forma:
A(xy, x5, x3) = ayx1 + ax, + axs + c. (2.31)
(14) € H,,. Prin urmare,
A(xq,%5,x3) = (14)A(x1,x2,x3) & A(A(xq, x5, X3), X, X3) = X1 © aq(ayxq + ax, + axs
+c)+ax, +ax;+c=x
aix; + ayax, + aqaxs + a;c + axy + axs +c = x; (2.32)
Ultima egalitate este adevarata pentru x4, x,, x3 € Q, inclusiv pentru x; = x, = x3 = 0, de unde
avem
act+c=0 a;c=Ic (2.33)
Substituind (2.33) in (2.32), obtinem:
a?x; + ayax, + @ axs + ax, + axs = x;
Fie x;, =x, =0, atunci a;ax; +ax; =0 © a;ax; = alx; & a;a =al & a; =1. Prin
urmare, operatia (2.31), are forma
A(xq,x0,%x3) = Ixy + axy, + axs + ¢, Ix = —x. (2.34)
(14)(23)€ H,,, ceea ce implica faptul ca A(xq, x5, x3) = (14)(23)A(x1,x2,x3) sau
A(A(x1,%2,%x3), X5, X3) = x1 © [(Ix; + axs + ax, +¢) + ax, + axs + ¢ = xq,
xy +laxs + lax, + IC + ax, + ax; + ¢ = x; © x; = x; — adevarat.
(12)(34)e H,,. Prin urmare,

(12)(34)A(x1,x2,x3) = A(xz,xl,A(xl,xz,x3)) = X3.

A(xy, x5, %3) =
Ixy; +ax; +allx; +ax, +axs +c) +¢c=x3
Ixy + ax, + alx; + a?x, + a’x3 +Ic + ¢ = x3 & Ixy + a’x, + a’x; = x3.
Pentru x, = 0, avem a?x; = x3 & a? = ¢.
Deoarece (12) & H,,, reiese ca A(xy, Xy, X3) #* (lz)A(xl,xz,x3) Six;+ax, +axg+c #
Ix, + ax, + ax; + ¢ & Ix; + ax, # Ix, + axy. Substituind x, = 0 in ultima relatie,
obtinem: ax; # Ix; & a # I.

Prin urmare, T-quasigrupul ternar(Q, A) are exact trei parastrofi distincti, daca existd a €

Aut(Q,+),a # I,a? = &, ac = Ic, astfel incat operatia A(x,, x,,x3) are forma (2.34). o

Corolarul 2.3.1. Exista T —quasigrupuri ternare idempotente cu un maximum atins din trei

parastrofi distincti.

Intr-adevir, existenta acestor T —quasigrupuri este asigurata de operatia
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A(xq,X5,X3) = X1 + X3 — X3, (2.35)
definita pe Z,,, m € N*, ce satisfice conditiile Propozitiei 2.3.1. Insd un quasigrup ternar este
idempotent daca

A(x,x,x) = x. (2.36)
Substituind (2.35) in (2,36), obtinem A(x,x,x) =x+x —x = x. Prin urmare, (2.36) este
satisfacuta pentru Vx € Z,,. Deci (Z,,, A) este un T —quasigrup ternar idempotent. O
Exemplul 2.3.1. T —Quasigrupul ternar (Zg, A) cu T —grupul (Zg, +), unde A(xq,x,,%3) =

5x; + 5x, + 7x3, are exact trei parastrofi distincti.

Intr-adevar, determinam multimea parastrofilor quasigrupului ternar, utilizand relatiile prezentate

n Anexa 4:

AGD = PPAGD) = FACS) = MA0d) = TPVAGD) = AR =
= D@43y = D3y = By, 4 By + 7y,

PIAED = acd) = Pacd) = “Pacd = PPAcd) = PVacd) =
= 283553y = (1394 (x3) = By, + 7, + 5,

BOAD = "PAED = PPacd) = PPacD = MPacd) = BYAc) =
= 0B ax3) = D4 (x3) = 7oy + 5x, + 5xs

Deci, quasigrupul (Zg, A) are exact trei parastrofi distincti.

Corolarul 2.3.2. Pentru orice m > 3 exista quasigrupuri ternare de ordinul m cu un maximum

atins din trei parastrofi distincti.

Intr-adevar, consideram quasigrupul ternar (Z,,, A): A(xy, x5, x3) = x; + X, — x3. Conform
Propozitiei 2.3.1, T — quasigrupul ternar cu T —forma ((Z,, +),¢,¢ —¢,0) are exact trei

parastrofi distincti si anume

A= (12)A — (34)A — (1423)A — (12)(34)A — (1324)A — (13)(24)A — (14-)(23)A =x + Xy — X3,

23y _ (M), _ @3y _ (42)y _ (34 _ @43y _ (243) _ (13424 _ o0 |y

(132)A — (13)A — (24)A — (124)A — (143)A — (234)A — (1234)A — (1432)A =—x + X, + X3.
Inacestcaz @ = 1 (mod m) © a? = 1(mod m) si a Z —1 (mod m).
Aratam acum ca cei trei parastrofi sunt distincti pentru orice m > 3 prin metoda reducerii
la absurd. Fie ca A(xq, x5, x3) = (123)A(x2, X4, x3). Din forma parastrofilor respectivi avem:
X1+ Xy —X3 =X1 — X+ X3 & X — X3 = —Xx3 + Xx3.

Luand in ultima egalitate x; = 0, obtinem x, = —x,. Ultima relatie este adevarata pentru m =
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2, iar pentru celelalte valori ale modulului relatia este falsa. Prin urmare, pentru m > 3,m € N,

A(xq, x5, x3) # (123)A(x1,x2,x3). Analogic, obtinem A(xq, x5, X3) # (132)A(x1,x2,x3). i
T-Quasigrupuri ternare cu un maximum atins din patru parastrofi distincti

Tn [80], McLeish studiaza quasigrupurile ternare cu exact 4 parastrofi distincti si indica
seturile de identititi ce este necesar s fie satisfacute de acest quasigrup. In acesti lucrare autoarea
identificad patru seturi de identitdti realizarea carora conduce la quasigrupuri ternare cu un
maximum atins din patru parastrofi distincti. In [123, 124] autorii studiaza quasigrupurile ternare
liniare, peste un grup abelian, care poseda cel mult patru parastrofi distincti, abstractie facand de
izomorfismul subgrupurilor grupului S,.

Analizand seturile de identitati si modalitatea de egalitate a diferitor parastrofi, a fost
selectata o multime de reprezentanti care, in cazul in care se verifica un singur set de identitati,
multimea formata din patru parastrofi distincti ai quasigrupului ternar (Q, A) este

{A, (12)39) 4 132 4 (14)(23)A}_

Quasigrupurile ternare cu exact patru parastrofi distincti sunt caracterizate de subgrupurile de
ordinul sase ale grupului S,. Aceste subgrupuri sunt prezentate Anexa 1 si reprezintd sugrupurile
H,,, H,5, H,,, Hys. Fiecare dintre aceste subgrupuri este izomorf grupului Ss, iar subgrupul H,,
coincide chiar cu S5. Fiecare dintre aceste subgrupuri este generat de un element de ordinul 3,
a = (abc), si o transpozitie, § = (ab), unde a,b,c = 1,4. Astfel,
Hy, = S3 =((123),(12)), Hy, = S5 = ((134), (13)),
Hys = S35 =((124), (12)), Hys = S3 = ((234),(23)).
Toate elementele acestor subgrupuri sunt prezentate ih Anexa 1.
Teorema 2.3.1. Un T — quasigrup ternar (Q,A4), cu T —qrupul (Q,+), are exact patru
parastrofi distinti daca si numai daca exista a € Aut(Q,+) si un element ¢ € Q, astfel incéat
T —forma sa este una din urmatoarele:
T, = ((Q, +),a,a,a, c), T, = ((Q,+),I, I, «a, c),
T3 =(Q ) Lalc), T.=0Q+H) allc),
unde Ix = —x, a * 1.
Demonstratie. Fie (Q,A) un 3 —T —quasigrup cu T —forma T = ((Q, +), a1, a3, a3,c) si fie
H € {H;i=22,25}, unde H={c €S, |°A=A}.
1) Daca H = H,, =((123),(12)) = {¢,(123),(132),(12),(13),(23)}, atunci avem

(12),(13) € H, prinurmare A = 12)4 si A= (13)A, de unde obtinem:
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{(Xlxl + azxz + a3x3 +c= alxz + ale + (Z3x3 +c {alxl + (szz = 0l1x2 + Olle
(Xlxl + azxz + a3x3 +c= a1x3 + azxz + (Z3x1 +c (lel + (Z3x3 = 0l1x3 + 0l3x1.

Luand x; = 0, ultimele doua egalitati implicda a; = @, = a3. Notand a; = a, = a3 = «a,
operatia A ia forma:

A(xq,x3,x3) = axqy + ax, + ax; + c. (2.37)
Deoarece, (14) € Hy,, = A # A9y = A(A(x1,X2,Xx3), X5, X3) # X1 =

alax; + ax, + ax; +c) + ax, + axs + ¢ # x;.
Notand ax, + ax; + ¢ prin y din ultima inegalitate obtinem:
alax; +y) +y # x4,
care pentru a = I, implica —(—x; +y) +y # x; © x; # x4, ceea ce este o contradictie. Prin
urmare, « # I, iar T —forma T —quasigrupului este T, = ((Q, +), a, @, @, ¢).
2) Daca H = H,3 =((124),(12)) = {¢,(124),(142),(12),(14), (24)}, atunci avem

(12) € H, prinurmare A = (12)A, de unde obtinem:

A1X1 + QX + a3x3 +C = A1Xy + AXxq + A3x3 +C S X + XXy = AX + XXy,
Luand x; = 0, ultima egalitate implici @, = a,. Deoarece (14) € H, prin urmare A = *¥4,
deci:

A(A(xq1, X2, %x3), %2, X3) = x1 & a(a1x1 + A1xy + agxs +¢) + a1x, + azx; + ¢ = x;.
Considerand x; = x, = x3 = 0, obtinem a;¢c + ¢ = 0, iardin x; = x, = 0 avem
a(azx3) + azx; =0 & a;(azx3) = I(azx;) © a; = 1.
Notand a3 = a, operatia A ia forma:
A(xq,x5,x3) = Ix1 + Ix, + ax; + c. (2.38)
Deoarece, (13) & H,y, avem: A = DA = A(xy, x5, x3) £ A(Xs, X5, %,) =
Ixi +Ix; +axs +c # Ixz +Ix, + ax, + ¢ © Ixy + axz # [x3 + ax;.
Luand x; = 0, obtinem & # I, iar T-forma T-quasigrupului este T, = ((Q,+),1,1,a,c).
3) Dacd H = H,, =((134),(13)) = {g, (134), (143), (13), (14), (34)}, atunci
(13) € H, prinurmare A = (134, de unde obtinem:
a1x1 + ax; + azxz + ¢ = ax3 + ayx, + azx; + ¢ =S ax; + azxz = ax3 + azxq.
Luand x; = 0, ultima egalitate implica a; = a;. Deoarece (14) € H, prin urmare A = 9y,
de unde obtinem:
A(A(x1,X%2,X3),X5,%3) = X1 © (a1 + a5 + A1x3 +¢) + a;x, + a1x3 + ¢ = x;.
Din x; = x, = x3 =0, rezultda a;c + ¢ = 0, iardin x; = x3 = 0 avem
aq(ayxy) + ayx, = 0 & ay(azxy) = I(ax,) & a; = 1.

Notand a, = a, operatia ia forma A(xq, x5, x3) = Ix; + ax, + [x3 + c. Deoarece (12) & H,s,
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avem:
R A(xy, x5, x3) # A(X3,X2,%1) S Ixy +ax, +Ixs+c#Ixy +axs+1x, +c <
ax, + Ix3 + axz + Ix,.
Luand x; = 0, obtinem a # I, iar T —forma T —quasigrupului este T3 = ((Q,+),1,a,1,¢).
4) Daca H = H,s =((234),(23)) = {& (234),(243),(23),(24), (34)}, atunci avem
(23) € H, prinurmare A = (23)A, de unde obtinem:
a1X1 + Xy + azx3 + ¢ = ayx; + azx3 + azx; + ¢ S azx; + azxz = azxz + azx;.
Luand x, = 0, ultima egalitate implicd a, = a3. Deoarece (24) € H, avem A = (24)A de
unde obtinem:
A(xqy, A(xq, x5, X3),X3) = Xy & A1x1 + Ay (1% + x5 + A1X5 + €) + Ayx5 + ¢ = X
Considerand x; = x, = x3 = 0, obtinem a,c + ¢ = 0, iardin x, = x3 = 0 avem
a1 x1 + ay(a1x1) = 0 = ay(a1x;) = (%) © a, = 1.
Notdnd @, = «, operatia ia forma A(xy, X3, x3) = ax; + Ix, + Ix3 + c. Deoarece (12) € H,s,
avem:
A+ A(xq, X9, %x3) # A(Xy,X1,X3) S axqy +1xy +1Ix5+Cc#+axy, +1xy +1x3 + ¢
axq + Ixy + axy + 1x4.

Luand x, = 0, obtinem a # I, iar T —forma T —quasigrupului este 7, = ((Q,+),a,1,1,¢).0

Corolarul 2.3.3. Daca operatia A a unui T-quasigrup ternar (Z,, A), cu T-grupul (Z,, +), are
una dlﬂ fOFme|e Al(xl,xz,X3) = a_xl + C_le + C_l.X'3 + C_', Az(xl, xz, X3) = —x1 + dxz - x3 + CT,
Ag(xl,xz, X3) = —X1— X2 + dX3 + E, A4(X1, xz,X3) = a_xl — Xy — X3 + E, Unde (a, Tl) = 1,

a #n —1, atunci (Z,, A) are exact patru parastrofi distincti.

Demonstratie. Intr-adevir, determindnd multimea parastrofi in baza relatiilor din Anexa 4,

obtinem multimea parastrofilor distincti ai quasigrupului (Z,, A;) este:

Ay =P, =09 =@y =2y WDy — gy 4 ax, +axs + ¢,

(14)(23)A1 _ (124)A1 _ (14)A (134)A (1234)A (1324)A1 _ d_lxl Xy — Xy — a1

1

(13)(24)A (142)A (243)A (24)A _ (1423)A1 _ (1342)A1 = —x, +atx, — Xs —a-1¢,

(12)(34)A (34)A (234-)A (24-3)A — (1243)A (1432)A —X; — X, + a—_1x3 _ C_l_lC_'.

Este evident ca, pentru (a,n) # 1, atunci operatia A;(xq, x5, X3) = a@x; + ax, + axz + ¢ nu
defineste un quagigrup pe multimea Z,. Intr-adevar, pentru ca operatia A;(xy,X,,X3) sd
defineasca un quasigrup este necesar ca ecuatiile

A1 (x1,az,a3) = by, Ai(ay, xz,a3) = by, Ai(ay, az, x3) = bs,

unde a4, a,, as, by, by, b3 sunt elemente fixate in Z,,, sa fie rezolvabile univoc in aceasta multime.
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ax, +aa, +aaz;+c=b < ax; =b—aa, —aa; —C.

Pentru ca ultima ecuatie sa admita solutie unica este necesar si suficient ca elemental a sa fie
simetrizabil ceea ce este posibil doar daca (a,n) = 1. Atunci solutia ecuatiei este

x; =a (b —aa, —aas — ¢).
Pentru celelalte doua ecuatii obtinem, daca (a,n) = 1, atunci elementul a este simetrizabil si
solutiile ecuatiilor sunt

x, = a (b, —aa; — aaz — ¢),

x3 = a Y(b; —aa, — aa, — c).
Dacd a =n — 1, atunci a~! = n — 1, iar quasigrupul (Z,,A,) este TS — T —quasigrup.
Analog, pentru T —quasigrupurile (Z,, A;), (Z,, A3), (Z,,Ay), utilizand relatiile prezentate in
Anexa 4, obtinem multimea parastrofilor distincti. O

Urmatorul corolar furnizeaza unele informatii cu privire la spectrul quasigrupurilor ternare

cu exact 4 parastrofi distincti. Acest rezultat a fost obtinut de catre McLeish si prezentat in
Propozitia 1.2.1. La demonstratia Propozitiei 1.2.1, cu referire la spectrul quasigrupurilor ternare
cu exact patru parastrofi distincti, McLeish a utilizat quasigrupul (Z,, A): A(xq, x5, x3) = 2%, +
2x, — x3, ce acondus la conditia ca acest quasigrup are exact patru parastrofi distincti pentru orice
ordinimpar n,n > 3. Pentru n = 3 si ordinele pare McLeish a utilizat constructii combinatorice.
Corolarul 2.3.4. [80] Exista quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar g > 3 ce au exact
4 parastrofi distincti.
Mai jos prezentam un exemplu de T-quasigrup ternar cu exact patru parastrofi distincti.
Consideram quasigrupul (Zq, A), unde A(xy, xp,x3 =% +x, +x3, (n,2) =1. Cei 24 de
parastrofi distincti se Tmpart Tn patru clase de parastrofi egali intre ei:

A=y _ a3, _ @), _ 23, 132, _ Xy + Xy + X,

(14-)A — (124-)A — (14-)(23)A — (134)A — (1234-)A — (1324)A =X, — Xy — X3,

(24) ) _ (142) 4 _ (243) 4 _ (13)(24) 4 _ (1423) 4 _ (1342) 4 _ —xy + Xy — X3,

(304 = 12DB, _ @30, _ @8, _ (20 _ (82 _ 0 04y

Observam ca, alte exemple de quasigrupuri ternare cu exact patru parastrofi distincti sunt (Zs, A;)

si (Zq,A3), unde A;(xq,x5,x3) = 2x1 + 2x5 + 2x5 si Ay(X1, X2, X3) = 4xq + 4x, + 4x5.
T-Quasigrupuri ternare cu exact sase parastrofi distincti

Quasigrupurile ternare cu exact sase parastrofi distincti sunt studiate de catre McLeish
utilizand sapte seturi de identitati. Tn scopul dat sunt construite exemple cu ajutorul cirora este
obtinutad informatia referitoare la spectrul acestor quasigrupuri. La fel, in [123, 124] sunt studiate
quasigrupurile ternare liniare, peste un grup abelian, prin intermediul subgrupurilor grupului S,.

51



Sokhatsky si Pirus arata ca quasigrupurile ternare cu cel mult sase parastrofi distincti sunt date de
subgrupurile grupului S, izomorfe cu C,, Ky, Z,.

Tn dependenta de setul de identititi ce sunt satisfacute in quasigrupul ternar, descrise de
McLeish, pot fi selectate diverse seturi de reprezentanti ai claselor de resturi modulo H ce definesc
seturi maximale de parastrofi distincti. Seturile posibile de parastofi distincti sunt:

1) {4, (124,134 @3)4 (123) 4 (132)A} care este formata doar din parastrofii principali ai
acestui quasigrup;
2) {4, (123) 4, (1324 (142) 4 (238 g (13)(24)A} care contine trei parastrofi principali;
3) {4, (12)/1, (23)/1, (14)A, (34)A, (12)(34)A} care contine, de asemenea, trei parastrofi
principali.
Seturile de identitati descrise de McLeish reprezintd de fapt subgrupurile de ordinul 4 ale grupului
S4. Aceste subgrupuri sunt prezentate In Anexa 1 si anume
Hys =((1234)),  Hye =((1243)),  Hy; =((1324)),
Hig =((12),(34)),  Hi9 =((13),(24)),  Hzo =((14),(23)),
Hyy = ((12)(34), (13)(24)).
Sugbrupurile H;s — Hy, sunt izomorfe grupului ciclic Z,, iar subgrupurile H;g — H,; sunt
izomorfe grupului Klein K.
Tn continuare vom stabili conditiile necesare si suficiente ca un T-quasigrup ternar sa

admita exact sase parastrofi distincti si vom determina T-formele acestor quasigrupuri.

Teorema 2.3.2. T —quasigrupul ternar (Q, A) cu T-grupul (Q,+) sicu H = {o| A = A} = Z,,
are exact sase parastrofi distincti daca si numai daca exista a € Aut(Q,+) si un element c €
Q, astfel incat T-forma sa este una dintre urmatoarele:

T, = ((Q,+), e 1a?,a%,¢c), T, = ((Q,+),1a? a3 a,c), Ts = ((Q,+),a, a% Ia? c),

unde ac = Ic,Ix = —x,a® # ¢, a* = ¢.

Demonstratie. Fie (Q,A) un T —quasigrup ternar cu T —forma T = ((Q, +), @1, a5, a3, ¢) si fie
He{H,i=1517} unde H = {0 €S, |°A = A}.
1) Daca H = Hys =((1234)) = {¢,(1234),(13)(24), (1432)}, atunci avem
(1234) € H, prin urmare A =123 A ce implica A(A(xy, X, X3), X1, X,) = X3, de unde avem:
(a1 + ayxy + azxs + ¢) + ayx; + asx, + ¢ = x3. (2.39)
Luand x; = x, = x3 = 0, ultima egalitate implica a;c + ¢ = 0. Considerand x; = x3 =0 in

(2.39), iar apoi x, = x3 =0 si x; = x, = 0, obtinem:
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al(azxz) + a3X3 = O, a,aqy = 1a3, a3z = a%,
a (%) +ax, =0, &3 a, =laf, =<a,=Id?
— — -1
al(af3x3) = X3 as; = a; af = E&.

Prin urmare, notdnd a; = a, obtinem
A(xy, x5, x3) = ax; + la’x, + a’x; + c. (2.40)
Deoarece (13) & H;s, avem:
A(xq, X3, X2) # (13)A(x1,x2,x3) & A(xq, X2, x3) # A(x3, X2, %1)

ax, + la’x, + a3x; + ¢ # axs + [a’x, + a3x; + ¢ © ax; + a3x; # ax; + a3x,.

Substituind Tn ultima inegalitate x; = 0, obtinem a3 # a = a? #&. Deci, T — forma

T —quasigrupului este T; = ((Q,4), @, [a?,a%,c ), ac = Ic,a? # ¢,a* = «.

2) Daca H = H;g = ((1243)) = {¢,(1243),(14)(23), (1342)}, atunci avem
(1243) € H, prinurmare A =12%3 4, ce implica A(x3, x;1, A(Xq, X2, %3)) = x,, de unde avem:
A x5 + ayx; + ag(axy + ayx, + azx; +c¢) + ¢ = x,. (2.41)
Luand x; = x, = x3 = 0, ultima egalitate implica asc + ¢ = 0. Considerand x; = x; = 0,

i#j, i,j=1,2,31n(2.41), obtinem:

ai1X3 + a3(a3x3) = O, a, = Iaf%,
ayx; + az(ax) =0, &4 a, = a3
az(ayx;) = x; a; = €.

Prin urmare, notand a5 = «, prin urmare
A(xy, x5, x3) = la?x; + alx, + ax; + c. (2.42)
Deoarece (23) ¢ Hy¢, avem:
A(xq, %2, %5) # (23)A(x1,x2,x3) & A(xq, X2, x3) # A(%X1, X3, X3)
Ia?x; + adx, + axs + ¢ # 1a?x; + adx; + ax, + ¢ © aBx, + ax; # a’x; + ax,.
Substituind n ultima inegalitate x; = 0, obtinem a3 # a = a? # &. Deci, T — forma

T —quasigrupului este T, = ((Q,+),1a?,a%,a,¢), ac = Ic,a? # ¢,a* = «.

3) Dacd H = Hy; = ((1324)) = {g, (1324), (12)(34), (1423)}, atunci avem
(1324) € H, prinurmare A =132% 4, ce implicad A(A(xy, x5, X3), X3, X1) = x5, de unde avem:
ay(a1x) + ax, + asxs + ¢) + ayx3 + azx; + ¢ = x,. (2.43)
Punand x; = x, =x3 =0 1n (2.43), avem a;c + ¢ = 0. Considerand x; = x; = 0 n (2.43),

unde i # j, i,j = 1,2,3, obtinem:

al(a3x3) + Ay X3 = 0, a, = Ia3a1, a, = a13'
a, (%) +azx; =0, &1 as =1a?, =<a; =I1a?
a;(ax,) = %y, a, = a;’ af = e.
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Notand a; = a, obtinem:
Axy, x5, x3) = axy + a3x, + la’x; + c. (2.44)
Deoarece (12) ¢ H,,, avem:
A(xq, x5, x5) # (12)A(x1,x2,x3) & A(xq, x5, x3) # A(xy, X1, X3).
Aplicand asupra ultimei inegalitati (2.44), avem:
ax; + adx, + la’x; + ¢ # ax, + ax; + la’x; + ¢ © ax; + a3x, # ax, + a3x,,
Substituind Tn ultima inegalitate x; # 0, obtinem a3 # a = a? # . Deci, T — forma

T —quasigrupului este T; = ((Q,+), @, a® 1a?c), ac = Ic,a? # g, a* = o

Observatie. T —quasigrupul ternar (Q, A) cu H = {o| A = A} = Z, are tofi cei sase parastrofi
principali distincti.
Exemplul 2.3.2. T —Quasigrupul ternar (Zs, A), A(xq, x5, x3,%,) = 2x; + X, + 3x3, are exact
sase parastrofi distincti. Intr-adevir, in acest caz avem:
a:Zs - Zs,a(1) = 2,

ce verifici conditile Ia?=a*=¢ a3(1)=3,ac=Ic = 2c =4c(mod5) < 2c =
0 (mod 5) © ¢ = 0 (mod 5).
Determinand multimea parastrofilor (Anexa 5), obtinem:

Q= (230, _ (1432), _ (13)20) 4 _ Zx, + X, + 3,

(12)A _ (134)A _ (243)A _ (1423)A —x, + sz n §x3,

(13)A — (24)A — (14)(23)A — (12)(34)A — §x1 +ox, + ?x3,

(23) 4 _ (129) 4 _ (143) 4 _ (1342) 4 _ Zx, + 3%, + x3,

(123)A — (34-)A — (1324)A — (142)A = x, + ng + EX3,

1324 = Wy = B394 = (29 = 3, + 20, + x5
Mai mult, toti cei sase parastrofi distincti reprezintd parastrofii principali ai quasigrupului ce sunt
si idempotenti. Intr-adevar,

A(x,x,x) = 2x + x + 3x = x (mod 5).0

Corolarul 2.35. Nu exista T — quasigrupuri ternare de forma (Z,,A), cu T-grupul
(Zn,+) sicuH = {o| °A = A} = Z,,care au exact sase parastrofi distincti, pentru orice n €
{3,4,6,7,8,9}.
Demonstratie. Intr-adevir, pentru a arita inexistenta quasigrupurilor respective, este suficient de

aratat ca elemente in grupul (Z,, +) ce satisfac conditiile prezentate in Teorema 2.3.2. nu sunt.

Operatiile ternare 1n acest inel au forma:
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A(xq, x5, x3) = A1x1 + azx, + azx3 + C.

Pentru ca operatia sa defineasca un quasigrup este necesar si suficient (a;,n) =1,i =1,2,3.
Conform Teoremei 2.2.2, acest quasigrup are exact sase parastrofi distincti daca si numai daca
coeficientii variabilelor sunt @ (n—1)a2,a% ¢, unde a*=1,a°2=1,ac=mn-1c.
Elementul @ = 0 nu caracterizeazi o operatie de quasigrup pentru Vn € N*. Elementul @ = 1
nu satisface conditia a® # 1. Deci, vor fi verificate celelalte elemente ale grupului. Elementul
@ = 2 nu caracterizeazi operatie de quasigrup pentru n = 4, 6, 8.

Fie n = 3, atunci a € Z; = {0, 1, 2}. Elementul @ = 2 implica relatia 22 = 1. Ceea ce
este o contradictie conditiilor prezentate mai sus. Pentru n = 4, elementul @ = 3 implici relatia

32 =1 — contradictie.

satisfac conditia a* = 1, iar elementul 6 nu satisface conditia 62 # 1. Deci, peste Z, nu existi
T-quasigrupuri ternare cu exact sase parastrofi distincti cu

H={o|’A=A}=Z,.
operatii de quasigrup. Fiecare dintre elementele 1,3,5,7 nu satisfac conditia @ # 1. Deci, in
Zg nu existd T —quasigrupuri ternare cu exact sase parastrofi distincti cu H = {g| A = A} =

Z,. Analog, in Z,, elementele 2,4,5,7 nu satisfac conditia a* = 1.0

Teorema 2.3.3. T —quasigrupul ternar (Q,A) cu T-grupul (Q,+) si cu H={c € S,|’A=
A} =H;, i =18, 19, 20, are exact sase parastrofi distincti daca si numai daca existd o €
Aut(Q,+) si un element ¢ € Q, astfel incat T —forma sa este una dintre urmatoarele T, =
((Q.+H),aalc) Ts=(Q +)a Lac)Te=((Q +),,aac), unde a?*e.
Demonstratie. Fie (Q, A) un T —quasigrup cu T —forma T = ((Q, +), a1, a, a3, c) si fie H €
{H;,i=18,20}, unde H={c €S, |°A = A}.
1) Daca H = H;g =((12),(34)) = {¢,(12),(34),(12)(34)}, atunci din (12) € H, avem
A= (12)A, ce implica @, = a5, iardin (34) € H, obtinem A = (34)A, ce implica
A(xl,xz,A(xl,xz,x3)) = X3 S a1x1 + ayx, + az(axq + ayx, + agxs +c¢) + ¢ = x3.
Luand x; = x, = x3 = 0, ultima egalitate implica as;c + ¢ = 0. Considerand x; = x3 =0,
obtinem a,x, + az(a,x;) = 0 & az(ayx;) = I(ayx,;) & az = 1. Notdnd @, = a, operatia

are forma:
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A(xq,x5,x3) = axy + ax, + x5 +c. (2.45)
Deoarece (14) & H,g, reiese ca
A(xy, X2, x3) # (14)A(x1,x2,x3) & A(A(xy, x5, x3), X2, X3) * X3
alax; + ax, +Ix3+c¢) + ax, + [x3 + ¢ # x4.
Notand ax, + Ix3 + ¢ =y, din ultima inegalitate avem a(ax; +y) + y # x; . Considerand
y = 0,obtinem a’x; # x; = a? # . Deci, T —quasigrupului ternar (Q, A) are T —forma
T,=(Q +),aa I,c), a?*e
2) Daca H = Hy9 =((13),(24)) = {&,(13),(24),(13)(24)}, atunci din (13) € H, avem
A= (13)A, ce implica @, = a3, iardin (24) € H, obtinem A = (24)A, ce implica
A(xqy, A(xq, x5, X3),X3) = Xy & A1x1 + Ay (A% + x5 + A3x3 +¢) + azxs + ¢ = x,.
Notdnd azx; + ¢ =y, ultima egalitate are forma a;x; + ay(a;x; + ax, +y) +y = x,.
Considerand x, =y =0, obtinem a;x; + az(a1x;) = 0 & ay(a1x1) = (a1x1) & a, = 1.
Notdnd a; = a, operatia are forma:
A(xq,x5,%x3) = axq + Ix, + axs + c. (2.46)
Deoarece (14) ¢ H,o, reiese ca
A(x1, X5, %3) # (14)14(951:952:9‘3) & A(A(x, X3, X3), X2, X3) # X1.
alaxy +1x, + axz +¢) + Ixy + axsz + ¢ # xy.
Notand ax, + Ix; + ¢ =y, din ultima inegalitate avem a(ax; +y) + y # x, . Considerand
y =0, obtinem a?x; #x; => a® #¢&. Deci, T— forma T — quasigrupului este Ts =
(@) ala,c) a?+e
3) Daca H = H,, =((14),(23)) = {& (14),(23),(14)(23)}, atunci din (23) € H, avem
A= (ZS)A, ce implica a, = a3, iardin (14) € H, obtinem A = (14)A, ce implica
A(A(x1,%2,Xx3),X5,%3) = X1 & (1% + azx; + azxs +¢) + ayx, + azx3 + ¢ = x4.
Notand a,x, + a;x; + ¢ = y, ultima egalitate are forma a;(a,x; +y) + y = x;. Considerand
x; = 0, obtinem a;y +y = 0 & a; = 1. Notand a, = «, operatia are forma:
A(xq, x5, x3) = Ixq + ax, + ax; + c. (2.47)
Deoarece (24) & H,,, reiese ca
A(xq1,%x5,%3) # (24)A(x1,x2,x3) & A(xq, A(xq1, X2, X3),X3) #+ Xy
Ixy + a(lx; + ax, + ax; +¢) + axs + ¢ # x,.
Notadnd ax; + ¢ = y si substituind in ultima inegalitate, avem Ix; + a(Ix; + ax, +y) +y #
x,. Considerand x; =y =0, obtinem a?x, #x, = a?+¢c. Deci, T— forma

T —quasigrupului este Ts = ((Q,+),l,a,a,c ), a? #&.0O
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Exemplul 2.3.3. T —Quasigrupul ternar (Z,, A), A(xy,x,,x3) = 2x, + 2x, + 6x5 + 2 CU are
exact sase parastrofi distincti. Intr-adevir, in acest caz avem:
a = 2 (mod?7), [ =6 (mod?7), a~!=4 (mod?7), 21 =5 (mod 7)
Determinand multimea parastrofilor (Anexa 5), obtinem:
A=UD4=09 = UYL = 95, 4 2x, + 635 + 2,

(U4 = WDy = 434 = 83Dy — Gy 4 T, + 215 + 2,

@D = (12394 — @43) 4 _ (2994 _ 5 4 Bx, + 25 + 2,

AN = WDy = U3V = A34D g — Zo 4 Gx, + dxs + 6,

EHg = 120 = @394 = OBy = By, +3x, +3x5 + 6,

(1320 = (423 = ADEDY = ADEDY = Iy, 4 G, + Bxy + 6.0

Teorema 2.3.4. T —quasigrupul ternar (Q,A) cu T —qrupul (Q,+) sicu H = {o| A=A} =
H,; = K,, are exact sase parastrofi distincti daca si numai daca exista a, 3 € Aut(Q,+) si un
element ¢ € Q, astfel incat T —forma sa este T, = ((Q,+),1aB, a,B,¢ ), unde ac = fc = Ic,
a’=p%=¢caf =Pfa, a+P,a+1,B *I.
Demonstratie. Fie (Q,A) un T —quasigrup ternar cu T —forma T = ((Q, +), @1, @3, a3, ¢) si fie
H = H,; =((12)(34),(13)(24)) = {&,(12)(34), (13)(24), (14)(23)},  unde H={o€
S, |°A = A}. Din faptul ca (12)(34) € K,, reiese ca A = ADGHY e este echivalenti cu
egalitatea A(xz, X1, A(xq, x5, x3)) = x3. Aplicand forma operatiei de quasigrup, avem:

a1 Xy + ayx; + ag(ayxy + ayx, + azx; +c¢c) + ¢ = xs. (2.48)
Substituind x; = x, = x3 =0 n (2.48), obtinem azc + c = 0. Considerandx; = x, = 0 n
(2.48) si apoi x; = x3 = 0, obtinem:

{ asz(azx3) = x3, o { ai =g,
a1x; + az(azx;) =0 a; = layas,

unde a, B € Aut(Q,+), f(ax) = (af)x. Notdnd a, = a si az = B, obtinem B? = ¢, fc = Ic,
a; = laB, prin urmare T —forma T —quasigrupului este T = ((Q, +),IaB, a, B, ¢).
Deoarece (13)(24) € K,, reiese cd A = 13DEV4 e implica egalitatea
A(xs, A(xq, X2, X3), X1) = X3
Utilizdnd T —forma quasigrupului, obtinem:
laBxs; + a(lafx, + ax, + Bx; +c) + Bx; + ¢ = x;,. (2.49)
Luand n (2.49) x; =x, =x3 =0, primim ac =Ic, iar luand x; =x, =0 si x; = x3 =

0, avem
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{I“ﬁx3 +a(Bx3) =0, PN {aﬁ = fa,

a’x, = x, a? =e.

Fiindca, (12),(13),(23) € K,, avem

(A= P4
’ lafx; + ax, + fx3 + ¢ # lafix, + ax; + fx3 +c,
A+ ¥y & {Iaﬁxl + ax, + fx3 + ¢ # lafx; + ax, + fx, +c,
yERCON lafx; + ax, + fx3 + ¢ # lafix; + axz + fx, + ¢

lafx; + fx3 # lafx; + Bxq,

lafx; + ax, # lafx, + axq,
@ {
ax, + fx3 # axz + Bx,.
Luénd in prima egalitate a sistemului x, = 0, avem lafx; # ax; < [B(axy) # ax; & L # 1,

iar substituind 1n a doua si a treaia egalitate x3; = 0, avem

lafx, # Bxq, B(lax,) # fxq, a#l,
{ aleqt [)’le < { alqt B Ve {a * [.

Deci, T —forma T — quasigrupului ternar cu H = K, este T, = ((Q, +),1aB,a,B,c ) unde
ac=Pfc=1Ic, a*=p*=¢c,af =Pa, a #P,a+1,B # 1.0
Exemplul 2.3.4. T —Quasigrupul ternar (Z,, A), A(x;, x5, Xx3) = x; + 3x, + 5x3 are exact sase
parastrofi distincti. Intr-adevir, in acest caz avem
a = 3 (mod 8), B =5 (mod 8), Iaf =1 (mod 8),
32 =1 (mod 8), 52 =1 (mod 8), a0 = B0 = 0 (mod 8).
Determinand multimea parastrofilor (Anexa 5), obtinem:

Q= D6, _ ()8, _ (19(23) 4 _ X1 + 3%, + 5x3,
12) 4 _ (34)A _ (1423)A _ (1324) p _ 3x, + X, + §x3,
(13)4 = @94 _ (1432) 4 _ (1234) y _ Sx, + 3%, + Xs,
@3y (14)A _ (1342)A _ (1243)A =X, + §x2 + §x3,
(123) p _ (1422) 4 _ (134)y4 _ (243) 4 _ 3%, + 5x, + X3,
(132)A _ (124)A _ (143)A _ (234)A _ gxl + %, + 3.
In plus, toti cei sase parastrofi distincti reprezinta parastrofii principali ai quasigrupului. O

Corolarul 2.3.6. Exista quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar q,(q,3) = 1 ce poseda

exact sase parastrofi distincti.
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2.4. Concluzii la Capitolul 2

Tn capitolul al doilea sunt prezentate rezultatele autoarei tezei, referitoare la T-
quasigrupurile binare si, respectiv ternare, cu un numar exact dat de parastrofi distincti.

Tn paragraful 2.1 sunt date descrieri complete ale T-quasigrupurilor binare, numarul exact
de parastrofi distincti ai cdrora este 1, 2 sau 3. Sunt construite exemple de astfel de quasigrupuri
si prezentate estimari ale spectrului lor. Se arata ca: a) exista TS-T-quasigrupuri binare de orice
ordin q = 1; b) exista T-quasigrupuri binare finite, care au exact doi parastrofi distincti, de orice
ordin primar q > 3; c) exista T-quasigrupuri binare finite, care au exact trei parastrofi distincti,
de orice ordin q > 2.

Paragraful 2.2 este dedicat unei clase noi de quasigrupuri - quasigrupuri binare cu toti cei
sase parastrofi distincti, numite DC —quasigrupuri. Sunt obtinute urmatoarele rezultate:

a) Se demonstreaza ca:

v' clasa DC —quasigrupurilor este inchisa in raport cu transformarea de parastrofie;

v’ orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorficd a unui DC — quasigrup este un
DC —quasigrup;

v dacd quasigrup binar (Q,A) posedd un DC — subquasigrup, atunci (Q,A) este un
DC —quasigrup;

b) Sunt caracterizate DC — T —quasigrupurile si se demonstreaza ca, pentru orice n =5, n #
6, exista DC — T —quasigrupuri de ordinul n.

In paragraful 2.3 sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup ternar si
posede exact k parastrofi distincti, unde k = 3,4 sau 6 (Propozitia 2.3.2, Teoremele 2.3.1-2.3.4).
Sunt construite exemple si sunt date estimari ale spectrului lor. In particular, se arata ca:

a) exista quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distincti, de orice ordin q > 3;

b) exista T —quasigrupuri ternare finite, ce au exact 4 parastrofi distincti, de orice ordin impar q >
3;

C) exista T-quasigrupuri ternare finite de ordin impar g, (q,3) = 1, ce poseda exact sase parastrofi

distincti.
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3. T —QUASIGRUPURI 4-ARE CU UN NUMAR MAXIMAL DAT DE
PARASTROFI DISTINCTI

Multimile de parastrofi distincti ai unui quasigrup 4 —ar sunt determinate de subgrupurile
grupului Ss. Acest quasigrup are 120 de parastrofi, dintre care unii pot coincide ca operatii. Deci,
Numarul posibil de parastrofi distincti ai unui quasigrup 4 —ar (Q,A) coincide cu indicele
subgrupului H = {o € S5|A = °A} in grupul Ss, deci este divizor al numarului 120. Pentru a
caracteriza operatiile 4-are de quasigrup cu un numar maximal dat de parastrofi distincti sunt
utilizate cele 156 de subgrupuri ale grupului simetric Ss. Analizdnd multimea subgrupurilor
grupului S5, constatam ca acest grup nu are subgrupuri de ordinul 15, 30 sau 40, deci nu exista

quasigrupuri 4 —are cu numarul maximal de parastrofi distincti egal cu 8, 4 sau 3.
3.1. T —quasigrupupuri 4 —are total simetrice

Pentru ca un quasigrup 4 —ar sa fie un 4 — TS —quasigrup (toti parastrofii acestui
quasigrup coincid) este necesar si suficient ca subgrupul H ce caracterizeaza setul de parastrofi

distincti ai acestui quasigrup sa coincida cu grupul Ss.

Propozitia 3.1.1. [60] Grupul S5 este generat de setul de transpozitii (1i), i = 2,5:
Ss = ((12), (13), (14), (15)). 3.1

Demonstratie. Pentru comoditate vom nota elementele indicate (2.1.2) prin  (1i), (1)), (1k),
(1s), unde oricare doua dintre elementele i,j, k,s sunt distincte. Pentru a arata ca elementele
respective genereaza grupul Ss, este suficient de ardtat ca produsul unor transpozitii de forma data
genereazd toate elementele ciclice de ordinul 2, 3, 4 si 5, celelalte elemente ale grupului fiind
produsul a doua cicluri disjuncte.

Fie elementele sunt (1i), i = 2,5. Atunci, € = (1i)%. Produsul a doud transpozitii
distincte reprezinta un element de ordinul 3 de (1i)(1j) = (1ij), iar (1ij)(1i) = (ij).
Elementele ciclice de ordinul 4 pot fi determinate astfel, (1ij)(1k) = (1ijk), iar (1ijk)(1i) =
(ijk). Pentru a obtine elementele de ordinul 5 este necesar de a inmulti un element de ordinul 4
si o transpozitie si anume (1lijk)(1s) = (lijks), iar (lijks)(1i) = (ijks). Astfel, cele 4

transpozitii reprezinta un set de generatori ai grupului S5. O

Propozitia 3.1.2. Fie (Q,A) un 4 —quasigrup. Daca quasigrupul (Q,A) satisface identitatile

A(xy, %3, X3, %4) = A(xz, X1, X3, X4), (3.2)
A(xy, %3, X3, %4) = A(X3, X3, X1, X4), (3.3)
A(xy, %3, X3, %4) = A(xy, X3, X3, X1), (3.4)
A(A(xq, x3, X3, X4), X3, X3, X4) = Xy, (3.5)
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atunci quasigrupul (Q,A) este un 4 — TS —quasigrup.

Demonstratie. Intr-adevar, fie ca 4 —quasigrupul (Q, A) satisface setul de identitati (3.2 - 3.5).
Atunci din (3.2), obtinem A(xy, Xy, %3, %) = “PA(xy, x5, x3,%,), prin urmare (12) € H. Din
(3.3), obtinem, A(xq, x3,x3,x4) = (13)A(x1,x2,x3,x4). Deci, (13) € H.

Analog, din (3.4) si (3.5) obtinem A(xy,xy %3, %) = Ay, 2y, %3, %) s
A(x1, x5, X3,X,) = (15)A(x1,x2,x3,x4), ceea ce implica ca (14) € H si (15) € H. Prin urmare,

H =((12),(13),(14),(15)), iar In baza Propozitiei 2.1.1, obtinem H =Ss. Astfel,
4 —quasigrupul (Q,A) este 4 — TS —quasigrup.o

Propozitia 3.1.3. Pentrucaun 4 — T —quasigrup (Q, 4) sd fieun 4 — TS — T —quasigrup, este

necesar §i suficient ca acesta sa posede T —forma ((Q, +),I,1,1,1, C), unde Ix = —x, Vx € Q.

Demonstratie. Necesitatea. Fie (Q, A) un 4 —T — quasigrup cu T — forma ((Q, +),
aq, Ay, A3, Ay, c) si fie ca acest quasigrup satisface identitatile (3.2-3.5). Atunci, din (3.2),
obtinem
A1X1 + Xy + d3X3 + ayXxy +C = Xy + QX1 + A3X3 + AyXxy + ¢ S
X1 + ayx, = ax, + ayxy.
Luand Tn ultima egalitate x; = 0, unde 0 este elementul neutru al grupului abelian (Q,+),
obtinem
ayX; = 1%, VX, € Q © a; = a,. (3.6)
Din (3.3), obtinem
A1X1 + Xy + A3x3 + AyXy + € = a1X3 + AXy + Az3xq + ayx4 + C,
a1x1 + axxy = ax3 + azxy.
Luénd in ultima egalitate x; = 0, obtinem
A3X3 = a1X3,VX3 € Q © a; = as. (3.7)
Din (3.4) obtinem
A1X1 + Xy + A3X3 + AgXy + € = A1X4 + AXy + A3X3 + g1 + C,
A1X1 + AgXq = A1X4 + OyX.
Luénd in ultima egalitate x; = 0, obtinem

Ay Xy = A1Xy, Vx4 € Q S A1 = Ay (38)

......

0(1=a2=a3=a4.
Notand a; = a, obtinem ca T —forma operatiei este ((Q, +),a,a aaq, c), iar operatia este
A(xq,x5,X3,X%4) = ax1 + ax, + axs + a x4 + C. (3.9)
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Din (3.5) si (3.9), obtinem:
alax, +ax, +axs+ax,+c)+ax, +axs+ax,+c=x

a’x; + a’x, + a’x; + alx, + ac + ax, + ax; + ax, + ¢ = x4. (3.10)

Luand in (3.10) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem ac + ¢ = 0. Substituind ultima egalitate n
(3.10), obtinem

a’x; + a’x, + a’x; + a’x, + ax, + ax; + ax, = xy. (3.11)

Considerind in (3.11) x; = x, = x3 = 0, obtinem
a’x, +ax, =0 a’x, = alx,, Vx, € Q.
Din ultima relatie avem, a, = al & a = I. Subtituind in (3.9) obtinem
A(xq, x5, %3,x4) = Ixq + Ixy + x5 + Ix4 + C.
Suficienta. Fie ci 4 —T — quasigrupul (Q,A) are T —forma ((Q,+),I,1,1,1,¢). Atunci,

deoarece (Q,+) este grup abelian, obtinem:

A(xy, x1,%3,%4) = Ixy + Ix3+1Ix3 + x4 +C = Ixy +1x; + x5+ Ix4 + ¢ = A(Xq1, X2, X3, X4),
A(x3, X9, %1, X4) =Ixg + Ixy +1x; + Ixy +c = 1Ixy +Ixy + Ix3+ Ix, + ¢ = A(Xq, X2, X3, X4),
A(xy, X9, %3,%1) =Ix4 + Ixy + Ix3 +Ix; +C = Ixy + x5 + x5+ Ix, + ¢ = A(Xq, X3, X3, X4),

A(A(x1, X2, X3,X4), X9, X3,X4) = I(Ixy + Ix5 + x5 + Ix4 + ) + Ix; + Ix3 + x4 + c.

Deoarece I? = &, ultima egalitate ia forma:
X1 +x2+X3+X4+IC+IX2+IX3+IX4+C=X1.
Deoarece toate relatiile prezentate Tn Propozitia 2.1.2 sunt satisficute, reiese ca 4 —

T —quasigrupul (Q,A) cu T —forma ((Q,+),1,1,1,1,c) este 4 — TS — T —quasigrup. o
Corolarul 3.1.1. Exista 4 — TS — T —quasigrupuri de orice ordin ¢ € N,q > 2.

Intr-adevar, considerim 4 — T — quasigrupul (Z,, A), unde A(x;, X, X3,X4) =10 — 1x; +

n— 1x, + n — 1x3 + n — 1x,. Conform Propozitiei 2.1.3, 4 — T —quasigrupul (Z,, A), este un
4 — TS — T —quasigrup. Existenta acestuia pentru orice n € N,n > 2, este asigurata de faptul ca
n—1,n) =10

3.2. Inexistenta 4 — T —quasigrupurilor cu exact doi sau exact sase parastrofi distincti

Grupul Sg are un singur subgrup de ordinul 60 si acesta este grupul altern As. Cei doi
parastrofi distincti ai unui quasigrup 4 —ar (Q,A4) cu {o € S5 | °’A = A} = A, sunt dati de seturi

de reprezentanti ai claselor de resturi {As, AsT |T € S5 \ As}.

Propozitia 3.2.1. Nu exista 4 — T —quasigrupuri cu exact doi parastrofi distincti.
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Demonstratie. Fie (Q,A) un 4 — T —quasigrup cu T —forma ((Q, +), ay, a,, as, a4, ¢), atunci
operatia A(xq, X3, x3,X,) este datd de
A(xy, X2, X3,X4) = A1X1 + Xy + A3X3 + AuX, + C. (3.12)

Deoarece (12)(34) € As, rezulta ca

12)(34
(12)( )A(xl'xz;x3;x4) = A(xq, X5, x3,%4) © A(Xy, X1, X4, X3) = A(X1, X2, X3,X4),

aq1X, + arXq + a3Xy + AyX3 +c= aq1X1 + arXo + a3X3 + AypXy + c,
A Xy + ApX; + A3Xy + AyXy = A X1 + AxXy + A3Xg + AyXy . (3.13)
Luand in (3.13) x; = x, = x3 = 0, unde 0 este zeroul grupului (Q,+), obtinem azx, = a,x,,

pentru Vx, € Q. Deci,

a3 = a4. (314‘)
Analog, pentru x; = x3 = x4, = 0, din (3.13) obtinem a;x, = a,x,, Vx, € Q. Prin urmare,
(ll = az. (315)

Substituind (3.14) si (3.15) In (3.12), obtinem
A(xq, X9, X3,X4) = Q1X1 + A1X5 + A3X3 + A3x, + C. (3.16)
Tnsa, (12) # As & A(xy, Xy, X3,X,) # (12)A(x1,x2,x3,x4), ceea ce este echivalenta cu
A(xy, X5, X3, %) # A(Xy, X1, X3, %,). Inbaza a (3.16), ultima inegalitate are forma:
a1xX1 + a1x; + azxz + azx, + ¢ # ayx; + ax; + azxz + azxy +c,
a1X1 + A1xy F A1x, + x4, (3.17)
Deoarece grupul (Q,+) este abelian, inegalitatea (3.17) ia forma a;x; + ayx, # a;x; +

@,x,, ceea ce reprezintd o contradictie. Prin urmare (12) € H, ceea ce implica H # As. O

Quasigrupurile 4 —are cu exact sase parastrofi distincti sunt caracterizate de subgrupurile
de ordinul 20 ale grupului Ss. Acest grup are exact 6 astfel de subgrupuri si anume
H, = ((12345),(2453)),  H, = ((12435),(2453)),  H; = ((12453), (2435)),
H, = ((12543), (2534)), Hs = ((12534),(2543)),  Hg = ((13524), (3542)).

Elementele acestor subgrupuri sunt prezentate in Anexa 2.
Propozitia 3.2.2. Nu exista 4 — T —quasigrupuri cu exact sase parastrofi distincti.

Demonstratie.  Intr-adevar, fie H = H,. Deoarece (14)(23) € H,, atunci A(xy,x,, X3,%4) =
(D@3 4y, %, %3, x,), Ceea ce implica relatia A(xy, Xy X3, %4) = A(xy, X3, %2, %,). Utilizand
(3.12) in ultima egalitate, obtinem:

U1X1 + Xy + Q3X3 + AyXy + € = a1Xy + QX3 + 3%y + ayx; + C. (3.18)
Luand in (3.18) x; = x, = x3 =0, obtinem a,x, = a;x, © a; = ay, iar substituind x; =

x3 = x, = 0, aVem a,x, = a3X, < a, = az. In asamod (3.12) ia forma:
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A(xq, Xg, X3,X4) = XX + XXy + QX3 + A1 X4 + C. (3.19)
Tnsa, (14) € H,, atunci A(xq, X5, X3,X,) # (14)A(x1,x2,x3,x4), ceea ce implicd inegalitatea
A(xq1, X2, x3,x4) # A(Xy, X2, X3, x1). Din ultima inegalitate si relatia (3.19), obtinem
a1xX1 + Xy + AxX3 + A1X4 +C F A1 Xy + AxXy + ApX3 + X1 + C.
Deoarece grupul (Q,+) este abelian, ultima inegalitate reprezinta o contradictie. Prin urmare,
{0 €S| A= °A} + H,.
Fie H = H,. Deoarece (13)(24) € H,, reiese ci A(xy, Xy %3, %) = SO Ak, x5, %3, 1),
ceea ce este echivalentd cu  A(xqy, Xy, x3,x4) = A(X3, X4, X1, %x5). AplicAnd asupra ultimei
egalitati (3.12), obtinem:
A1X1 + Axxy + AzxX3 + Ayxy + € = @yx4 + Axx3 + A3x; + Ayxq + C. (3.20)
Considerand n (3.20) x; = x, = x3 = 0, obtinem a,x, = a;x, © a; = a,, ar substituind
X, = X3 = x4 =0, aVem ayx, = a3x, © a, = a3. Astfel, (3.12) ia forma
A(xq, X9, X3,X4) = A1Xq + AxXy + A3X3 + A1X4 + C. (3.21)
Tnsa, (14) ¢ H, , atunci  A(xy, x5, Xx3,%X4) # (14)A(x1,x2,x3,x4), ce este echivalentd cu
inegalitatea A(xq, x5, x3,x4) # A(xy, x5, x3,x1). Din ultima inegalitate si relatia (3.21) obtinem
a1X, + ayxy + Agxs + X4 + € F a1xy + Ayx, + ayx3 + ax1 +C.
Din contradictia de mai sus, avem {o € Ss| A = A} # H,.
Fie H = H,. Deoarece (12)(34) € H,, reiese ci A(xy, Xz %3, %4) = “PCYACx,, x0, %3, x4),
ceea ce este echivalenta cu A(xq, Xy, x3,%,) = A(xy, xq, X3,%,). Substituind (3.12) Tn ultima
egalitate, obtinem:
A1X1 + ApXy + A3X3 + AuXy + € = A1 X5 + AxX1 + A3X, + Aux3 + C. (3.22)
Considerand in (3.22) x; = x, = x3 = 0, obtinem a,x, = azx, © a; = a,. Pundnd x; =
X3 = x, =0, avem a;x, = a,x, © a; = a,. Astfel, (3.12) ia forma
A(x1,%5,X3,X,) = Q1% + A1 Xy + A3X3 + A3X4 + C. (3.23)
Tnsa, (12) & Hy, atunci  A(xy, X, X3,X,) # (12)A(x1,x2,x3,x4), ce este echivalentd cu
inegalitatea A(xq, x,, x3,x4) # A(x,, X1, X3, %x,). Din ultima inegalitate si relatia (3.23) obtinem
a1xXq + a1 xy + azxz + azxy + ¢ #F a1x, + axq + azxs + azx, + c.
Din contradictia de mai sus, obtinem {o € Sg| A = A} #+ Hs.
Fie H = H,. Deoarece (13)(24) € H,, reiese ca A(xq, x5, X3,X4) = (13)(24)A(x1,x2,x3,x4),
ceea ce este echivalenta cu
A(xq, x5, %3, x4) = A(X3, X4, X1, X3). (3.24)
Substituind (3.12) in (3.24), obtinem:
A1X + AXy + A3X3 + AuXy + € = X3 + AyXxy + A3X + Ay, + C.
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Considerand in ultima egalitate x; = x, = x3 = 0, obtinem a,x, = a,x, © a, = a,. Pentru
X, = X3 = x4 =0, avem a;x; = azx; © a; = az. Astfel, (3.12) ia forma
A(xy, X2, X3,X4) = A1 X1 + AXy + a1X5 + Ayx, + C. (3.25)

Tnsa, (13) ¢ H, , atunci  A(xy, xy, X3, X,) # (13)A(x1,x2,x3,x4), ce este echivalentd cu
inegalitatea A(xq, x5, x5, x4) # A(x3, x5, %1, x4). Din ultima inegalitate si relatia (3.25) obtinem

A1X1 + XXy + A1X3 + Ay + € F AyX3 + QX + ayxq + ayxy +c,
ceea ce este o contradictie. Astfel, {o € S| °A = A} # H,.
Fie H = H.. Deoarece (14)(23) € Hs, reiese ci A(xy, Xz %3, %4) = "V Ak, x5, %3, 1),
ceea ce este echivalentd cu A(xq, Xy, X3, %,) = A(xy, X3, X5, x1). Substituind (3.12) in ultima
egalitate, obtinem:

A1X1 + XXy + A3x3 + AuXy + € = QX4 + AxX3 + A3X, + ALX; + C.
Luand x; = x, =x3 =0, obtinem aux, =a;x, © @y =a,. Punand x; =x3 =x, =0,
avem a,x, = azx, © a, = as. Prinurmare, (3.12) ia forma

A(Xq, X9, X3,Xs) = A X1 + AxXy + QX3 + A1 X4 + C. (3.26)
Tnsa, (14) ¢ Heg , atunci  A(xq, Xy, X3,X4) # (14)A(x1,x2,x3,x4), ce este echivalentd cu
inegalitatea A(xy, X, X3, %) # A(X4, X3, X3,%1). Insa, (14)A(x1,x2,x3,x4) = A(x4, X9, X3, X1).
Aplicadnd in ultima egalitate relatia (3.26), obtinem: 194 (X1, X9, X3,X4) = A X4 + A3X5 +
a,x3 + a;x; + ¢. Deoarece grupul (Q,+) este abelian, ultima egalitate ia forma

(14)A(x1,x2,x3,x4) = a1X; + AyX, + Ayx3 + A1 x5 + ¢ = A(xq, X9, X3, X4)
ceea ce este o contradictie. Prin urmare, {o € S| °A = A} # Hs.
Fie H = H,. Deoarece (14)(23) € H,, reiese ci A(xy, %y %3, %) = P Ak, x5, x5, %,),
ceea ce este echivalenta cu (3.25) ce implica a1x; + ayxy + A3x3 + Auxy + ¢ = a x4 +
Ayxz + azxy; +aux; +c. Ludnd x; =x, =x3 =0, obtinem aux, = a;x, © a; = ay.
Punand x; = x3 =x, =0, avem a,x, = azx, © a, = az. Prin urmare, (3.12) ia forma
(3.26). Deoarece, (14) & He, atunci A(xq, x5, X3,Xx4) # (14)A(x1,x2,x3,x4), ce este
echivalentd cu inegalitatea A(xy, X, X3,%4) # A(X4, X2, X3,X;).  Ins, 194 (%1, %5, X3,X4) =
A(xy, x3,x3,x1). Aplicand Tn ultima egalitate relatia (3.26), obtinem: (14)A(x1,x2,x3,x4) =
a X, + ayx, + ayx3 + ayx, + ¢. Deoarece grupul (Q, +) este abelian, ultima egalitate ia forma
(14)A(x1,x2,x3,x4) =X + Ayxy + AxX3 + ayx3 + ¢ = A(xq, X3, X3, X4).

ceea ce este 0 contradictie. Prin urmare, {o € S5| A = A} # Hg. O
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3.3. T —quasigrupuri 4 —are cu exact 5 parastrofi distincti

Quasigrupurile 4 —are cu exact cinci parastrofi distincti sunt caracterizate de subgrupurile
de ordinul 24 ale grupului Ss. Grupul simetric Sg are 5 subgrupuri de ordinul 24, ce sunt izomorfe
cu grupul S,, si acestea sunt:

Hy =((1234),(12)), H, =((1235),(12)),  H; =((1245),(12)),
H, = ((1345), (13)), Hs = ((2345), (23)).

Elementele acestor subgrupuri sunt date Tn Anexa 2.

Propozitia 3.3.1. Un 4 — T —quasigrup are exact cinci parastrofi distincti daca si numai daca
exista a € Aut(Q,+) si un element ¢ € Q, astfel Incat T — forma sa este una dintre
urmatoarele: T, = ((Q, +),a,a,aa, C), T,=(Q,+),I,LI,a,c), T;= ((Q, +),1,1,a,l, C),
T,=(Q +),Lallc), Ts = ((Q +) alllc) unde a # I, Ix = —x.

Demonstratie. Fie (Q,A) un 4 — T —quasigrup cu T —forma ((Q,+), @y, @, a3, ay, c) si fie ci
(Q, A) are exact cinci parastrofi distincti. Atunci |H| = 24, unde H = {o € S5|A = °A}.

Fie cd H = H,. Deoarece (12) € H,, avem 24 - A, ceea ce este echivalentd cu
identitatea A(xq, x5, X3,x4) = A(x4, X3, X3, x,), de unde obtinem
alxz + ale = a1x1 + azxz, (327)

pentru Vx;,x, € Q. Luand in (3.27) x; = 0, obtinem «a; = a,. Din (13) € H;, avem a; =

......

Notand a; = a,i = 1,4, obtinem ca 4-T-quasigrupul (Q,+) are T-forma ((Q, +),a,a,a,a, c).

Deoarece (15) & H;, avem A(xq, X5, X3,X4 ) # (154 (x4, x5, x3,x4). Ultima inegalitate este
echivalenta cu A(A(xq, X5, X3,X4), X2, X3, X4) # X1. Aplicand (3.27), obtinem:
alax, + ax, + axs + ax, +c) + ax, + axs + ax, + ¢ # x4,
a’x; + a’x, + a’x; + a’x, + ac + ax, + axs + ax, + ¢ # x4.
Substituind in ultima inegalitate x; = x, = x3 = x, = 0, obtinem ac # Ic © a # 1.$ Astfel,
4 — T —quasigrupul are exact cinci parastrofi distincti daca T —forma T; = ((Q, +), a, a, a,
a, c), unde a # I.
Fie H = H,. Deoarece (12) € H,, obtinem a; = a,. Din (13) € H,, avem a; = as.
a, = a, = as. (3.28)
Insa (15) € H,, prin urmare, A(xq,X,,X3,X4) = (15)4 (x1,%5,%x3,%4), ce este echivalentd
cu A(A(xq, x3,x3,Xx4), X2, X3, X4) = x4. Utilizand (3.27) Tn ultima egalitate, obtinem:
Ay (a1 + axy + A3x3 + Xy +C) + axy + A3xg + Ay X4 + € = X
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Substituind in ultima egalitate (3.28), obtinem:
Ay (a1x; + x5 + Ayx3 + Auxy +¢) + x5 + Ay X3 + A4xy + ¢ = X4,
a?x; + a?x, + ax; + A%, + a0+ Xy + Ax3 + Agx, +c = x_1. (3.29)
Luand Tn (3.29) egalitate x; = x, = x3 = x, = 0, obtinem a,c = Ic. Inlocuind in (3.29), avem
aix; + aix, + aixg + a,a1%, + @y X; + A1X5 + Aux4 = Xy
Considerand X1=x,=x3=0 1n (3.29), obtinem aua:x,+ a,x, =0 aua,x, =
layx,, Vx, € Q. Din ultima relatie obtinem:
a,a, = lay. (3.30)
Deoarece la, = a,l, din (3.30) avem a; = I. Notand a, = «, obtinem forma operatiei:
A(xy, x9,x3,x4) = Ixy + Ixy + Ix3 + ax, + c. (3.31)
Deoarece (34) & H,, prin urmare, A(xy, Xy X3, %s) # CPA (xq, %y, X3, %,), ceea ce implica
A(x1, %5, %X3,X4) = A(Xq1, X2, X4,x3) . Decl, Ix; +1Ix, +1Ixg+ax,+c+ Ixg+1Ix,+1x, +
a x3 + c¢. Din ultima inegalitate, obtinem Ix; + ax, # Ix, + axs. Luadnd x3 = 0, din ultima
inegalitate obtinem « # I. Astfel, 4 — T —quasigrupul are T —forma ((Q,+),1,1,1,a,¢).
Fie H = H;. Deoarece (12) € H;, obtinem @, = a,. Din (14) € H;, avem «a; =
Ay = 0y = Ay, (3.32)
iar operatia A(xq, X, x3,x,) ia forma:
A(xq, Xp, X3,X4) = A1 X1 + @ X5 + A3X3 + XX, + C. (3.33)
(15) € H;, prin urmare, A(xy, x5, X3,X,) = (154 (x1,X5,Xx3,X4), CE€ este echivalentd cu
A(A(xq, x5, Xx3,X4),%X5,X3,X4) = X1. Aplicand asupra ultimei egalitati (2.3.7), obtinem
a(a1x1 + agxy + azxs + a1x, +¢) +Fagx, +azx; +ax, +c = x4
aZx; + a?x, + ajazx3; + aix, + a;c+ a1x; + azxs + ayx, + ¢ = x, (3.34)
Substituind in (3.34) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem a;c = Ic. Inlocuind in (3.34), obtinem
a?x; + aix, + ajazxs + aix, + ayx, + azx; + a;x, = x; (3.35)
Fie x; = x, = x, = 0. Din (3.35), avem a;a3x3 + a3x3 = 0 © a;a3x3 = azlxs © aa3 =
a3l © a; = 1. Notdnd a3 = «, obtinem forma operatiei (3.35) in (3.33), obtinem:
A(xq, X9, Xx3,%4) = Ix1 + Ixy + axs + Ix, + c. (3.36)
(34) ¢ H;, prin  urmare,  A(xy, X3, X3,X,) # 344 (X1, X, X3,%4) & A(Xq, X5, X3,X4) #
A(xq, x4, x4, x4). Aplicand Tn ultima inegalitate (3.36), obtinem
Ixg +1xy, +1Ix3+axy +c #+F Ixg +1x, +Ix4 + ax; +c.
Luand x; = x, = x3 = 0, din ultima inegalitate obtinem a # I. Astfel, 4 — T —quasigrupul are

exact cinci parastrofi distincti daca T —forma sa este ((Q,+),1,1,a,1,¢), unde a # I.
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Fie H=H,. Deoarece (13) € H,, obtinem a; = a3. Din (14) € H,, avem a; =
Ay = Q3 = Ay, (3.37)
iar operatia A(xq, X, x3,x,) ia forma:
A(x1, X2, X3, X4 ) = @1X1 + XXy + A3 + ayx4 + . (3.38)
(15) € H,, prin urmare, A(xy, x5, X3,X,) = (154 (x1,%5,%3,%4), Ce este echivalentdi cu
A(A(xq, X2, Xx3,X4), X2, X3, X4 ) = x1. Substituind in ultima egalitate relatia (3.38), obtinem
(a1 + azxy + x5 + ayx, +¢) + ayx, + ax3 + a1x4 + ¢ = x4, (3.39)
Substituind in (3.39) x; = x, = x3 = x, = 0, obtinem a;c¢ = Ic. Tnlocuind Tn (3.39), obtinem
a? x; + a1a,%, + aixg + a? x4 + ayx, + A1x3 + A1X4 = Xq. (3.40)
Fie x; = x3 = x4, = 0. Din (3.40), avem aq a,x; + a,x, = 0 © a1a,x, = aylx, © aa, =
a,l & a; = 1. Notdnd a, = «, obtinem forma operatiei (3.38) in forma:
A(xq,X9,X3,%4) = Ixq + ax, + Ix3 + Ix4 + C. (3.41)
(12) ¢ H,, prin urmare, A(xq,x3,X3,X4), # (12)4 (x1,%5,%x3,x, ) ce este echivalenta cu
A(xq, x5, Xx3,x4) # A(X, X1, X3, X,4). Utilizdnd Tn ultima inegalitate (3.41), obtinem:
Ixy +axy +Ixy +1Ix3+ ¢+ Ixy +axq +Ix3 +1x4 + c.
Luand x; = x3 = x, = 0, din ultima egalitate obtinem a # I. Astfel, 4 — T —quasigrupul are
exact cinci parastrofi distincti daca T —forma saeste ((Q,+),1,a,1,1,c), unde a # I.
Fie cd H = Hs. Deoarece (23) € Hs, obtinem a, = a;. Din (24) € Hs, avem a, =
Ay = A3 = Uy, (3.42)
iar operatia A(xq, X5, X3, %,) ia forma:
A(xq, X, X3,X4) = XX + QX5 + Ay X3 + Ayxy, + C. (3.43)
(25) € Hs, prin urmare, A(xq, x5, X3,X,) = (25) 4 (x4, x5, x3,X,4), ceea ce este echivalentd cu
A(xq, A(xq, x5, X3,%4), X3, X4 ) = X,. Aplicand Tn ultima egalitate (3.43), obtinem:
a1x1 + ax(a1x + azx; + ayx3 + axy +¢) + ax3 + axxy + ¢ = x,
A1X1 + WX + a5xy + a2x5 + A2x, + AC + Apxz + Ayx, +c=x, (3.44)
Substituind in ultima egalitate x; = x, = x3 = x, = 0, obtinem a,c = Ic. Inlocuind in (3.44),
obtinem
A1x1 + A x, + aZx, + adxs + adx, + ayx; + ayx, = x, (3.45)
Fie x, = x3 = x, = 0. Din (3.45), avem a x; + a,1x; = 0 © a,a1x1 = a1lx; © a0 =
a,l =la; © a, = 1.Notdnd @, = @, obtinem forma operatiei (3.43) in forma:

A(xq, X9, X3,%4) = axq + Ixy + Ix3 + Ix, + C. (3.46)
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(12) ¢ Hs, prin  urmare, A(xq, X5, X3,X4) # (12)4 (X1, X5, %3, %4 ) < A(X1, X0, X3,X4) #
A(x,, x4, x3,x,). Din ultima inegalitate, avem:
axq +1Ixy +1x3 +1x4 +c # ax, +Ixqy + Ix3 + Ix4 + C.
Luand x; = x3 = x4 = 0, din ultima egalitate obtinem a # I. Astfel, 4 — T —quasigrupul are

exact cinci parastrofi distincti daca T —forma saeste ((Q,+),a,I,1,1,c),unde a # I. O

Corolarul 3.3.1. Daca 4 — T —quasigrupul are T —forma T, = ((Q,+),a, @, a,a,c), unde

a # I, atunci un set maximal de parastrofi distincti este A, (15)4, @34 B34 494,

Intr-adevar, daci 4 — T —quasigrupul are T —forma datd, atunci multimea parastrofilor ce
coincide coincide cu H; = ((1234), (12)). Toate elementele acestui subgroup sunt prezentate in
Anexa 2. Mai mult ca atat, subgrupul H; = S,. Insa,

S =5, U (15)S, U (25)S, U (35)S, U (45)S,.
Prin urmare, parastrofii distincti ai quasigrupului sunt A4, (15)A, (ZS)A, (35)A, 54, Tn plus,
utilizand forma parastrofilor T —quasigrupului 4 —ar prezentatd in Anexa 5, obtinem:

A(x}) = ax; + ax, + ax; + ax, +c,

UDA(x4) = @Yy + Ixy + [x5 + Ix, + [~ Lc,

@A) = Iy + aLay + [x5 + Ixy + I~ Lc,

CODAE) = Iy + Ixy + @ Lz + Ix, + [~ L,

(45)A(Xf) = le + IxZ + IX3 + a_1X4, + Ia_lc.

Dacd a =1, atunci a™' =1 si Ia~'c = ¢, iar toti cei cinci parastrofi coincid. Astfel, pentru

a # [ toti cei cinci parastrofi sunt distincti. O

Corolarul 3.3.2. Exista 4 — T —quasigrupuri de ordinul q, cu exact 5 parastrofi distincti, pentru

orice q = 3.

Demonstratie. Consideram 4 — T — quasigrupul (Q,A) cu T — forma ((Z,,+),1,1,1,1,0).
Atunci, multimea parastrofilor distincti este:
A(x1, %9, X3,X%4) = X1 + X + X3 + Xy,

(15) _
A(xy, X3, X3,X4) = X1 — Xy — X3 — Xy,

25
( )A(xlfo'x?wxé}) = —=X1 Xy — X3 — Xy,
35
( )A(.xl,xz, X3, .X4,) = —x1 - x2 + x3 - x4,
45
( )A(xl,xz,x3,x4) = —X1 — Xz — X3 + X4.

Deoarece 1 = —1 (mod n) doar pentru n = 2, rezulta ca pentru Vn = 3, cei cinci parastrofi

sunt distincti. O
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Exemplul 3.3.1. 4 — T —quasigrupul (Zs, A), A(x{) = 2x; + 2x, + 2x3 + 2x, + 3, are exact
cinci parastrofi distincti. Deoarece a; = a, = a3 = a, = 2, In baza Corolarului 3.3.1 4 —
T —quasigrupul are exact cinci parastrofi distincti, iar relatiile de determinare a acestor parastrofi
sunt prezentante iIn demonstratia corolarului respectiv.
a = 2 (mod 5), a~! =3 (mod5), I =4 (mod 5),
¢ = 3 (mod 5), la~'c =1 (mod 5).
A(x}) = 2%, + 2x, + 2x3 + 2x4 + 3,

U A(x#) = 3, + dxy + dxs + dx, + 1,

@ A(x4) = Fx; + 3x + Bz + Fxy + 1,

G A(x#) = Z, + Fx, + 3x5 + dx, + 1,

W) A(x}) = A, + Bx, + B2 + 3x, + 1.0

3.4. T —Quasigrupuri 4 —are cu exact zece parastrofi distincti

Fie (Q,A) un quasigrup 4 —ar si H = {0 € S5| A = A}, astfel incat |H| = 12,H <
Ss. Grupul Sg are 15 astfel de subgrupuri, dintre care 5 sunt izomorfe grupului altern A,, iar 10

subgrupuri sunt izomorfe cu S, x S5. Elementele acestor subgrupuri sunt prezentate in Anexa 2.

Propozitia 3.4.1. Nu exista 4 — T —quasigrupuri (Q,A) cu 10 parastrofi distincti, unde H =
(0 €S| “A=A) = A,

Demonstratie. Subgrupurile lui Sg, izomorfe cu A,, sunt:
Hy =((12)(34),(123)),  H, =((12)(35),(123)),  H3 =((12)(45),(124)),
H, = ((13)(45), (134)), Hs = ((23)(45), (234)).
Aritim ci H; # {0 € S5| A = A}, pentru Vi = 1,5. Deoarece (12)(34) € H;, obtinem:
(12)(34)A(x1,x2,x3,x4) = A(xy, X3, X3, %4) & A(Xz, X1, X4, X3) = A(x1, X2, X3, X4).
Din ultima egalitate si (3.12), avem:
A1Xy + ApXq + A3Xy + AyX3 + € = X1 + QX + A3X3 + AyXxy +C
Luand n ultima egalitate x; = x, = x5 = 0, obtinem a3x, = a,x, <& a; = a,. Substituind
apoi x; = x3 =x, =0, avem a;x, = a,X, & a; = a,. Astfel (3.12) ia forma:
A(xq, X5, X3,X4) = XX + XX + A3X3 + azx, + C. (3.47)
Insa, (12) ¢ H,, prin urmare, (12)A(x1,x2,x3,x4) # A(xq,X5,%3,X,), ceea ce este echivalenta
cu identitatea A(x,, xq, X3, x4) = A(xq, X2, X3, x4). AplicAnd Tn ultima egalitate (3.47), obtinem:
a1Xy + a1xy + azxz + azx, + ¢ = axq + a1xy + azxs + azx, + ¢,

ceea ce este o contradictie.
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Fie H = H,. Deoarece (123) € H,, reiese ca (123)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq, X9, X3,X4),
ceea ce este echivalenta cu identitatea A(xs3, x4, X2, X4) = A(xq, X5, X3, x4). Substituind Tn ultima
egalitate relatia (3.12), obtinem:

A X3+ QX F a3Xy + Xy +C =0 + Ay X F a3 X3+ ay x4 +C,
A1X3 + A% + a3x, = a1x1 + ay X, + az x3. (3.48)
Considerandin (3.48) x; = x, = 0, avem a;x3 = a3x3, Vx3 € Q, ceeace implicd a; = a3, iar
pentru x, = x3 = 0 in relatia (3.48), obtinem a,x; = a; x; © a, = a;. Din tranzitivitatea
relatiei de egalitate, avem: a; = a, = a3, ceea ce implica
A(xq, x5, Xx3,X4) = 1% + A1, + a1X3 + ayx, + C. (3.49)
Din conditia ca (12) € H,, obtinem A(xq, Xy, X3,%X4) # (12)A(x1,x2,x3,x4), ceea ce este
echivalenta cu inegalitatea A(xq, Xy, X3,%,) # A(Xxy, X1, %3,%4) . Aplicdnd (3.49) in ultima
inegalitate, avem:
A1 X1 + A xy + X3+ auxy + ¢ F axy + ax + agxs + agx, +c.
Reiesind din faptul ca (Q, +) este grup abelian, ultima inegalitate este o contradictie.

Fie H = H;. Deoarece (124) € H;, de unde (124)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq, X9, X3,X4),
ceea ce implica identitatea A(xy, xq, X3, X3) = A(xq, x5, X3, x4). Aplicand asupra ultimei egalitati
(3.12), obtinem:

A1 Xg + QX1 + A3X3 + AuXy +C = X + 0y X + a3 X3+ Ay x4 +C,
A1X4 + A2X1 + XXy = a1X1 + Ay X5 + a3 X3. (3.50)
Luand Tn (3.50) x; =x, =0, avem a;x, = aux4, Vx4 € Q, ceea ce implica a; = @y, iar
pentru x, = x, = 0 in relatia (3.50), obtinem a,x; = a; x; & a, = @;. Din tranzitivitatea
relatiei de egalitate, avem: @; = a, = a4 Prin urmare,
A(Xq1,X5,X3,X4) = A1X1 + A1 X, + A3X3 + A1 X, + C. (3.51)
Din conditia ca (12) € H3, obtinem A(xy, X, X3,X4) # (12)A(x1,x2,x3,x4), ceea ce este
echivalenta cu inegalitatea A(xy, x5, X3, X4) # A(Xx5, X1, X3,%x4). Din (3.51) si ultima inegalitate,
avem:
a1X1 + a1xy + az3xz3 + x4 + ¢ F a1x; + a1x1 + azx3z + a1x4 + ¢,
ceea ce este 0 contradictie, deoarece grupul (Q,+) abelian. Prin urmare, {a € Sg | °A = A} #
Hs.

Fie H = H,. Deoarece (134) € H,, reiese ca (134)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq, X, X3,X4),
ce implica identitatea A(xy, X3, x1,x3) = A(xq, X2, X3, x,). Substituind Tn ultima egalitate relatia
(3.12), obtinem:

X4 + XXy +A3X) +FAuX3+C = a1xX1 +ay Xy +a3x3 + a4 x4 +¢,
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A1X4 + A3X1 + QX3 = QX1 + a3 X3 + a4 Xy. (3.52)
Luand in (3.52) x; =x3 =0, avem a;x, = auXx,, Vx, € Q, ceea ce implici a; = ay,, iar
punand x; = x, = 0 In(3.52), obtinem a,x; = a3 x3 & a, = az. Din tranzitivitatea relatiei de
egalitate, avem: a; = a3 = a,, ceea ce implica
A(xy, X9, X3,X4) = Q1Xq + AXy + a1X5 + @14 + C. (3.53)
Din conditia ca (13) € H,, obtinem A(xq, X3, X3,X,) # (14)A(x1,x2,x3,x4), ceea ce implica
inegalitatea A(xq, x5, X3, x4) # A(xy4, X2, X3, x1). Aplicand (3.53) in ultima inegalitate, avem:
A 1X1 + Xy + A1X3 + AX4 + € F QX4 + XXy + AyX3 + @1x1 + C.
Reiesind din faptul ca (Q, +) este grup abelian, ultima inegalitate este o contradictie.
Fie H =Hs. (234) € Hg, prin urmare, (234)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq, x4, %x3,x,), de
unde avem A(xq, X4, X5, x3) = A(xq, x5, X3, Xx,). Substituind in ultima egalitate relatia (3.12),
obtinem:
QX1+ ApXy + A3Xy + QX3 +C = a1X1 + Ay Xo + A3 X3 + Ay X4 +C,
ApXy + A3Xy + AyX3 = AxXy + A3 X3 + Ay Xy. (3.54)
Luand Tn (3.54) x, =x3 =0, avem a,x, = aux, & a, = a,, iar pentru x, =x, =0 1n
relatia (3.54), obtinem a,x; = a3 X3 © a4 = a3. Din tranzitivitatea relatiei de egalitate, avem:
a, = a3z = a,, ceea ce implica
A(xq, Xg,X3,X4) = A X1 + XXy + AyX3 + XX, + C. (3.55)
(23) ¢ H;  prin urmare, A(Xq, X9, X3,X4) # (23)A(x1,x2,x3,x4) S A(xq, x5, X3,X4) #+
A(xq, X3, %3, x4). Din in ultima inegalitate si (3.55), avem:
a1xX1 + arx; + ayxz + ayx, + ¢ F ayxy + arx3 + axx; +azx, + ¢,
ceea ce este 0 contradictie. O
Propozitia 3.4.2. Fie (Q, A) un 4 —T —quasigrup cu T —grupul (Q, +) si fie H € {H;,i =
6,15}, unde H={0 € Ss| A=A} =S, X S3. Atunci existd a € Aut(Q,+) si un element
ceQ,unde a=#1I,Ix=—x,Vx € Q, 0 este elementul neutru al grupului (Q,+), astfel incat
(O, A) are una dintre urmatoarele T —forme:
T,=00Q,+),aaalc), T, =(Q,+),aal,arc),
T; = ((Q,+),a,1, a,a, C), T, =((Q,+)1,aaac),
Ts = ((Q,+),,1,a,a,c0), Te = ((Q,+),1,a,1,a,c),
T; =@ +),Laalc), Tg=Q+)allac),
To = ((Q,+),a1,alc), Tio=((Q,+),a,a,1,1,0).
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Demonstratie. Fie H = Hg = ((123), (12), (45)). Din (123) € Hg, rezulta ca
(123)A(x1;x2;x3,x4) = A(xq, X3, X3, x4) & A(x3, X1, X2, X4) = A(Xy, X2, X3, X4).

Aplicand relatia (3.12), din ultima egalitate obtinem:
A X3 + ApXq + a3Xxy + Auxy + € = a3 + Xy + azxg + ayux, +C.
a1X3 + QX1 + azxy, = X1 + Ayx, + azx3 (3.56)
Luand Tn (3.56) x; = x, =0, avem a;x3 = a3x3,Vx3 € Q, ceea ce implica a; = a3, iar
substituind x; = x3 = 0, obtinem a3 = a,. Notand a; = a, = a3 = «, din (3.12), avem:
A(xq, x5, Xx3,x4) = axq + axy, + axz + ayx, + ¢ (3.57)
Din (45) € H, reiese ca (45)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq,%,,%x3,X,) ce este echivalentd cu
A(xy, %3, %3, A(%1, X3, X3, %4) ) = X4. Din ultima egalitate si (3.57), obtinem:
ax, + ax, + axs + az(axy + ax, + axs + aux, +¢) + ¢ = xy. (3.58)
Considerand in (3.58) x; = x, = x3 = x, = 0, obtinem a,c + ¢ = 0. Substituind in (3.58),
aceasta ia forma:
ax, + axy + axg + az(ax; + ax, + axs + azx,) = xy (3.59)
Pundnd in (3.59) x; =x, = x, =0, primim ax; + a,(ax;) = 0 & a,(ax;) = [(axz). De
unde obtinem a, = I, iar (3.57) ia forma:
A(xq,x5,%3,%4) = ax1 + ax, +axs + Ix, +c (3.60)
(14) ¢ Hg, ceea ce implica ca (14)A(x1,x2,x3,x4) # A(xq, x4, x3,x4). Ultima inegalitate este
echivalenta cu  A(xy, x,, X3, x1) # A(xq, X5, X3, x4). Din aceasta inegalitate si (3.60), obtinem:
ax, +ax, +ax; +Ixg + ¢+ axy +ax, +ax; +Ix, + ¢ (3.61)
Luand in (3.61) x; =x, =x3 =0, avem ax, # Ix,,Vx, € Q. Prin urmare, a #1, iar
T —forma acestui 4 — T —quasigrup este T, = ((Q,+), @, a, a, 1, ¢).
Fie H = H, = ((124),(12),(35)). Din (124) € H,, reiese ca

124
( )A(x1,lex3lx4) = A(X1,X2,X3;x4) & A(xy, X1.X3.X2) = A(X1;X2;X3»x4)-

Tn baza (3.12) si ultima egalitate, avem:
A Xy + ApXy + a3X3 + AuXy + € = X + Ay + A3x3 + ayxy + C.
A1X4 + ApXq + ApXy = A1X1 + XXy + AuXy (3.62)

Luand in (3.62) x; = x, = 0, obtinem a;x, = a4x4, VX, € Q & a; = ay, iar substituind
x; = x4 = 0, obtinem a, = a,. Notand a; = a, = a, = «, din (3.12), avem:

A(xq1,X5,X3,X4) = aXq + AXy + A3X3 + Xy + C (3.63)
Din (35) € H, = (35)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq, x5, x3,X,). Aceastd egalitate este echivalentd cu
A(xq, x5, A(xq, X3, X3, X4), X4) = x3. Din ultima egalitate si (3.63), obtinem:
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ax; + ax, + az(ax; + ax, + azx; + axy, +c¢) + ax, + ¢ = x3. (3.64)
Considerand in (3.64) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem asc + ¢ = 0. Substituind in (3.64),
aceasta ia forma:
ax; + ax, + az(ax; + ax, + azx; + ax,) = x3 (3.65)
Pundnd Tn (365 x; =x3=x,=0 obtinem ax, +az(ax,) =0 az(ax,) =
I(ax,). Deoarece a; € Aut(Q,+), reise cad az = I, iar (3.63) ia forma:
A(xq, X2, %3,X%4) = axy + ax, + x5+ ax, + ¢ (3.66)
(13) & H,, ceea ce implici cd P A(xy, xp, %3, x4) £ A(xq, %, X3, %,). Ultima inegalitate este
echivalenta cu  A(xs, x5, X1, x4) # A(xq, X5, X3, x4). Din aceasta inegalitate si (3.66), obtinem:
axs +ax, +Ixy +ax, +c¢c # axy +ax, +Ix3 +ax, +c¢ (3.67)
Ludnd in (3.67) x;=x, =x,=0, avem ax; # Ix3,Vx3 € Q. Prin urmare, a # I, iar
T —forma acestui 4 — T —quasigrup este T, = ((Q, +),a,a,l,«, c).
Fie H = Hg = ((134), (13), (25)).Deoarece (134) € H,, obtinem
(1394 (%1, X2, X3, x4) = A(x1, X2, X3, X4).
Din definitia parastrofului respectiv, avem A(xy, x5, X1, x3) = A(x1, X2, X3, %4). Aplicand (3.12)
n ultima egalitate, avem:
QX4 + AyXy + A3X; + AuXg + € = QX + Xy + A3Xg + Ayx, + C.
A1X4 + 03X + AyX3 = QX1 + A3X3 + AXy (3.68)
Luand in (3.68) x; = x3 = 0, obtinem ayx, = a,x,, Vx4 € Q & a; = a,. Inlocuind in (3.68)
x; = x4 = 0, obtinem a, = a3. Notand a; = a3 = a, = «, din (3.12), avem:
A(xq, X, X3,X4) = AX1 + QX5 + AX3 + AXy + C (3.69)
(25) E Hg = (ZS)A(xpxz,xs'sz) = A(xy, x5, X3, %4) & A(xy, A(x1, X2, X3, X4), X3, X4) = X3
Din ultima egalitate si (3.69), obtinem:
ax, + ay(ax; + azx, + axs + ax, +¢) + axs + ax, + ¢ = x,. (3.70)
Considerand in (3.70) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem a,c + ¢ = 0. Substituind in (3.70),
avem:
ax, + ay(axy + ayx, + axs + ax,) + axs + ax, = x, (3.71)
Punand in (3.71) x; =x, =x, =0, primim  a,(ax;) +ax; =0 < a, =1, iar (3.69) ia
forma:
A(xq,X,X3,%4) = axq + Ix5 + axs + ax, + ¢ (3.72)
(12) ¢ Hy & (12)A(x1,x2,x3,x4) # A(xq1,%9,%x3,%,). Din aceastd inegalitate, obtinem
A(xy, X1, x3,x4) # A(Xq, X2, X3, X,). Din ultima inegalitate si (3.72), avem:

ax, +1xqy +axz +ax, +c #F axq +1x, + axz +ax, + ¢ (3.73)
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Luand in (3.73) xy =x3 =x,=0, avem ax, # Ix,,Vx, € Q. Prin urmare, a # 1, iar
T —forma acestui 4 — T —quasigrup este Tz = ((Q,+), &, I, &, a, ¢).
Fie H = Hy = ((234),(23), (15)). Deoarece (234) € Hg, avem

234
( )A(xl,xz,x3,x4) = A(xq, X2, Xx3,%4) & A(xq, X3, X4, %) = A(Xq, X3, X3, X4).

Utilizand in ultima egalitate (3.12), avem:
a1xX1 + ayX3 + A3Xy + QX + € = A1X1 + Ayx; + azx3 + aux, + C.
ApX3 + A3Xy + AuXy = AXy + A3X3 + AyXy (3.74)
Considerand in (3.74) x, = x3 = 0, obtinem azx, = @4x,, Vx4 € Q & a3 = a,, 1nlocuind
X, = x4 = 0, obtinem a, = a;. Notand a, = a; = a, = «a, din (3.12), avem:
A(xq,x0,X3,X%4) = A1x1 + axy +axg +ax, + ¢ (3.75)
(15) € Hy = (15)A(x1,x2,x3,x4) = A(X1, X3, X3, X4) & A(A(Xq, X2, X3, X4), X2, X3, X4) = X1.
Din ultima egalitate si (3.75), obtinem:
a(a1xy + axy +axg +ax, +¢) + ax, + axs + ax, + ¢ = x4. (3.76)
Punand in (3.75) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem a;c + ¢ = 0. Substituind in (3.76), avem:
a (a1x; + axy, + axs +axy) + ax, + axs + ax, = x; (3.77)
Luand in (3.77) x; =x, = x4, =0, primim a;(ax3) +ax; =0 a; =1, iar (3.77) are
forma:
A(xq, x5, %3,%4) = Ix1 + axy, + ax; + ax, + ¢ (3.78)
(12) ¢ Hy & (12)A(x1,x2,x3,x4) # A(xq,x3,x3,x4). Din aceastd inegalitate, obtinem
A(xy,xq,x3,x4) # A(Xq1, X2, X3, X4). Din ultima inegalitate si (3.78), avem:
Ix, + axqy + axz +axy, +c # Ix; +ax, + axz +ax, + ¢ (3.79)
Luand in (3.79) x; =x3 =x, =0, avem Ix, # ax,,Vx, € Q. Prin urmare, a #1, iar
T —forma acestui 4 — T —quasigrup este T, = ((Q,+),1,a, a, a,c).
Fie H = H;o = ((125), (12), (34)). Deoarece (12) € H,,, obtinem
(12)14(951’ X, X3, X4) = A(Xy, X3, X3, X4) & A(Xz, X1, X3, %4) = A(x1, X3, %3,%4)  (3.80)
Substituind relatia (3.12) in (3.79), avem:
A1Xy + Apxq + Azxz + ayxy + ¢ = X + arx; + azx3 + agx, + C.
A1Xy + ArX] = A1X1 + AzXy (3.81)
Luand in (3.81) x, = 0, obtinem a,x; = @;x1,Vx; € Q © @, = a;. Analog, din conditia ca
(34) € H,,, obtinem a3 = a,. Astfel, relatia (3.12) ia forma:
A(xq, Xp,X3,Xs) = A1 X1 + A1 X5 + A3X3 + A3X4 +C (3.82)
Din conditia (125) € Hyy, avem A(A(xq, X5, X3,X4), X1, X3,X4) = X5. Utilizdnd in ultima

egalitate relatia (3.82), obtinem:
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a(ayxq + a1, + ag x3 + agx, +¢) + axy + azxz + azx, + ¢ = x, (3.83)
Considerand in (3.83) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem a;c + ¢ = 0. Substituind in (3.83),
avem

a(ayx; + a1x, + ag X3 + a3x,) + a0 + A3x3 + A3x4 = Xy (3.84)
Din (3.84), pentru x; = x, = x, = 0, avem
ai(azxz) + azxz = 0 & ay(aszx3) = [(azxs).
Prin urmare, a; = I. Notand a3 = «, relatia (3.82) ia forma:
A(xy, X2, %3,x4) = Ix; + Ix, + ax3 + ax, + ¢ (3.85)
(35) ¢ Hy, & (SS)A(xl,xz,x3,x4) # A(xq1,%5,x3,%,). Din aceastd inegalitate, obtinem
A(xq, x5, A(X1, X9, X3,X4),X4) # Xx3. Din ultima inegalitate si (3.85), avem:
Iy + Ixy + a(lxy + Ix, + axs + ax, +¢) + ax, + ¢ # x5 (3.86)
Luand in (3.86) x; = x, = x3 = 0, avem a?x, + ax, # 0 & a(ax,) # I(ax,). Prin urmare,
a # I, iar T —forma acestui 4 — T —quasigrup este Ts = ((Q,+),1,1,a, a,c).
Fie H = H;; = {((135),(13),(24)). Deoarece (13) € H;4, obtinem
(13)A(x1, X2, X3,%4) = A(Xy, X3, X3, X4) & A3, X2, %1, X4) = A1, X2, X3, X4) (3.87)
Substituind in (3.87) relatia (3.12), avem:
QX3+ ApXy + a3X; + AuXy + € = X + Xy + A3xs + ayx, +C.
ai1X3 + az3x; = a1xq + azxs (3.88)
Ludnd x; =017n (3.88), obtinem azx; = a;x1,Vx; € Q & a3 = a;. Analog, din conditia
(24) € Hy,, obtinem a, = a,. In asa mod, relatia (3.12), ia forma:
A(xq, X5, X3,X4) = A1X1 + AXy + AyX3 + AyXx4 + C (3.89)
Din conditia (135) € Hy;, avem A(A(xq, xy, X3, X4), X2, X1, X4) = x3. Utilizdnd n ultima
egalitate relatia (3.89), avem:

(a1 + axy + @y X3 + axy +¢) + ax, + A3x; + ayx, +C = x5 (3.90)
Considerand in (3.90) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem a;c + ¢ = 0. Substituind in (3.90),
avem

(a1 + azxy + @ X3+ axy) + AxXy + Azxy + Ayx, = X3 (3.91)
Din (3.91), pentru x; = x3 =x, =0, avem a;(ayx;) + ayx; = 0 & a;(ayxy) = [(ayx,).
Prin urmare, a; = I. Notand a, = «a, relatia (3.89) ia forma:
A(xq,x5,%3,%4) = Ixy + axy, + Ixg + ax, + ¢ (3.92)
(25) ¢ H;, & (ZS)A(xl,xz,xg,x4) # A(xq, X2, X3, X,). Din aceasti inegalitate,
obtinem A(xq, A(xq, X5, X3,X4), X3, X4) # X,. Din ultima inegalitate si (3.92), avem:

Iy + a(lx; + ax, + Ix3 + ax, +¢) + Ix3 + ax, + ¢ # x, (3.93)
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Luand in (3.93) x; = x, = x3 = 0, avem a’?x, + ax, # 0 © a(ax,) # [(ax,).
Prinurmare, a # I, iar T —forma acestui 4 — T —quasigrup este Tg = ((Q, +),1,a,1, a, c).
Fie H = H;, = ((145), (14), (23)). Fiindca (14) € H,,, obtinem
(14)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq, X3, Xx3,x4) & A(xy, X5, %35,%1) = A(Xq, X2, Xx3,%4)  (3.94)
Din (3.94) si (3.12), avem:
A1 Xy + ApXy + A3X3 + AuXy +C = A1X1 + Ayx; + a3xX3 + aux, + C.
A X4 + AyXy = A1X1 + AgXy (3.95)
Luand in (3.95) x, = 0, obtinem a,x; = a1x1,Vx; EQ & a4 = ay.
Analog, din conditia (23) € H;,, obtinem a, = a3. Astfel, relatia (3.12), ia forma:
A(xy, X5, X3,X4) = A1X1 + AXy + ApX3 + ayX4 +C (3.96)
Din conditia (145) € H,,, avem A(A(xq, Xy, X3,X4), X2, X3, X1) = X4
Utilizand Tn ultima egalitate relatia (3.96), primim:
(a1 + axy + @y X3+ azxy +¢) + ayx, + Ayx3 + a0 + ¢ =xy (3.97)
Punand in (3.97) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem a;c+ ¢ = 0.
Substituind in (3.97), avem
(a1 + axy + @y X3 4+ A3xy) + Ayxy + AxX3 + XX = Xy (3.98)
Din (3.98), pentru x; = x3 = x, = 0, avem
a;(azx;) + azx; = 0 & ay(azxz) = [(azx,).
Prin urmare, a; = I. Notand a, = «, relatia (3.89) ia forma:
A(xq,x,%3,%4) = Ixy +axy, +axs +1x, + ¢ (3.99)
(25) ¢ H;, & (ZS)A(Xl,Xz,Xg,X4) # A(xq, X2, X3, X,). Din aceasti inegalitate,
obtinem A(xq, A(xq, X5, X3,X4), X3, X4) # X,. Din ultima inegalitate si (3.99), avem:
Iy + a(lx; + axy, +axg + Ix, +¢) +axs + Ix, + ¢ # x, (3.100)
Luand in (3.100) x; = x, = x, = 0, avem a’?x; + ax; # 0 © a(ax;) # [(axs3).
Prinurmare, a # I, iar T —forma acestui 4 — T —quasigrup este T, = ((Q, +),l,a,a,l, c).

Fie H = Hy3 = ((235),(14),(23)). Deoarece (14),(23) € Hy3 si cazul precedent,
obtinem a; = a, si a, = as, iar operatia de quasigrup are forma (3.96). Din faptul ca
(235) € Hy3, avem A(xq, A(xq, X3, X3,X4), X2, X4) = X3. Din ultima egalitate si (3.96), avem:

a1xq + ay (a0 + apxy + @y X3+ A1x4 + ) + apxy + A1x4 +C = X3 (3.101)
Considerand in (3.101) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem a,c + ¢ = 0. Substituind in (3.101),
avem

A x1 + ay(axq + aax, + @y X3+ @1x,) + Arxy + A1 Xy = X3 (3.102)

Din (3102), pentru X1 = X3 =Xy = 0, avem az(azxz) + Ay Xy = 0 az(azxz) = I(azxz).
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Prin urmare, a, = I. Notand a; = «, relatia (3.96) ia forma:

A(xy, X5, Xx3,x4) = axq + Ixy +Ix3+ ax, + ¢ (3.103)
(12) ¢ H; & (12)A(x1,x2,x3,x4) # A(xq1,%5,x3,%,). Din aceastd inegalitate, obtinem
A(x4, X1, %x3,x4) # A(Xq1, X2, X3, X4). Din ultima inegalitate si (3.103), avem:

axy +1Ixy +1Ixs+ax, +c# axy +Ix, +Ix3+ax, +c¢
ax, + Ix; # ax, + Ix, (3.104)

Luand in (3.104) x; =0, avem « # I, iar T —forma acestui 4 — T —quasigrup este Tg =
((Q.+H),a Ll ac).

Fie H = Hy, = ((245), (13), (24)). Fiindca (13), (24) € H,,, analog cazului 6) obtinem
@, =ag si a, = a,, iar operatia (3.12), ia forma (3.92). Din conditia (245) € H,4, avem
A(xq, A(xq, x5, X3,X4), X3, X3) = X4. LUAN Tn ultima egalitate relatia (3.92), avem:

a1 xq + ay(agxg + ayxy g X3+ ayxy +0) F agx3 + ayx, ¢ =x, (3.105)
Punand in (3.105) x; = x, = x3 = x4, = 0, obtinem a,c + ¢ = 0. Substituind Tn (3.105), avem
a1x1 + ay(agxg + ayx, +ag X3+ ayx,) + agx3 +ax, = x4 (3.106)
Din (3.106), pentru x; = x, = x4, = 0, avem a,(a1x3) + a1x3 = 0 & ay(a1x3) = [(a1x3).
Prin urmare, a, = I. Notand a; = «, relatia (3.92) ia forma:
A(xq, x5, X3,%4) = X1 + Ixy +axs +Ix, + ¢ (3.107)
(12) ¢ Hy, & (12A(x1,x2,x3,x4) # A(xy, X, X3,X4) & A(Xy, X1, X3, X%4) F A(Xq, X9, X3, X4).
Din (3.107), obtinem  ax, + Ix; +axs +1Ix, +c # axy +1x, + ax; +1x, + ¢, ce este
echivalentd cu
ax, +1xq # axqy + Ix, (3.108)
Punand in (3.108) x; =0, avem «a # I, iar T —forma acestui 4 — T —quasigrup este Ty =
((Q, +),a,1,a,l, c).

Fie H = H;5 = ((345), (34), (12)). Din conditia ca (34), (12) € H;5, analog cazului 5)
avem a; = @, si a3 = @y, iar operatia (3.12), primeste forma (3.82). Din faptul ca (345) €
Hys, avem A(xq, x5, A(xq1, X2, X3,X4),X3) = x4. Utilizdnd Tn ultima egalitate relatia (3.82),
obtinem:

a1 X1 + A xy + azs(@xy + axy +az x5+ azx, +¢) +azxs +c=x, (3.109)

Punand in (3.109) x; = x, = x3 = x, = 0, obtinem asc + ¢ = 0. Substituind Tn (3.109), avem

a1 x1 + a1 x, + ag(@x; + ayx, + az x3 + azx,) + azxs = x, (3.110)

Din (3.110), pentru x; = x3 = x4, = 0, avem a;x, + az(a1x3) = 0 & az(a1x3) = [(a1xy).
Prin urmare, a; = I. Notand a; = «a, relatia (3.82) ia forma:

A(xq, X, X3,%4) = X1 + axy + Ix3 + Ix, + ¢ (3.111)
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(13) ¢ His & (13)A(x1,x2,x3,x4) # A(xq1, X2, X3,%,) & A(x3, X3, %1, %) #F A(Xq1, X2, X3, X4).
Din (3.111) si ultima inegalitate, obtinem
axz +ax, +Ix; +1x, +¢c # axy +ax, +1x3 + x4 + ¢,
axz + Ixqy # axq + Ix3 (3.112)

Luand in (3.112) x; =0, avem «a # I, iar T —forma acestui 4 — T —quasigrup este T;o =
((Q, +),a,all, c). O
Propozitia 3.4.3. Quasigrupul 4 —ar (Q,A) cu subgrupul H ={o € Ss|A = °A} = Hg =
((123),(12),(45)), are parastrofii =~ A, P4, (194 V4 @594 @Dy Gy ADES) 4
ADES) 4 EHNGS 4 gistineti doi cate doi.
Demonstratie. Fie (Q,A) un 4 —quasigrup cu subgrupul parastrofilor egali H = Hg. Dupa cum
este aratat in Anexa 2 acest subgrup are elementele
Hg = {¢,(123),(12), (45),(132),(13), (23), (123)(45),

(132)(45), (12)(45), (13)(45), (23)(45)}

Atunci grupul S poate fi descompus in zece clase disjuncte si anume:
He, (14)He, (15)Hs, (24)Hs, (25)Hg, (34)He, (35)He, (14)(25)He, (14)(35)Hg,
(24)(35)Hs,

ceea ce arata cd toti cei zece parastrofi indicati apartin diferitor clase de rest ce sunt disjuncte.

Deci, cei zece parastrofi sunt distincti. O

Corolarul 3.4.1. Daca 4 — T —quasigrupul (Q,A) are T —forma T = ((Q, +),a,aa,l, c),
unde a # I, atunci parastrofii distincti ai acestui quasigrup sunt:
A(x?) = ax; + ax, + axs + Ix, + c,
UDAG}) = Iy + ax, + axs + ax, + ¢,
CHAGY) = axy + Ix, + axs + ax, + ¢,
(34)A(xf) =ax; +ax, + Ix; + ax, +c,
DA = a Ly + Iy + Ixs + @~ 1x, + [a" 1,
@D Axb) = Iy + alay + Ix3 + @~ x, + [a7 e,
DA = Iy + Ixy + a x5 + @~ x, + [a" e,
ADED A}y = @=Ly + Ixy + @~ txs + Ix, + [~ Lc,
ADE)(x8) = a L, + a~Lx, + Ixz + Ix, + a1,

(24)(35)A(xf) =Ix; +a lx, + a lxg +Ix, + Ia1c.
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Intr-adevar, daca 4 — T — quasigrupul (Q,A) are T — forma indicati, atunci subgrupul
parastrofilor egali coincide cu subgrupul Hg. Conform Propozitiei 3.4.3, parastrofii distincti ai
quasigrupului coincide cu parastrofii din enuntul Corolarului. Pentru a stabili forma parastrofilor

este suficient de aplicat relatiile prezentate in Anexa 5, tindnd cont de faptul cd Ia = al. O

Corolarul 3.4.2. Pentru orice ordin impar q, q = 3 exista 4 — T —quasigrupuri cu exact 10
parastrofi distincti.

Demonstratie. Consideraim T —quasigrupul 4 —ar (Z,, A), A(x}) = x; + x, + x3 + n — 1x,.

Conform Propozitiei 3.4.3, 4 — T —quasigrupul (Z,, A) are exact zece parastrofi distincti, daca
si numai daci n— 1 £ 1 (mod n). Prin urmare, i & 2 (mod n). Deci, 4 — T —quasigrupul
(Z,, A) are exact zece parastrofi distincti ce sunt prezentati in Corolarul 3.4.1, pentru orice n €

N,n> 3.0

Exemplul 3.4.1. 4 — T —quasigrupul ((Zs, A), A(x{) = 2x; + 2x, + 2x3 + 4x, are exact zece
parastrofi distincti. Dupa cum se observa, T —forma 4 — T-quasigrupului (Zs, A), corespunde
formei prezentate in Corolarul 3.4.1. Prin urmare, pentru a determina forma parastrofilor distincti
ai acestui 4 — T —quasigrup este suficient de aplicat releatiile prezentate in Corolarul 3.4.1:

a =2, I =4, a =3, la”lc = 0.

Substituind aceste relatii, obtinem:

A(xT) = 2x1 + 2%, + 2x3 + 4x,, (ZS)A(xf) = 4x; + 3x, + 4x3 + 3x,,
WAxf) = 3y + 225 + 225 + 2, B9 A(x%) = dx, + x, + 3xs + 3%,
COAGS) = 2y + B, + 205 + 24, DG4 (x2) = 3y + Ax, + 3x5 + 4x,,
GYAGE) = 2%, + 2x, + Bz + 2%, (DES) gy 4) = 3x, + 3, + dxz + A,
D A(xf) = 3x, + x, + dx; + 3%, DG9 g(x#) = Ax, + 3x, + 3x3 + 4x,.0

Exemplul 3.4.2. 4 — T —quasigrupul (Zg, A), A(x}) = 3x; + 7x, + 3x3 + 7x, + 2 are exact
zece parastrofi distincti. Dupa cum se observa, T — forma 4 — T — quasigrupului (Zg, A),
corespunde formei T, prezentate in Propozitia 3.4.2. Multimea parastrofilor ce coincid ai acestui
4 — T —quasigrup este subgrupul H,, = ((245), (13), (24)). Dupa cum este aratat in Anexa 2,
elementele acestui subgrup sunt
Hys = {g,(13), (24), (25), (45), (245), (254), (13)(24), (13)(25),
(13)(45), (13)(245), (13)(254)},

jar clasele de rest sunt reprezentate de elementele &, (12),(14),(15), (23), (34), (35),
(12)(34), (12)(35), (14)(35). Pentru a determina parastrofii acestui quasigrup este suficient
de aplicat relatiile prezentate In Anexa 5.
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a=3, 1=7, a l=3, , la lc=2

Substituind in relatiile prezentate in Anexa 5, obtinem:
A(xy) = 3%, + 7x, + 3x3 + x4 + 2,

DAt =Ty + 3%, + 31 + x4 + 2,
D AGh) = Ty + Tty + 355 + 34 + 2,
CDAGeE) = 3y + By + Ta + Ty + 2,
VA =3x; + 7o, + 7o + 30, + 2,
UDA(xf) = 3x; + 3, + 7x5 + 36, + 2,
GDAxt) = 7xy + 3%, + 3x3 + 3%, + 2,

(12)(34)A(xf) =7x, + 3%, + 7x5 + 3x, + 2,

(12)(35)A(Xf) = 3x1 + 723 + 3x3 + 3%, + 2,

DG 4 (x4) = 3x; + 3%, + 3%3 + 7x4 + 2.

3.5. Inexistenta 4 — T —quasigrupurilor cu exact 15 parastrofi distincti

Quasigrupurile 4 —are cu exact 15 parastrofi distincti sunt caracterizate de subgrupurile de
ordinul 8. Grupul Sg are 15 astfel de subgrupuri izomorfe intre ele si sunt izomorfe grupului Dg.

Acestea sunt:

H, = ((1234), (13)) H, = ((1325), (12)) Hy; = ((1354), (15))
H, = ((1243), (14)) H, = ((1245), (14)) H,, = ((1435), (13))
Hs = ((1324), (12)) Hg = ((1254), (15)) Hys = ((2345), (24))
H, = ((1235), (13)) Hy = ((1425), (12)) Hy, = ((2354), (25))
Hs = ((1253), (15)) Hyo = ((1345), (14)) Hs = ((2435), (23))

Detaliat, elementele acestor subgrupuri sunt prezentate in Anexa 2. Fiecare subgrup de ordinul 8
este generat de un element de ordinul 4 si o transpozitie. Generatorii acestor subgrupuri au forma
a = (ijkm), B = (ik),i,j,k,m =1,2,3,4,5,

lar oricare doua dintre numerele i, j, k, m sunt distincte. Elementele subgrupului sunt
g a,a% ad B, af,a?B,ap
si satisfac relatiile a* = 2 = ¢, af = fa.
Propozitia 3.5.1. Nu exista 4 — T —quasigrupuri cu exact 15 parastrofi distincti.
Demonstratie. Fie (Q,A) un 4 — T —quasigrup cu T —forma ((Q,+), @y, az, s, ay, ¢), atunci
operatia de quasigrup este data de relatia (2.2.1). Aratam ca H # H;, Vi = 1,15, unde

H ={o € S5| °A = A} = Ds.
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Fie H = H, =((1234),(13)). Din (13) € H;, avem
(13)A(x1,x2,x3,x4) = A(xy, X2, X3, X4),
ce este echivalenta cu A(xsz, x,,xq,x4) = A(Xxy, X2, X3,x4). Din aceastd egalitate si (3.12),
obtinem:
A X3 + AXy + A3xy + QX + €= Ayx + Apxy + A3X3 + x4 +C
a1X3 + a3x; = a1x1 + az3x3 (3.113)
Substituind x; = 0 1in (3.113), avem
a, = as (3.114)
Analog, din (24) € H,, reiese ca
a, = ay (3.115)
Din (12)(34) € H;, avem (12)(34)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq,x,,x3,%,), ce este echivalenta cu
A(xy, %1, x4, x3) = A(xq, X, X3, x4). Din aceasta egalitate, (3.114), (3.115) si (3.12), obtinem:
A1Xy + ApXq + a1X4 + Apx3 + € = a1X; + apX, + ayx3 + ayx, + C.
Ludnd x; = x5, = x3 = 0, primim a,x, = a,x4, Vx4 € Q & a; = a,. Astfel, (3.12) are forma:
A(xq, Xp, X3,X4) = QX1 + A1 Xy + AyX3 +ayx, + C (3.116)
(14) ¢ H;, prin  urmare (14)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq1,%5,Xx3,X,), ceea ce implicd
A(xy, x5, x3,%1) = A(xq, X5, X3, X4). Din ultima egalitate si (3.116), obtinem:
a1X4 + a1xy +aqx3 +a1x1 + ¢ =ax; +agx; +ax3 +agx,+c (3.117)
Deoarece (Q,+) este grup abelian, (3.117) este o contradictie.

Fie H = H, = ((1243), (14)). Subgrupul H contine elementele (14) si (23), ce implica
egalitatile (14)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq, X9, Xx3,%,) si (23)A(x1,x2,x3,x4) = A(xq, X5, X3,X4).
Din definitia parstrofilor corespunzatori, obtinem

A(xy, X9,%x3,%1) = A(Xq1, X2, X3, X4) (3.118)

A(x1,x3,%9,%4) = A(Xq, X2, X3, X4) (3.119)
Din (3.12) si (3.118), pentru x; = 0, avem a; = a,, iar din (3.12) si (3.119), pentru x, = 0,
primim a, = as. Din faptul ci, (12)(34) € H,, avem PGY4(x4) = A(x%). Din definitia
parastrofului respectiv, obtinem A(x,, xq, X4, X3) = A(xq, x5, x3,x4). AplicAnd asupra ultimii
egalitati relatia (3.12) si considerand x, = x3 = x, = 0, avem «a; = a,. Din tranzitivitatea
relatiei de egalitate, avem a; = a, = a3 = a,, iar operatia de T —quasigrup are forma (3.116).
Din (3.116) si faptul ca (12) ¢ H,, primim a; # a, ceea ce este o contradictie.

Fie H =H,. Deoarece (12),(34),(13)(24) € H;, obtinem PA(x}) = A(xd),
BDAE) = A(xh), PCYA(x4) = A(x}). Din aceste egalititi si definitia parastrofilor
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respectivi, primim:

A(XZ,Xl,X3,X4) = A(xl' X2, X3, x4) (3120)
A(xy, X2, X4, X3) = A(%X1, X2, X3, X4) (3.121)
A(x3, %4, X1, X2) = A(%xq, X3, X3, X4) (3.122)

Din (3.12) si (3.120), pentru x, = 0, obtinem a; = a,, iardin (3.12)si(3.121), pentru x; = 0,
avem a; = a,. Aplicand in (3.122) relatia (3.12) si tindnd cont de conditiile obtinute, primim:
A1X3 + A1Xy + A3X; +A3X; +C = a1X) + a1x, + azxs + azx, +c.
Luénd in ultima egalitate x, = x3 = x, = 0, obtinem a3x; = @; x1,Vx; € Q & a3z = a4, Ce
implica faptul ca (3.12) coincide cu (3.116). Din faptul cad (14) € H;, obtinem inegalitatea
(14)A(xf) # A(x}) & A(xa, X3, X3, X1) # A(Xq, X7, X3, Xa)
Aplicand in ultima inegalitate (3.116), avem:
A Xy + A1 Xy + A1 X3 + A1X + € F X + A xy + ayx3 + ax, +C,
ceea ce este o contradictie.

Fie H = H, = ((1235), (13)). Din conditia ca (13) € H, si din (3.12), pentru x3 = 0,
avem a, = a;. Deoarece (25) € H,, obtinem ZPA(xy, %y, xs,%,) = A(xy, Xy, X3, X,). Din
definitia parastrofului respectiv, egalitatea precedenta implica A(xy, A(xq, X5, X3,X4), X3, Xs) =
x,. Din ulrima egalitate si (3.12), obtinem

a1x1 + ay(ax + x5 + AyX5 + AuXy + ) + A1 X3 + Ay + € = Xy (3.123)
Substituind in (3.123) x; = x, =x3 = x4, =0, avem a,c + ¢ = 0. Din aceasta egalitate si
(3.123), obtinem a;x; + ay(@1x; + Ayxy + A1x3 + Aux,) + A1X3 + Ayx, = x,. Luand in
aceastd egalitate x; = x, = x3 =0, primi ay(ayxy) + ayx, = 0 © ay(aux,) = I(aux,) &
a, = 1. Prin urmare,

A(xq, Xg, X3,x4) = A1x1 + Xy + a1X3 + A4xy +C (3.124)
(15)(23) € H,, deci PP A(xy, x5, x5, %4) = A(xy, X5, X3, %4). AtUNCI
A(A(xy, X2, X3, X4), X3, X2, X4) = X1 (3.125)
Din (3,125) si (3.124), obtinem:
(a1 + Ixy + x5+ auxy +¢) + Ix3 + a0, + aux, + ¢ = x4.
Luand in aceasta egalitate x; = x, = x3 = x4, = 0, primim a,c + ¢ = 0. Substituind in ultima
egalitate, obtinem:
A (a0 + a1x3 + agxy) + Ixs + agx, = xq.
Considerand x; = x3 = 0, avem a; (a,xs) + ayx, = 0 © aq(ayx,) = [(ayx,) © a; = 1. In
asa mod, relatia (3.124) ia forma
A(xq, x5, %3,x4) = Ix1 + Ixy + x5 + ayx, + (3.126)
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Din (12) ¢ H,, reiese ca (12)A(xf) = A(x}) © A(xy, xq, x3,%4) = A(Xq, X5, X3,%,). Din
ultima egalitate si (3.126), avem Ix, + Ix; + Ix3 + aux, + ¢ = Ixg + Ix; + Ix3 + azx, + c,
ceea ce reprezintd o contradictie.

Fie H = Hs = ((1253), (15)). Fiindca (23) € Hs si din (3.12), primim a, = a3. Din
conditia ca (15) € Hs, obtinem A(A(xy, X3, X3,X4), X2, X3,X%4) = X1. Din (3.12) si ultima
egalitate, avem:

Ay (a1x1 + axy + Aux3 + AuXy +C) + Ayxy + Axx3 + Ayxy +C =X (3.127)
Luand x; = x, = x3 =x4 =0, reiese cd a;c+c =0. Tinadnd cont de aceastd egalitate si
punand  x; =x, =x, =0, din (3.127), primim a;(ayx3) + ay,x3 = 0 & a;(ax3) =
I(ayx3), de unde obtinem a; = I. Prin urmare
A(xq, X9, %x3,%4) = 121 + axy + Ayx3 + ayxy +C (3.128)
Deoarece (12)(35) € Hs, avem PCY4(x%) = A(x}) & A(xy, x1, A(xy, X, X3, X4), X4) = Xs.
Din (3.128) si ultima egalitate, rezulta
Ixy + ayx; + ay(Ixg + azxy + Ayx3 + AuXy +C) + Auxy + ¢ = x5 (3.129)
Luand in (3.129) x; =x, =x3 =x, =0, avem a,c+c =0, iar pentru x; =x, =x3 =0
din aceeasi relatie obtinem a,(azx,) + ayxy, = 0 & ay(ayxy) = [(ayxy), Vx4 € Q. Prin
urmare, a, = I, iar (3.128) ia forma
A(xq, X, %x3,%4) = Ix1 + Ixy + x5 + ayx, + C (3.130)
(12) € Hs, de unde reiese ci (IZ)A(xf) + A(x}) © A(xy, x4, X3, %) # A(Xq, X2, X3,X4).
Aplicand (3.130), obtinem:
Ixy +1xqg + Ixz + ayxy + ¢ #F Ixg + Ix; + I[x3 + ayx4 +C,
ceea ce este o contradictie, deoarece (Q,+) este grup abelian.

Fie H = Hg = ((1325),(12)). Fiindca (12) € H,, din (3.12), primim a; = a,. Din
conditia ca (35) € Hg, obtinem A(xy, x5, A(xq, x5, X3,X4), X4) = x3. Din (3.12) si ultima
egalitate, avem:

A x1 + ayxy + azg(@xg + agxy + azxs + agx, +¢) Fagx, +c = x3 (3.131)

Luand in (3.131) x; =x, =x3 =x, =0, reiese cd asc +c =0. Tinand cont de aceastd

egalitate si punand X, =X, =x3 =0, din (3.131), avem as(asx,) + a,x, =0
asz(ayx,) = I(ayx,), de unde obtinem as = I. Prin urmare,

A(xq, Xp,X3,X4) = A1 X1 + A1 X5 + IX3 + agxy +C (3.132)

Din (13)(25) € H,, avem ¥®94(xH) = A(x}) & A(xs, Axy, Xy, X3, X4), X1, X4) = X5. DN

(3.132) si ultima egalitate, rezulta
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a1 x5 + a (a0 + agxy +Ixg +agx, +¢) +1xy + agx, + ¢ = x, (3.133)
Substituind in (3.133) x; = x, = x3 =x, =0, avem a,c +c = 0, iar pentru x; = x, = x3 =
0 din aceeasi relatie obtinem a;(asx,) + ayx, = 0 & a(ayxy) = [(ayx,), VX, € Q. Prin
urmare, a; = I, iar (3.132) ia forma (3.130).

(13) ¢ Hg, de unde avem

UDA(xh) = A(xd) & ACxs, X9, %1, %4) F Axy, Xg, X3, X4)-
Aplicand (3.130), obtinem:

Ixz +1xy +1x1 + ayxy + ¢ F Ix1 + Ixy; + Ix3 + ayx4 + ¢,
ceea ce este o contradictie, deoarece (Q,+) este grup abelian.

Fie H = H, = ((1245), (14)). Deoarece (14) € H,, avem A(x}) = A(x4). Din
definitia parastrofului respectiv, primim A(x,, x5, x3,%;) = A(xq, x5, x3,%,). Aplicand asupra
acestei egalitdti (3.12), obtinem @ x4 + ayx, + azXx3 + Aux; + ¢ = a1x; + ayx, + azx; +
aux, + c. Substituind 1n aceastd egalitate x; = x, = x3 =0, primim a,x; = a;%; © a4 =
a,. Fiinded (25) € H, & @ A(x}) = A(x}). Conform definitiei parastrofului @9 A(x4y,
avem

A(xq, A(xq, X2, X5, X4), X3, X4) = X3 (3.134)
Din (3.12), (3.134) si a4 = a;, obtinem:
a1 xq + ay (a0 + ayxy + A3xs + a1x4 + ) + A3xX3 + A1 x4 +C = Xy (3.135)
Luand Tn (3.135) x; = x, = x3 = x4, = 0, primim a,c +c =0, iar pentru x; = x, = x, =0,
primim a,(a1x,) + a1x, = 0 & ay(a1x,) = [(@1%,), Vx4 €Q & a, =1. Deci, (3.12) ia
forma
A(Xq1, X9, %3,Xs) = A1 X1 + x5 + a3x3 + @1x4 + C (3.136)

(15)(24) € H,, prin urmare, (15)(24)A(xf) = A(x{), ceea ce implica

A(A(x1, X2, X3, X4), X4, X3,X1) = X1 (3.137)
Aplicand in (3.136) si (3.137), avem:
(a1 + Ixy + asxs + a;xs +¢) + Ixy + azxs + a1x, + ¢ = x4 (3.138)

Din (3.138), pentru x; = x, = x3 = x4 = 0, primim a;c + ¢ = 0. Subtituind aceasta egalitate
in (3.138) si luand x; = x, = x4, =0, obtinem a;(aszx3)+ azx; =0,Vx; €Q, ce este
echivalentd cu a; (azx3) = I(a3x3) < a; = I. In asa mod (3.136) ia forma:

A(xq, %9, %x3,%4) = Ix; + Ix5 + azxs + Ix4 + C. (3.139)
(12) ¢ H, uz)A(xf) # A(x?). Din definitia parastrofulu 2 A(xy, x5, X3, %), avem

A(xy, xq,x3,x4) # A(xq, X5, X3, x4). Din aceasta inegalitate si (3.139), obtinem
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Ixy + Ixq +azxs +1Ix4 +c #F Ixy +1x; + azx3 +1x4 +¢C
ceea ce este o contradictie.

Fie H = Hg = ((1254), (15)). Fiindca (24) € Hg, avem (24)A(xf) = A(x7), ce este
echivalenta cu A(xq, x4, X3, %5) = A(xq, X3, x3,x4). Din ultima egalitate si  (3.12), obtinem
AyX, + 04Xy = AyX, + ayxy. Substituind in aceasta egalitate x; = 0, primim a,x, = a,x,, de
unde obtinem a, = a,. Deoarece (15) € Hg, reiese ci (IS)A(xf) = A(x{). Conform definitiei

parastrofului (15)A(xf) , avem A(A(xq, x5, X2, X4), X5, X3,Xs) = X;. Considerdnd in aceastd
egalitate @, = @, si (3.12), obtinem:
Ay (ayxq + azxy + a3x3 + Ayxy + ) + Ayxy + Azx3 + Ayxy +C =X (3.140)
Luand in (3.140) x; = x, = x3 = x, =0, primim a;c+c =0, iar pentru x; = x, = x4 =0,
primim a;(as3x3) + aszx; = 0 & a;(azx;) = [(azx3),Vx; € Q & a, =1. Deci, (3.12) ia
forma
A(xq, X9, %x3,%4) = 121 + axy + A3x3 + ayx4 + C (3.141)
(12)(45) € Hg, prin urmare, (12)(45)A(xf) = A(x1), ceea ce implicd
A(xz,xl,x3,A(x1,x2,x3,x4)) =X, (3.142)
Luand in (3.142), (3.141) obtinem:
Ix; + ayx; + azxg + ay(Ixg + ayx, + azxs + azx, +¢) +¢c =x, (3.143)
Din (3.143), pentru x; = x, = x3 = x4, = 0, primim a,c + ¢ = 0. Subtituind aceasta egalitate
in (3.143) si luand x; = x, = x4 =0, obtinem a,(a3x3)+ azx3 =0,Vx; €Q, ce este
echivalenti cu a,(azx3) = I(azx3) © a, = I. In asa mod (3.143) primeste forma (3.139). Din
faptul ca, (12) € Hg, procedand analog cazului precedent, obtinem o contradictie.

Fie H = Hy = ((1425), (12)). Deoarece (1425) € Ho, reiese ca A(x}) = M A(xd),
ce este echivalentd cu egalitatea A(A(xq, Xy, X3, X4), X4, X3, X1) = X,. Utilizdnd forma operatiei,
avem

(a1 + agxy + azxs + agx, +¢) + ayx, + azxs + agx; + ¢ = x,. (3.144)
Pentru x; =x, =x, =0, avem a (azx;+c)+azx;+c =0 a; =1. Substituind n
(3.144) si luand x; = x3 = x, = 0, obtinem I(a,x,) = x, & a, = I. Prin urmare, (3.12) ia
forma A(x{) = Ix; + Ix, + azx; + a,x, + c. Deoarece(12) ¢ Hy, avem A(x7) # “”A(xf),
iar aplicand 1n aceastd inegalitate ultima egalitate obtinem o contradictie.

Fie H = H;, = ((1345), (14)). Deoarece (1345) € H,,, avem A(x]) = (1345)A(xf),
ce este echivalenta cu egalitatea A(A(xq, X5, X3, X4), X2, X1, X3) = X4. Aplicand (3.2.1), primim

(a1 + agxy + Azxs + aux, +¢) + ayxy; + azx; + auxs + ¢ = xy. (3.145)
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Pentru x; = x3 = x, = 0, avem a;(ayx, +¢) + ay,x, + ¢ = 0 & a; = 1. Punédnd in (3.145) si
ludnd x; = x, = x4, = 0, obtinem I(a3x3) + a,x; = 0, de unde rezultd a,x; = asx3, Vxs €
Q & a3 = a,. Prinurmare, (3.12) ia forma
A(x}) = Ix; + axy + azx; + azx, + c.
Deoarece (34) € H,,, avem A(x]) # (34)A(xf ), iar aplicand in aceastd inegalitate ultima
egalitate obtinem o contradictie.
Fie H = Hy; = ((1354), (15)). Deoarece (1354) € Hy,, avem A(x¥) = 3P4,
ce este echivalenta cu egalitatea A(x4,x2,x1,A(x1, X3, x3,x4)) = x3. Aplicand (3.12), primim
A Xy + AzXy + A3x1 + Ay (@101 + Xy + A3x3 + ayxy +¢) + ¢ = x3. (3.146)
Pentru x; =x3 =x, =0, avem ayx, + ay(a,x, +¢)+c =0 a, =1. Substituind in
(3.146) si luand x, = x3 = x4, = 0, obtinem azx; + [(a;x1) = 0 & a; = az. Prin urmare,
(3.12) ia forma A(x{) = ayx; + apx, + ayx3 + Ix, + c. Deoarece(13) ¢ Hy,;, avem A(x}) #
(134 (x7), iar aplicand in aceastd inegalitate ultima egalitate obtinem o contradictie.
Fie H = Hy, = ((1435), (13)). Deoarece (1435) € H,,, avem A(x}) = M*394(xd),
ce este echivalenta cu A(A(xq, x5, X3,X4), X3, X4, X1) = X5. Din (3.12), rezulta
(a1 + axy + A3xs + auxy +¢) + ayxy + azxy + ayx; + ¢ = x3. (3.147)
Luand x; = x3 = x4, = 0, obtinem a; = I. Utilizdnd ultima egalitate in (3.5.16) si luand x, =
x3=x,=0, obtinem a,=1 Prin urmare, A(x]) =Ix; + ayx, + azxs +Ix, +
c. Deoarece (14) ¢ Hy;, avem A(x}) # “‘”A(xf), jar aplicand ultima egalitate, obtinem
contradictie.
Fie H = Hy; = ((2345), (24)). Deoarece (2345) € H,s, avem A(x}) = B a(xd),
ce implica egalitatea A(xq, A(xq, X3, X3, X4), X2, X3) = X4. Din (3.12) si ultima egalitate, rezultd
a1x1 + Ay (A x1 + Ayx5 + A3X3 + Auxy +C) + A3xy + AuXg + € = Xy (3.148)
Pentru x, =x3 =x, =0, avem a;x; + a,(a;x; +c)+c =0 a, =1. Substituind n
(3.148) si luand x; = x, = x4, = 0, obtinem I(azx3) + a,x3 = 0 & a3 = a,. Prin urmare,
(3.12) ia forma A(x}) = a;x; + Ix, + azx; + azx, + c. Deoarece(34) ¢ Hy;, avem A(x{) #
(34)A(xf), iar aplicand ultima egalitate aceasta conduce la o contradictie.
Fie H = H,, = ((2354), (25)). Deoarece (2354) € Hy,, avem A(x¥) = &*Pa(xh),
ce implica egalitatea A(xl,x4,xz,A(xl,xZ,xg,x4)) = x3. Din (3.12), rezulta
A X1 + Ayx, + azxy + ag(axq + apx, + azxs + agx, +¢) + ¢ = x3. (3.149)

Din x, = x3 = x4, = 0, avem ayx; + a4(a;x; +¢) + ¢ = 0 & a, = [. Substituind in (3.149)
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si ludnd x; = x3 = x4, = 0, obtinem azx, + I(a,x,) = 0 & a, = az. Prin urmare, (3.12) ia
forma A(x{) = a;x; + ayx, + apx3 + Ix, + c.  Deoarece (23) € Hy,, avem A(x]) #
23 4(x#), ceea ce este 0 contradictie, in baza ultimei egalitati.
Fie H = Hys = ((2435), (23)). Fiindca (2435) € Hys, primim A(x%) = #*394(xh),
ce implica egalitatea A(xq, A(xq, X2, X3, X4), X4, X3) = X3. Aplicand (3.12), primim
a1 xq + ay (A0 + ayx, + Azxs + Auxy + ) + azxy + aux, + ¢ = x3. (3.150)
Pentru x, =x3 =x, =0, avem a;x; + a,(ayx; +¢c)+c =0 a, =1. Substituind 1in
(3.150) si luand x; = x, = x3 = 0, obtinem I(aux,) + asx, = 0 & as = a,. Prin urmare,
(3.12) ia forma A(x}) = ajx; + Ix, + azx; + azx, + c. Deoarece (34) € Hys, avem

A(x®) = CYA(xb), iar aplicand ultima egalitate vom obtine o contradictie.o
3.6. T —Quasigrupuri 4 —are cu exact douizeci de parastrofi distincti

Pentru a obtine caracterizarea T-formei 4-T-quasigrupurilor cu exact 20 de parastrofi
distincti, consideram toate subgrupurile de ordinul 6 ale grupului Ss. Acest grup are 30 astfel de
subgrupuri si anume:

1) 10 subgrupuri izomorfe grupului Zg:

Hy = ((123)(45)), H, = ((124)(35)), Hs = ((125)(34)), H, = ((134)(25)),
Hs = ((135)(24)),  He =((145)(34)), H; = ((234)(15)),
Hg = ((235)(14)),  Ho =((245)(13)),  Hyo = ((345)(12));
2) 20 subgrupuriizomorfe cu S;, ce sunt generate de doud substitutii a si £, de ordinul
3 si, respectiv 2, incluzand:
2a) 10 subgrupuri, unde B este transpozitie:
Hy, =((123),(12)), Hy, =((124),(12)), Hi3 = ((134), (13)),
Hi, =((125),(12)),  His =((135),(13)), Hie =((145),(14)),
Hy; =((234),(23)),  Hig = ((235),(23)), Hi9 = ((245), (24)),
Hyo = ((345), (34));
2b) 10 subgrupuri unde B este produs de doua transpozitii independente;
Hyy = ((123),(12)(45)), Hzp =((124),(12)(35)), Hasz =((125),(12)(34)),
Hyq = ((134),(13)(25)),  Haps =((135),(13)(24)), Hze = ((145),(14)(23)),
Hy; =((234),(23)(15)),  Hyg =((235),(23)(14)),  Hay = ((245),(13)(24)),
Hzo = ((345), (34)(12)).

Teorema 3.6.1. Fie (Q, A) un 4 — T —quasigrup cu T —grupul (Q,+) si fie H € {H;, i =

88



11,20}, unde H = {o € Sg|’A = A}. Atunci exista a,f € Aut(Q,+) si un element ¢ € Q,
astfel incat a =, a#1, #1, ac+c#0, fc+c+#0, Ix=—x, Vx €Q, unde 0 este
elementul neutru al grupului abelian (Q,+), astfel incét (Q,A) are una dintre urmatoarele

T —forme:

T, =(Q 4+ aaapc) T=(0Q+HaaBac) T;=0Q+)apaac),

,=(Q +).gaaac), Ts=(Q+)L1ap0c), Te = ((Q,+).1,a,1,B,¢),

T, =(Q,+)Laplc), Ts=(Q ) alLlLBc) To=(Q+),alpB]Ic),
Tio = ((Q,+),a,B,1,1,0).

Demonstratie. Fie (Q, A)un 4 — T —quasigrupcu T —forma T = ((Q, +), a4, a3, a3, @4, c) sifie
He{H,i=11,20}, unde H = {c € S5 |74 = A}.

1) Daca H = Hy; =((123),(12)) = {¢,(123),(132),(12),(13),(23)}, atunci avem

(12), (13) € H, prinurmare 4 =12 4 si A = ¥4, de unde obtinem:

{alxl + ayx, + a3x3 + Xy +C = a1Xy + AyXg + A3X3 + X, +C
A X1+ ApXy + A3X3 + AuXy +C = aA1X3 + axy + a3x; +Fayxy +C

{a1x1 + Ar Xy = A1X7 + arXq
a1 X1 + C(3X3 = (X1X3 + a3x1.

Luand x; = 0, ultimele doua egalitati implica @; = @, = 3. Notdnd a; = a, = a3 = a si
a, = f3, operatia A ia forma:
A(x}) = ax; + ax, + ax; + Bx, +c,
unde 4 — tupla (xq, x5, x3,x,) este notatd prin (x7).
Deoarece (14) ¢ H,,, avem:
A4 o ax, + Bxy # Bx; + ax, © alx; — x,) # B(x; — x4),

Prin urmare a # . Deasemenea, (15) € H;; > A # 154 = A(A(X]), x5, X3, %) #+ X, =

alax; +ax, + axs + Bx, +¢) + ax, + axs + fx, + ¢ * x4.
Notand ax, + axs + Bx, + ¢ prin y din ultima inegalitate obtinem:

alax; +y) +y + xq,
care pentru a = I, implica —(—x; +y) +y # x; © x; # x4, ceea ce este o contradictie. Prin
urmare, a # I.
Analogic, deoarece (45) ¢ H,, avem:
A+ A(xy, %2, %3, A(XE)) # x4 ©
ax, + ax, + axs + Blaxy + ax, + axs + Bxy + ¢) + ¢ # x,4.

Notand ax; + ax, + ax; + c prin y din ultima inegalitate avem:
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Y+ B+ Bxy) # Xy,
ce implica § # I (pentru 8 =1 primim x, # x,, ceea ce este o contradictie).
2) Fie H = Hy, = ((124), (12)) = {e, (124), (142), (12), (24), (14)}.

Atunci (12),(14) € H, adica A= DA si A= "4, astfel a,x; + a,x, = ayx, + ayx; si
QX1 + QX = A1X4 + Ayxq, ce implicd a; = a, = a,. Notind a; = a, = a4, =a si az =
B, primim T —forma: T, = ((Q,+),a, a, B, a, ).
Asa cum (13), (15) si (35) nu apartin Hy,, avem: A4 = ¥4, 4= 4 s 4 % 94, prin
urmare:
ax, + fx3 # axz + fxq,

alax; +ax, + fx; +ax, +c) + axy, + fxs + ax, + ¢ # x4,

ax, + ax, + Blaxy + axy + Bxs + axy +¢) + axy + ¢ # x3,
ceea ce implicd, analogic p. 1), @ # S, a # I si B # I, respectiv.

3) H = Hys = ((134), (13)) = {g, (134), (143), (13), (34), (14)}. Utilizand faptul ca
(13),(14) € Hy3, obtinem A = (134 si A= (4, de unde avem a1X1 + a3x3 = a1xX3 + azxy
SI xq + Qux, = a1X4 + ay4xq, ceea ce implicd a; = a3 = a,. Notdnd a; = a3 = a, prin a
si ap prin B, primim ca T —forma quasigrupului este ((Q,+),a,B8,a,a,c) = Ts.

Din faptul ca (12), (15) si (25) nu apartin Hys, adica 4 # P4, A= @4 i 4% V4,
obtinem:
A1 X1 + Ayxy #F a1x; + ayxy,
alax, + Bx, + axs + axy, + ¢c) + Bx, + axs + ax, + ¢ # x4,
ax, + Blaxy + Bxy + axs + ax, + ¢c) + axs + ax, + ¢ # Xy,
ceimplicd @ # f,a #1 si B # 1.
4) H = Hy, = ((125),(12)) = {¢,(125),(12),(152), (25), (15)}. Deoarece (12),(15) € H;,,
avem A = ¥4 si A= (IS)A, adica
a1X1 + QX = A1Xy + AyXq, (3.151)
(a1 + axy + A3xg + Xy +C) + Ayxy + A3xs +Auxs +c=x; (3.152)

Substituind x, = 0 In (3.152), obtinem

Pentru X1 =Xp =X3 =Xyg = O, (3152) lmphCé
ac+c=0. (3.154)

Utilizand (3.153) si (3.154), si luand x; = x3 = x, = 0 Tn (3.152), primim
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ay(azx;) = I(azxy),
adica a; =1, deci
a, =a, =1. (3.155)

Notdnd a3 = a si a, = B, obtinem T —forma T, = ((Q,+),1,1,a, 3, c).
Acum, utilizand faptul ca transpozitiile (23), (35), (14) nu apartin H,4, avem inegalitatile:

AyXy + A3X3 # AyX3 + A3Xy,

Ix; + Ixy + a(lxg + Ix, + axs + Bx, +¢) + Bxy + ¢ # x3,
Ix; + Ix, + axs + B(Ixy + Ixy + axs + Bxs +¢) + ¢ # Xy,

ce implica a # B,a # I si B # I, respectiv.
5) H = Hy5 = ((135),(13)) = {¢,(135),(13),(35),(15),(153)}. Punadnd (13),(15) € Hys,
avem: P4 = 4 si "4 = 4, adica

ai1X1 + azxz = a1x3 + azxq, (3.156)

(a1 + axy + azxg + aux, +¢) + azxy + azxs +agx, +c =x,. (3.157)

Egalitatea (3.156) implica
a = az, (3.158)
si (3.157) implicd a;c+c¢c =0 (x; = x, = x3 = x4, = 0). Utilizdnd egalitatea a;c +c =0 si
punand x; = x, = x3 = 0 1n (3.157), primim
aq(agxy) + azx, =0,
adica a; = I. Conform (3.158), a; = a3 = I, atunci notand a, = a si a, = £, primim Ty =
(Q,+),I,a,1,B,c).
Deoarece (24), (25) si (45) nu apartin H;5, au loc urmatoarele inegalitati:
ax, + fx, # axy, + fx,,
Iy + a(lx; + ax, + Ix3 + Bxy +¢) + Ix3 + Bxy + ¢ # Xy,
Ixy + ax, + Ixs + BIxy + axy + Ixg + Bxy + €) + ¢ # Xy,
ce implica, respectiv, a # f,a # I, # I.
6) H = Hy¢ = ((145), (14)) = {¢, (145), (154), (14), (14), (45)}. Din (14), (15) € Hy, reiese
A="44i 4=94, adica
A1X1 + Xy = A1X4 + AyXq,

Ay (a1 + ax5 + A3x3 + auxy +C) + apxy + A3xg + agxy + ¢ = x4, (3.159)
ce implica, respectiv a; = a4 si a;c + ¢ = 0. Utilizand ultima egalitate Tn (3.159) si punand
X1 = x3 = x4 =0, avem ay(ayx,) = I(ayx,),Vx, € Q, adica a; = I, prin urmare

a, =a, =1. (3.160)
Notand a, = a si a3 = B, primim Ty = ((Q,+),1,a, 5,1, ¢).

91



Acum, utilizand faptul ca (23), (25) si (35) nu apartin Hq4, primim inegalitatile
ax, + fx3 # axz + fx,,
Ixy + a(lx; + ax, + Bxs + Ix4 +¢) + Bxs + x4 + ¢ # X3,
Iy +ax, + BUxy +axy + Bxs +1xy +c) + Ixy + ¢ # x3,
ce implica, respectiv, a # f,a # I, # 1.
7)  Hy; =((234),(23)) = {¢,(234),(243),(23),(24),(34)}. Din conditia ca (23),
(24),(34) € Hy; au loc egalitatile: A = @4, 4=34 4=0CY adica AyXy + azx; =
X3 + A3X;,
ApXy + ApXy = AaXy + AyXy, A3X3 + AuXy = A3X, + A3, ce implicd: a, = a3 = ay.
Notand @, = a3 =a, =a and a; = B, primim T —forma: T, = ((Q,+),5,a,a, a,c).
Inegalitatile a = B, B+ I si a #1 reies, respectiv, din conditiile ca (12) € H,,, (15) &
H,;,(25) & Hy,, astfel:
Bxq + ax, # Bx, + axq,

B(Bxy + ax, + axs + axy +¢) + ax, + axz + ax, + ¢ # xq,

Bxi +a(fxy; + ax, + axs + ax, + ¢) + axz + axy + ¢ # x,.
8) H = Hyg = ((235),(23)) = {¢,(235), (23), (35), (253), (25)}. Din(23),(35) € H,5, avem
A=y si A= (335)4, prin urmare

dyXy + A3X3 = AyX3 + A3Xy,
A 1x1 + ayx, + ag(@x; + azxy + a3x3 + Auxy +C) + Auxy + ¢ = X3, (3.161)

ce implica, respectiv,

a, = as (3.162)
si azc+c =0. Utilizdnd ultima egalitate si punand x, = x3 =x, =0 n (3.161), avem
as(ayx1) = I(axq), ce implica a; = I, astfel (conform (3.152)), a; = a3 = I. Notand a, =
asia, =6, primimT=Tg=(Q,+),allp,c).

Utilizdnd Ty si faptul ca (14) € Hyg, (15) € Hyg si (45) € H,g, obtinem inegalitatile:
ax, + fx, # axy + fxq,
alax; +1x, + Ix3 + Bxg +¢) +1x, + Ix3 + Bxy + ¢ # x4,
axy +Ix, + Ix;+ Blaxy +Ix, + x5+ Lxy +¢) + ¢+ xy,
ce implica, respectiv, a # B,a # 1 si § # 1.

8) H = Hyo = ((245), (24)) = {, (245), (254), (24), (25), (25), (45)}.

Din (24), (25) € H,o urmeaza, respectiv,

arX,H + ApXygy = ApXy + AypXy,
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a1x1 + ay(axq + ayxy + a3xs + auxy + ) + azx3 + Aux, + ¢ =Xy, (3.163)
ce implica, a, = a, si a,c + ¢ = 0. Utilizand egalitatea a,c + ¢ =0 si punand x; = x, =
x4, =0 Tn (3.163), primim a,(aszx3) = I(a3x3), astfel a, =1, adica a, = a4, = 1. Notand
a, =a si az = B, obtinem T —forma Ty = ((Q,+),,1,1,B,1,c). Acum, utilizdnd Ty si faptul
(13) & Hqo, (15) & Hyq si (45) € H,o obtinem inegalitatile:

ax, + fx3 # axz + fxq,
a(ax; + Ix, + Bxs +Ixy +¢) + Ix, + Bxs + x4 + ¢ # X4,
ax; + Ix, + Blaxy + Ixy + Bxg + Ix, +¢) + Ix3 + ¢ # x5,
ce implica, respectiv, a # 5, B # 1, a # I.
10) H = H,o = ((345), (34)) = {¢, (345), (354), (54), (35), (45)}. Deoarece (34), (35) € H,y,
avem A= Y4 si A=394, adica
A3X3 + QX4 = A3X, + AyX3,

a1x1 + ayxy + agz(ax; + azxy + azx; + agx, +¢) + aux, + ¢ = x3, (3.164)

ceea ce implica, respectiv, a; = a, si azc + ¢ = 0. Utilizand egalitatea azc + ¢ = 0 si punand
X1 = X, = x3 = 01n (3.164), obtinem as(asx,) = [(aux,), astfel a; =1, adica a; = a, = 1.
Notdnd a; = a si a, = f primim T —forma T,, = ((Q,+),a,B,1,1,c). Inegalitatile a # 3,
a # I si § # I reies nemijlocit din faptul ca (12) & H,q, (15) € Hyg si (25) € H,,, (utilizdnd
T —forma T,,), adica din urmatoarele inegalitati, respectiv:
ax, + fx, # ax, + x4,
alaxy + Bxy, +1x3 +Ixy +¢) + Bxy + x5+ Ix4 + ¢ # Xy,
ax, + Blaxy + Bxy +Ixg +Ixy+¢) +Ix3+Ixs+Cc#xy. O

Propozitia 3.6.1. 4 — T —quasigrupul (Q,4) cu T —forma T, = ((Q,+),a, a,a,B,c ), unde

a+fB,a+l,B+1, I(x) =—x,Vx € Q, are exact 20 de parastrofi distincti.

Demonstratie. Este suficient de ardtat ¢ H = {o € Sg| ’A = A} este subgrup de ordinul sase.
Daca T; este T —forma 4 — T —quasigrupului (Q, A), atunci
A(x]) = axy + ax, + axs + Bxy + ¢, VX, X5, X3, X4 € Q,
Astfel incat A=A Vo €S:, unde S’ ={o € Ss|o(4) =4,0(5) =5}, adicd Si CH.
Luand in considerare faptul ca {Ss7|7 € S5}:
U = {e,(14), (24), (34), (15), (25), (35), (45), (14)(25), (14)(35), (15)(24),
(15)(34), (24)(35),(25)(34), (145), (154), (245), (254), (345), (354)}.
Daci T € U, atunci B € Sit & 3o € Sl: for = PA=7"4= 7(°4) = A
Vom demonstra mai jos cd T € H,Vt € U \ {€}, adicaca H = S5'.
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Daci (14) € H, atuncii A=""4 o ax, + ax, + axz + Bx, +c = ax, + ax, + ax; +
Bxi + c = a = f8, ceea ce este o contradictie, deoarece (14) & H.
Tnmod analog, a = 8 implica (24) ¢ H si (34) ¢ H.
Daci (15) € H atunci A(x¥) = VA © AAGD), xq, %3, x4) = X, © a(ax, + ax, +
axs + Bx, +c¢) + ax, + axz + fx, + ¢ = x;. Notdnd ax, + ax; + ax, + ¢ prin y, primim
a(ax; +y) +y = x4, care (pentru x; = 0) implica « = - ceea ce este 0 cantrazicere, astfel
(15) ¢ H.
In mod analog obtinem (25) & H si (35) & H. De asemenea,
A = PDAh) o A(xy, x5 x5, A(Xy, X3, X3,%5)) = X4 ©
axq + ax, + ax; + f(axy + ax, + axz + fx, +¢) + ¢ = xy.
Notand ax; + ax, + ax; + x =y 1n ultima egalitate primim: g(Bx, +y)+y = x,, care
(pentru x, = 0) implica § = I — ceea ce este o contradictie, deoarece (45) ¢ H.
Daca (14)(35) € H, atunci:
A=Y o A(x) = (34)14(954: X2, X3, X1) € A(Xs, X2, A(x1), %1) = X3
ax, + ax, + alax; + ax, + axz + Bxy +c) + fx; + ¢ = x3. (3.165)
Luand x; = x, = x3 = x, In ultima egalitate rezulta ac + c = 0. Utilizdnd ac +c =0 si
atribuind x; = x3 = x4, = 0 in (3.165) obtinem a(ax,) = I(ax,), adica a = I,ceea ce este 0
contradictie, asa cum (14)(35) € H. In mod analog obtinem (14)(25) ¢ H, (15)(24) ¢ H,
(15)(34) ¢ H, (24)(35) & H si (25)(34) ¢ H.
Daca (145) € H, atunci: A = "4 & A(x4, x5, %3, A(xD)) = x; ©
ax, + ax, + ax; + flax, + ax, + axz + Bx, +¢) + ¢ = x;. (3.166)
Luand in (3.166) x; = x, = x3 = x4, = 0 rezultda Bc + ¢ = 0. Utiliz&nd egalitatea fc +c =0
si atribuind x; = x3 = x, = 0 in (3.166), obtinem S(ax,) = I(ax,), ce implica = I, ce este
o0 contradictie, deoarece (145) ¢ H.
Analog obtinem ca fiecare dintre substitutiile: (154), (245), (254), (345), (354) nu

apartine H. Prinurmare, H = S¢ = S, adica (Q, A) are exact 20 de parastrofi distincti.0o

Corolarul 3.6.1. 4 — T —quasigrupul (Q, A), unde {0 € Ss| A = °A} = ((123),(23)), are
exact 20 de parastrofi distincti daca si numai daca exista a,f € Aut(Q,+) siun element ¢ € Q,
astfel incat (Q, A) are T —forma ((Q,+), a,a,a,B,¢), unde a+B,a=1,B+1,I1(x) =
—x,Vx € Q.

Teorema 3.6.2. Nu exista 4 — T —quasigrupuri (Q, A), astfel incat grupul H = {oc € S| A =
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9A} este izomorf cu Z.

Demonstratie. Fie (Q,A) un 4 — T —quasigrup cu T —forma ((Q,+), a1, az, a3, ay4,c), si fie
H = {0 € Ss| A = °A}. Grupul S5 are 10 subgrupuri izomorfe cu Zg: H;,1,10. Vom arita mai
jos cd H # H;, pentru orice i = 1, 10.

Fie H = H, = ((123)(45)) = {&, (123)(45), (132), (45), (123), (132)(45)}. Asa cum
(123) € Hy, avem A = ®¥4 & A(x}) = A(xs, x4, X3, x,), care implica

ai1x1 + AyXxy + a3xX3 = A1 X3 + AX1 + A3X5. (3.167)
Punand x; = x3 = 0, si respectiv x; = x, =0, in (3.167) prim a, = a3 si a; = a3, adica
a;=a,=az. Notdnd a; =a,=az=a, obtinem T=((Q +),aaa a,c) adici
A(x)) = ax, + ax, + axs + azx, + c. De asemenea, (45) € H,, astfel A(x}) = “Daxd),
adicd x, = A(xy, x5, %3, A(x])) ©
ax, + ax, + axs + az(ax; + ax, + axz + agx, +¢) + ¢ = x4, (3.168)
care (pentru x; = x, = x3 = x4 = 0) implicd a,c + ¢ = 0. Utilizand ultima egalitate in (3.6.18)
si punand x; = x, = x4, =0, avem a,(a(x3)) =I(ax3), adica a, =1, prin urmare T =
((Q,+),a,a,a,1,c). insa 4 — T —quasigrupul (Q, A) cu asa T — forma satisface, de exemplu,
egalitatea A(x¥) = P A(xb) si (12) ¢ Hy, prin urmare H # H;.

Fie H = H, = ((124)(35)) = {¢, (124)(35), (1142), (35), (124), (142)(35)} Deoarece

(124) € H, avem A(x}) = PYA(xh) © A(xh) = A(xy, 1, X3, x5), ce implica
A1X1 T AXy + AyXy = A1X4 + X1 + AyX,. (3.169)
Pentru x; = x, = 0 sirespectiv x; = x4, = 0, in (3.169), obtinem a; = a, = a,.

Notand a; = a, =a, =a, avem T = ((Q,+),a,a, a3, a,c), adicd A(x7}) = ax; +
ax, + asxs + ax, +c, ceea ce implica, in particular, A(x¥) = PA(x?) - o contradictie,
deoarece (12) ¢ H,, deci H # H,.

Fie H = H; = ((125)(34)) = {¢,(125)(34), (152), (34), (125), (152)(34)}. Asa cum
(34) € H; avem A(x}) = (34)A(xf), ceea ce implicd a3x3 + @ux, = agxy + ayx;, astfel
(luand x, = 0) a3 = a,. Notdnd a3 = a, = a si considerand (125) € Hs, atunci A(x}) =
(125) A (x#), de unde rezultd A(x,, A(x?), x3,%x,4) = x,, adicd

a1x, + ay(ayxy + ayx, + axg +ax, +¢) +axs + ax, + ¢ = xq, 3.170)
care (pentru x; = x, = x3 = x4, = 0) implica a,c + ¢ = 0. Utilizand ultima egalitate in (3.170)
siludnd x; = x, = x, = 0, avem a,(ax3) = I(ax3), adica a, = I.

Deasemenea, pentru x; = x; = x, = 0, egalitatea (3.170) implica
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azx; = 1(a1x;) © x; = I(ayxy),
adica a, = I, prin urmare, T = ((Q,+),1,1, @, &, ¢). Tn particular, obtinem A(x¥) = PA(xb),
ceea ce este imposibil, deoarece (12) ¢ Hs.

Fie H = H, = ((134)(25)) = {, (134)(25), (143), (25), (134), (143)(25)}. Pentru
(134) € H, avem A(x}) = BYA(xh) o A(x) = A(xg, xp, %4, X3), Prin urmare,

A1X1 + A3X3 + Xy = A1 X4 + A3X1 + AyX3. (3.171)
Luand x; = x3 = 0 si, respectiv x; = x, = 0, In (3.171) rezultd a; = a, si a3 = a,, atunci
a; = az = ay.
Notand a; = a3 = @, = @, obtinem T —forma T = ((Q,+), @, ay, @, a,c), atunci A(x}) =
ax, + ayx, + axs + ax, + ¢, ce implica, de exemplu, A(xH) = ®PAx}) — o contradictie,
deoarece (13) ¢ H,, atunci H # H,.

Fie H = Hs = ((135)(24)) = {&, (135)(24), (153), (24), (135), (153)(24)}.  Din
faptul ci(24) € Hs avem A(x7) = (24)A(xf), adicd a,x, + ayx, = QX4 + ayX,, Care implica
a, = a,. Notand @, = a, = a si considerand A = P94 & AA(x}), xp, x4, %4) = x5 &

a? + (aay)x, + (aza)x; + (@a)x, + a;c + ax, + azx; + ax, + ¢ = x3. (3.172)
Luand x; =x, =x3 =0 si, respectiv x, =x3 =x, =0, obtinem a; =a; =1, atunci
A(x)) = Iy + ax, + Ixs + ax, + ¢, care implica A(x) = DA, unde (13) ¢ He.

Fie H = H, = ((145)(23)) = {¢, (145)(23), (154), (23), (145), (154)(23)}. Pentru (23) €
H adicd A(x}) = (23)A(xf), primim  a,x, + azx3 = a,x3 + azx,, astfel a, = a3. Notand
a, =as =a, reiese T = ((Q,+), a1, a, a, ay, c).

Deoarece (145) € H,, astfel 4 = M4 & AAGD), xy, X3, 2%1) = X4 ©

a? + (aay)x, + (@ay)xs + (@ua1)x, + ac + ax, + axs + azx, + ¢ = x4, (3.173)
care (pentru x; = x, = x3 = x4 = 0) implicd a;c +c = 0.

Utilizand ultima egalitate si ludnd, respectiv, x; = x, = x4, =0 si x; =x, =x3 =0 1n
(3.173), obtinem a; = a, = I, prin urmare, A(x}) = Ix; + ax, + ax; + Ix, + ¢ ce implicd, n
particular, A(x¥) = ™ A(x#) — contradictie, deoarece (14) ¢ H,.

H = H, = ((234)(15)) = {¢, (234)(15), (243), (15), (234), (15)(243)}. Din (234) € H,
reiese A(x¥) = @D A(x®), prin urmare,

ApXy + A3X3 + ApXy = ApX4 + AzXy + AyX3. (3.174)

Considerand x, = x5 = 0 si, respectiv x, = x, = 0, in (3.174), obtinem a, = a, si a3 = ay,

deoarece a, = a3z = ay.
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Notand a, = a3 = a, = a, primim A(x7) = ayx; + ax, + axs + ax, + ¢, ce implica,
de exemplu, A(x%) = @ A(x}) — contradictie, deoarece (23) & H..

H = Hg = ((14)(235)) = {&, (14)(235), (253), (14), (235), (14)(253)}. Din (14) € Hg,
primim A(x%) = VA(xh), reiese ayx; + ¥, = ayx, + aqx;, astfel a; = a,. Deasemenea
(235) € Hg = A(x}) = BVA(xd) © Aley, A(xE), x5, %,) = x5 ©

a1x; + ay(ayxy) + a2 (asxs) + ay(agxy) + ayc + azx, + a;xq + ¢ = x3, (3.175)
ce implicd a,c + ¢ = 0. Utilizdnd ultima egalitate si punand x; = x, = x3 = 0 si, respectiv
x; =x3=x,=0, In (3.175) avem a, = az =1. Notdnd a; = a, = a obtinem A(x}) =
ax, + Ixy + Ixs + ax, + ¢, ce implica, In particular, 4 = *4 — contradictie, deoarece
(23) ¢ Hg.

Fie H = Hy = ((13)(245)) = {¢, (13)(245), (254), (13), (245), (13)(254)}. Deoarece
(13) € Hy avem A(xH) = @A) ce implicd ayx; + asxs = ayxs + asx;, prin urmare,
a, = as. Lafel, (245) € Ho, astfel A(x?) = #*PA(x4), de unde reiese
ar1x; + ay(ayx;) + asx, + ap(ayx3) + ay(@yxy) + apc + a1x3 + ayx, + ¢ = x4, (3.176)
ce implica a,c + ¢ = 0. Acum, utilizdnd ultima egalitate si punand x; = x, =x, =0 s,
respectiv x; = x3 = x, = 0, in (3.176) primim a, = a, = I.
Notind @, = a, = I obtinem A(x}) = ax; + Ix, + axs + Ix, + ¢, astfel A = ¥4,
ceea ce este o contradictie, deoarece (24) € H,.
Fie H=H, = ((12)(345)) = {¢, (12)(345), (354), (12), (12)(354), (345)}. Din
(12) € Hyo, adica A(x¥) = PPDA(x}), reiese ayx, + apx, = ayx, + ayxy, adicd a; = a,.
Deasemenea (345) € Hyo, adicd A(x}) = C*¥A}) © Alxy, xp, AGxH), x3) = X4 © ayxy +
Ay X, + az(a1xq) + az(azx;) + az(azxs) + az(ayx,) + a3¢ + ayxs + ¢ = xy, (3.177)
care (pentru x; = x, = x3 = x4 = 0) implica azc +c = 0.
Utilizand ultima egalitate si punand x, = x3 = x, = 0 s, respectiv x; = x, = x3 =0,
in (3.177), obtinem a; = a, =1. Notdnd a; = a, = @, avem A(x}) = ax; + ax, + Ix5 +

Ix, + c, ce implica in particular A = By contradictie, atunci H # Hy(.0

Teorema 3.6.3. Nu exista 4 — T —quasigrupuri (Q,A) astfel incat H € {H,1,H,,,..., H3p},
unde H = {o € S| A = %A}.

Demonstratie. In acest caz subgrupul H este generat de doua substitutii a si 8, de ordinul 3 si,

respectiv 2, unde S este produsul a doud transpozitii independente. Demonstratia teoremei este
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analogica demonstratiei Teoremei 3.6.2. Vom demontra ca fiecare egalitate H = K, unde K €
{ Hy1,H,3, ... , H3p}, conduce la o contradictie.

Fie (Q,4) un 4 —T —quasigrup cu T —forma T = ((Q,+),ay,az, a3, a4,c) si fic
H ={c€Ss|A= A}

Daci H = H,, = ((123), (12)(45)), atunci (123) € H, adica A(x}) = ®ad),
astfel a;x; + ayx, + azx; = a;x3 + a,x; + azx,. Ludnd x; = x, = 0 si respectiv, x; =
x3 =0, 1In egalitatea precedenta, avem a; =a,=a3 prin urmare, T =
((Q,+), a1, ay, ay, ay,c) ce implicd, Tn particular, A(x7) = (IZ)A(xf) — contradictie, deoarece
(12) ¢ H.

Fie H = Hy, = ((124), (12)(35)), atunci (124) € H, adica A(x}) = ®®Y4(xb), prin
urmare, aix; + @yX; + aux, = a1x4 + ayx; + aux,. Din ultima egalitate rezulta a; = a, =

(12) 4

a, siT= ((Q,+) a,a1,a3,a4,c), ce implica A= — 0 contradictie, deoarece (12) ¢

H.

Daci H = H,3; = ((125),(12)(34)), atunci (123) € H, prin urmare, A(x{) =
UDEDAxH), ce implicd ay =a, si as =a, adici T= ((Q,+),ay,ay,as asc). In
particular, obtinem A(x}) = P A(x%) - contradictie, deoarece (12) ¢ H.

Fie H = H,, = ((134),(13)(25)). Deoarece (134) € H, avem: A = (134)A, astfel

a1x; + a3x3 + Xy = QX4 + AzX1 + AX3.
Din egalitatea anterioard rezultda @, = a3 = ay, adica T = ((Q,+), a1, az, a1, a1,¢) si, In
particular, A(x) = DA} - contradictie.

Daci H = H,s = ((135), (13)(24)), atunci (13)(24) € H, adica A = @4 astfel

aq1Xq + arXo + a3X3 + AypXy = A1X3 + ArXy + a3Xq + dyXo,

ce implica a, = a4 si a; = a3, prin urmare, T = ((Q,+), @y, @y, a4, a3, €) asa, in particular,
A = 94 - contradictie, deoarece (13) ¢ H.

Fie H = H,, = ((145), (14)(23)). Fiindci (14)(23) € H, avem A = ®¥@Y 4 asifel
A1X1 + ApXy + A3X3 + AuXy = A1 X4 + A X3 + A3X, + ayxq, ce implicd a; = a, sI ay = ag,
prin urmare, T = ((Q,4), @y, @y, @z, ay,¢) si deoarece A= “P4 - contradictie, deoarece
(23) ¢ H.

Fie H = H,, = ((234), (15)(23)). Fiindca (234) € H, avem 4 = ®*Y4, astfel

arX5 + a3X3 + Ay Xy = ApXy + a3X, + dyX3,
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ce implicd @, = a3 = ay, adicd T = ((Q,4), a1, @y, a0z, @y, ) si, in particular, 4 = ¥4,
insa (13) ¢ H.

Daci H = H,5 =((235),(14)(23)), atunci (14)(23) € H, prin urmare, A =
ADEH 4 ce implicd a; = a, si ap = az, adicd T = ((Q,+), @y, ay, &3, ay,c). In particular,
primim A = ®¥4 - contradictie, deoarece (14) ¢ H.

Daca H = H,9 = ((245),(13)(24)), atunci (13)(24) € H, prin urmare,
A =0y e implici a; =az si ay, =a,, adica T = ((Q,+), a1, ay, as,az,c). In
particular, avem A = (134 ceea ce este imposibil, deoarece (13) ¢ H.

Fie H = Hyy, = ((345),(12)(34)), atunci (12)(34) € H, prinurmare, A = (12)(34),4,

ce implicd ay = @, si as = a,, adici T = ((Q,+),ay, @y, ay, &, ¢). In particular, obtinem

A =094 contradictie, deoarece (12) ¢ H.o

Exemplul 3.6.1. 4 — T —quasigrupul (Zs, A), unde A(xy, x5, x3,X%4) = X1 + x5 + x5 + 2x, are
exact 20 de parastrofi distincti. In acest caz H = {c€S5|A= °A}=H,, =
((124), (12)). Setul maximal de parastrofi distincti este determinata de orice set de reprezentanti

ai claselor de resturi ale grupului Ss n raport cu subgrupul H, de exemplu,

LAGE = x1 + X%, + X3 + 2%, 11. @9CYA(xh) = Zx; + Fx, + 313 + x4
2. MA0xh) = x; + x5 + 223 + X4 12. DGV 44y = Tx, + 3x, + x5 + Gy,
3. ®YA(d) = 2y + 2y + x5 + x4 13. MC9 g () = Zx; + 3, + Bz + x4
4.CPAh) = 21 + x5 + X3 + x4 14. YAt =3y + 2, + Fog + Fxy;

5. M A(xt) = x; + Bxy + B + 3xy; 15. @A) = 3x; + &, + x5 + 4y

6. CVA(xE) = x1 + Fxy + 313 + 4y 16. PG g (x%) = 3x, + dxy + Fxs + x4
7.CDA(xt) = x; + 3x, + Fx; + By 17. BYA(xh) = 32, + 2%, + 2x3 + 2%
8. “DA(xt) = Bxy + x, + Bz + 304 18. ®VCYA(xt) = 2y + 3x, + 225 + 2y
9. W) g (x4) = Zx, + x, + 3x5 + dxy; 19. O A(x¥) = 2%, + 2x, + 3x3 + 2%,
10. WY@ 44y = dx, + Fx, + x5 + 3xy; 20.%5A(x4) = 2x, + 2%, + 2%3 + 3%4.

Corolarul 3.6.2. Exista 4 — T —quasigrupuri cu exact 20 de parastrofi distincti de orice ordin

impar g > 1, unde (q,3) = 1.

3.7. Concluzii la Capitolul 3
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Capitolul trei se refera la T —quasigrupurile 4-are cu un numar exact dat de parastrofi
distincti.

Sunt date conditii necesare si suficiente caun T —quasigrup 4-ar sa aiba numarul maximal
dat (atins) de parastrofi distincti egal cu 1, 5, 10 sau 20. De asemenea, se demonstreaza ca nu exista
T —quasigrupuri 4 —are cu numarul exact dat de parastrofi distincti k, unde k € {2, 6,15}.

Sunt prezentate urmatoarele estimari ale spectrului 4-T-quasigrupurilor finite cu numarul
exact de parastrofi distincti d, unde d € {1, 5, 10, 20}:

v' Existd 4 — TS — T —quasigrupuri de orice ordin q € N,q = 2.

v Existd 4 — T —quasigrupuri cu exact 5 parastrofi distincti pentru orice ordin q,q = 3.

v" Pentru orice ordin impar q,q =3 exista 4 — T —quasigrupuri cu exact 10 parastrofi
distincti.

v Exista 4 — T —quasigrupuri cu exact 20 de parastrofi distincti de orice ordin impar q >

1, unde (q,3) = 1.
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4. QUASIGRUPURI TOTAL PARASTROFIC-ORTOGONALE

Quasigrupurile n —are in care seturile maximale de parastrofi distincti formeaza sisteme
ortogonale se numesc quasigrupuri total parastrofic-ortogonale. O notiune analogica a aparut
initial in caz binar, fiind introdusd de autoarea tezei, Tn colaborare cu G. Belyavskaya, unde
quasigrupurile binare cu toti cei 6 parastrofi ortogonali au fost numite totCO-quasigrupuri (total
conjugate-orthogonal quasigroups) [18]. Quasigrupurile ternare mediale parastrofic-ortogonale
au fost studiate de I. Fryz si F. Sokhatsky [59], care au stabilit conditii necesare si suficiente ca un
quasigrup ternar medial sa posede sisteme ortogonale, respectiv puternic ortogonale din sase (toti)
parastrofi principali, si au demonstrat ca, pentru orice n > 3, nu existd quasigrupuri n —are
multimea parastrofilor principali ai carora formeaza un sistem puternic ortogonal.

Tn primele trei paragrafe ale acestui capitol sunt studiate quasigrupurile binare, ternare si
4-are total parastrofic-ortogonale, iar in ultimul paragraf sunt date metode de constructic a

quasigrupurilor n —are parastrofic-ortogonale.

4.1. Quasigrupuri binare total parastrofic-ortogonale

Definitia 4.1.1. Quasigrupul binar in care tofi cei sase parastrofi formeaza un sistem ortogonal
se numeste totCO-quasigrup.

Urmand [9], pentru reprezentarea elementelor grupului simetric S3 vom utiliza notatiile: 1 —
substitutia identicd, r = (23), [ =(13), s =(12). Dacid parastrofii %A si Fa ai unui
quasigrup binar (Q,A) suntortogonali, atunci vom mai nota a L . Observimca s = rir = Ilrl
sicdi « L B implica ra L rf, deci obtinem:

rlri= 111 slilr, lLlIr=11r, slrl, 1Ls=>rllrn l1r.

Utilizand implicatiile de mai sus, obtinem conditii necesare si suficiente caun T —quasigrup binar

sa fieun totCO — T —quasigrup.

Propozitia 4.1.1. T —quasigrupul binar (Q,A4), unde A(x,y) = ¢x +py +c,c € Q, este un
totCO —quasigrup dacd si numai dacd aplicatiile ¢ + €, ¢ — ¢, Y+ &, Y —¢, 9>+, P2 +
©, =Y, ¢+, Yo — € sunt bijectii.

Demonstratie. Orice doi parastrofi ai unui totCO —quasigrup sunt ortogonali, deci avem: 1 L[
sau sLlir=¢ +c€Sp;rlrl=¢ +tc€Sysip—¢c€Sy, 1Llr sau slrl =y +
EESy, lLlr=>9Y+e€S, si Y—e€Sy, 1LIrsau slLl =¢+yP*€S,1Lrlsau
slr=¢*+yeS, rilrsaurlili=¢p—-ypeSylls =>9p—YPEeES, si p+Y €
Sop (Lrsaulr Lrl=yp —ec€S,.0

Observam ca, daca multimea de parastrofi distincti ai T —quasigrupului (Q,A): A(x,y) =
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@x + Py este ortogonald, atunci multimea de parastrofi distincti ai T —quasigrupului (Q, B):

B(x,y) = ¢x + Yy + c cu ¢ # 0 la fel este ortogonala.

Corolarul 4.1.1. T —quasigrupul (Z,,A), A(x,y) = ax + by, este un totCO — quasigrup
dacd §i numai dacd numerele a+1,a—1,b+1, b—1,a®> +b, b>+a,a—b,a+ b,ab —1
sunt reciproc prime cu n.
Demonstratie. Intr-adevir, in acest caz aplicatiile ¢ +&, ¢ —¢, Y+, P —¢, Q>+, P> +
®, =Y, ¢+, P — ¢ iau forma:
o +te (p+e)x=ULs+e)x=(a+ 1Dx;
(- (p—&x=(Lg—&)x=(a—-1x;
W+e): W+ex=ULp+e)x=(b+ 1x;
W—e):@—8)x=(UL,—)x=(b—1x;
(0% +9): (p* + Y)x = (L% + Lp)x = (a® + b)x;
W + @) @? + @)x = (L + Lo)x = (b* + a)x;
(@ =) (¢ —P)x = (Lg — Lp)x = (a — b)x;
(@ +¥): (¢ +Y)x = (Lg + Lp)x = (a + b)x;
Yo —&): (Yo —e)x = (LpLg — &)x = (ab — 1)x,
deci sunt bijectii daca si numai dacd elementele ce le corespund sunt reciproc prime in raport cu
n. Mentionam ca, in acest caz numerele a si b la fel sunt reciproc prime cu n, deoarece
(Q,A) este un quasigrup. [
In baza corolarului de mai sus se obtin conditiile necesare si suficiente ca quasigrupul

(Z,,,A), A(x,y) = ax + by, si fie un totCO —quasigrup.

Corolarul 4.1.2. Daci T — quasigrupul (Z,,A), A(x,y) =ax+ by, este un totCO —
quasigrup, atunci a # —1,1,b,—b, —b?; b # —1,1,—a?, ab # 1 (mod n).

Aceste conditii exclud cazul in care elementele sunt congruente cu 0 modulo n. Tn caz contrar,
aplicatiile T — @si 1 — b nu sunt bijective.
Teorema 4.1.1. Pentru orice numar intreg n = 11, ce este reciproc prim cu 2, 3, 5 si 7, exista

totCO —quasigrupuri de ordinul n.

Demonstratie. Consideram quasigrupul (Z,,A), A(x,y) = 2x + 5y, unde (2,n) =1 si
(5,n) =1. Ludnd 1in considerare conditiile din Corolarul 4.1.2., pentru quasigrupul
(Z,,A) avem: (a+1Dx=3x, (a—Dx=x, (b+Dx=6x, (b—1x =4x, (a®>+b)x =
9x, (b? + a)x = 27x,(a — b)x = —3x,(a + b)x = 7x,(ab — 1)x = 9x. Deoarece n > 11,

aplicatiile 3x, 4x, 6x, —3x, 7x, 9x, 27x sunt reciproc prime cu n, deci n este reciproc
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primcu 2, 3 si 7. Observam cd, daca (3,n) =1 atunci (=3,n) = (n—3,n) = 1. Fieca n este
reciproc prim cu 2, 3, 5si 7, atunci n # 27 si n < 27, doardaca n = 11,13,17,19, 23. Toate
aceste ordine sunt numere prime, astfel (27,n) =1 pentru oricare dintre ele. Daca n > 27
atunci, deoarece n este reciproc prim cu 3, obtinem (27,n) = 1. Astfel, din Corolarul 4.1.2
rezultd ca quasigrupul (Z,,A4), A(x,y) = 2x + 5y, este un totCO —quasigrup pentru orice

n reciproc primcu 2, 3,51 7. O

Corolarul 4.1.3. Exista totCO —quasigrupuri de orice ordin n = pflpé‘z...pfs, unde p; este

numar prim, p; # 2,3,5,7,k; =2 1,i=1,2,...,5, s =2 1.

Pe langd quasigrupul utilizat in demonstratia Teoremei 4.1.1, existd si alte quasigrupuri cu

proporietati similare.

Propozitia 4.1.2. Consideram quasigrupurile (Z,,4;), i =1,2,...,8, unde:
A (x,y) = 2x + 4y, A,(x,y) = 3x + 5y, A3(x,y) = 2x + 3y, A,(x,y) = 2x + 8y,

As(x,y) = 5x + 10y, Ag(x,y) = 5x + 11y, A,(x,y) = 3x + 7y, Ag(x,y) = 3x + 9y.
Sunt adevarate afirmatiile:
1) Quasigrupurile (Z,, A,) si (Z,,A,), sunt totCO —quasigrupuri daca si numai daca n este
reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5 si 7;
2) Quasigrupurile (Z,,A;) si i = 3,4,5,6, unde sunt totCO —quasigrupuri daca si numai daca
n este reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5, 7 si 11;
3) Quasigrupurile (Z,, A) si (Z,,Ag), unde sunt totCO —quasigrupuri daca si numai daca n
este reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5, 7 si 11.
Demonstratie. Demonstratia propozitiei are la baza relatiile prezentate in Corolarul 4.1.2. n plus,
observim ci printre numerele din Corolarul 4.1.2 cel mai mare numir este b? + a pentru toate
aceste quasigrupuri. Acest numar este m; = 18 (respectiv, m, = 28, m3 = 11, m, = 66,
ms = 105, mg = 126, m, = 52, mg = 84 ) pentru quasigrupurile A; (respectiv, pentru
quasigrupurile A,, As, As, As, A A, Ag). Insi, daci n este reciproc prim cu 2, 3, 5, 7,
atunci primul numar compus este n = 121 si (126,121) = (5,121) = 1. Celelalte numere m
sunt mai mici decat n. Numairul b? + a 1in fiecare dintre quasigrupurile considerate este reciproc
primcu 2,3,5,7 pentruquasigrupurile A; si A,, reciproc primcunumerele 2,3, 5,7, 11 pentru
quasigrupurile As, Ay, As, Ag si, respectiv, reciproc prim cu 2, 3, 5, 7, 13 pentru quasigrupurile
A,, Ag. [l

Exemplul 4.1.1. Quasigrupurile (Z1,A;), (Z13,A5),(Z17,A3),(Z17,A,4),(Z17,As), (Z19, Ag),
unde A;(x,y) =3x +9y,4,(x,y) = 6x + 8y, As(x,y) = 6x + 12y, A,(x,y) = 7x + 11y,
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As(x,y) = 8x + 10y, Ag(x,y) = 9x + 11y, sunt totCO —quasigrupuri idempotente.

Pentru a arata ca aceste quasigrupuri sunt totCO-quasigrupuri idempotente este suficient
de verificat conditiile prezentate in Corolarul 4.1.2, precum si relatia de idempotenta (adica fiecare
dintre aceste quasigrupuri satisface relatia A(x, x) = x).

Pentru quasigrupul (Z,,,A;): A;(x,y) =3x+9y, avem a =3,b =9. Prin urmare,
—b=2,-b*=7,—a?=2,ab =5 (mod 11). Astfel, acest quasigrup satisfice conditiile
Corolarului 4.1.2, deci (Z,,,A;) este un totCO —quasigrup. Deoarece

A(x,x) = 3x +9x = 12x = %,
quasigrupul (Z;,,A,) este un totCO —quasigrup idempotent. Analogic se aratd ca si celelalte

quasigrupuri sunt totCO —quasigrupuri idempotente. O

Exemplul 4.1.2. Quasigrupul (Z;,,A), unde A(x,y) = 2x + 4y este un totCO —quasigrup si
are urmatoarea multime de parastrofi distincti:
A(x,y) = 2x + 4y, *A(x,y) = 4x + 2y, TA(x,y) = 8x + 13y,
"A(x,y) =13x + 8y, 'A(x,y) = 9x + 15y, "A(x,y) = 15x + 9y.
Pentru a arata ca multimea respectiva formeaza un sistem ortogonal este suficient de observat ca
orice doi parastrofi sunt ortogonali. Tn acest caz avem a? = 4,b? = 16, ab = 8 (mod 17) si sunt

satisfacute conditiile Corolarului 4.1.2. Deci, cei sase parastrofi formeaza un sistem ortogonal.

Propozitia 4.1.3. Orice parastrof al unui totCO —quasigrup este la fel un totCO —quasigrup.

Demonstratie. Intr-adevar, fie (Q,A) un totCO —quasigrup. Atunci sistemul Z(A) = {4, ‘A,
"A,'"A, A, SA} este ortogonal. Fie acum (Q, °4A) un parastrof al totCO — quasigrupului
(Q,A4),unde o € S5\ {e}. Construim sistemul de parastrofi:
$(°4) = {oA, z(oA), T(94), lr(aA)’rl(aA)}_
Fixdm un anumit o in Sz, de exemplu ¢ =[. Tinand cont de asociativitatea operatiei de
compunere a functiilor si de relatiile
U=1lrl=srll=rsl=1lll=Ir
obtinem
$(la)={'a 'C'a, ('), "('4).7 ("), "('a)} = 2.
Astfel parastroful (Q, lA) la fel este un totCO —quasigrup. In mod analog procedim pentru

celelalte valori ale lui o. [
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4.2. Quasigrupuri ternare total parastrofic-ortogonale
Fie (Q, A) un quasigrup ternar. Sistemul format din trei parastrofi ai acestui quasigrup
{“A, Fa, 74 } este ortogonal daca sistemul de ecuatii
TA(x1,x2,%3) = a,
ﬁA(xl, xZ, X3) = b,
VA(xl,xZ,x3) =
are solutie unica in Q, pentru orice a, b, c € Q.
O multime de parastrofi distincti ai unui quasigrup ternar se numeste sistem ortogonal daca

orice trei parastrofi din aceasta multime sunt ortogonali.
Quasigrupurile ternare cu seturi maximale ortogonale din trei parastrofi distincti

Quasigrupurile ternare cu trei parastrofi distincti ortogonali sunt studiate in lucrarile [59,
105, 121]. n [80] McLeish studiaza quasigrupurile ternare cu exact 3 trei parastrofi distincti si
indica seturile de identititi ce trebuie sa fie satisfacute de acest quasigrup. Tn acest caz, seturile de
identitati utilizate de catre McLeish definesc subgrupurile grupului S,, izomorfe grupului diedral

Dg. Analizand seturile de identitati descrise de catre McLeish, conchidem ca daca un quasigrup
ternar are exact trei parastrofi distincti, atunci unul dintre aceste triplete este {A, 123)4, (132)A}.

Conform definitiei ortogonalitatii operatiilor ternare, cei trei parastrofi distincti sunt si ortogonali
daca sistemul de ecuatii
A(xq1,x5,%x3) = a,
(123)14(961, x2' X3) = b,
(132)A(x1'x2'x3) =c,

are solutie unicd, pentru orice a, b, c € Q.

Teorema 4.2.1. Un T —quasigrup ternar(Q, A), cu T —grupul (Q, +), are exact trei parastrofi
distincti, ce sunt si ortogonali, daca si numai daca operatia A(xq,x,,x3) are una dintre
urmatoarele forme:

ax, +ax, +Ix3+c,Ix; + ax, + ax; +c,axy + I1x, + axs + ¢,

unde Ix = —x, a # ,2a #¢, a’> =¢, ac =Ic, a € Aut (Q,+), c € Q.

Demonstratie. Forma operatiei unui T —quasigrup ternar cu exact trei parastrofi distincti a fost
stabilita in Propozitia 2.3.2, unde se arata ca un T —quasigrup ternar are exact trei parastrofi
distincti daca si numai daca forma operatiei este una din cele trei indicate In enuntul teoremei,
unde Ix =—x, a#1, a’?=¢, ac=1Ic, a € Aut (Q,+), c € Q,Vx € Q. Rimane de aritat
cd, daca 2a # ¢, atunci cei trei parastrofi distincti sunt si ortogonali.
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Fie  A(xq,x3,x3) = ax; + ax, + Ix3 + ¢, atunci (123)A(x1,x2,x3) =ax, +Ix, +
(

ax; +c si 1B'Z)A(xl,xz,x3) = [x; + ax, + ax; + c¢. Prin urmare,
a a I
1{a,004,034): a1 o =1Qa+ D@+ )
I a «

Deoarece cei trei parastrofi sunt distincti, rezultd cd a # [. Prin urmare, a + & este un
automorfism al grupului (Q, +). Deci, cei trei parastrofi distincti sunt si ortogonali, doar daca
2a + I este un automorfism al grupului abelian (Q, +), adica doar daca 2a # «.

Analog procedam si pentru celelalte doua operatii, sistemul de parastrofi distincti fiind acelasi, si

facand abstractie de ordinea parastrofilor. o

Corolarul 4.2.1. Fie (Z,,A) un T-quasigrup ternar cu T-grupul (Z,,+). Atunci (Z,, A) are
exact trei parastrofi distincti, ce sunt §i ortogonali, daca si numai dacd operatia A(xq,x,,Xx3) are
una dintre urmdtoarele forme: ax,+ax, +n—1x3+c¢,ax; +n— 1x, +ax; +¢ sau
n—1x; +ax, +ax;+c,unde (a,n) =1, (aan—1)=1,2a—-1,n) =1 a? =1 (mod n),

a,c € Ly,

Demonstratia corolarului rezultd direct din demonstratia Teoremei 4.2.1, acest quasigrup

fiind un T —quasigrup ternar.

Corolarul 4.2.2. Exista quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distincti ce sunt §i

ortogonali, de orice ordin impar g > 3.

Demonstratie. Consideram quasigrupul ternar (Zq,A),A(xl,xz,x3) =x; +x, —x3, Unde q

este numar impar si ¢ = 3. Quasigrupul (Zq,A) are exact trei parastrofi distincti deoarece:

A= BV = (320, _ Q423), _ (126, _ (9@, - 9@, - (D4 _ o 4oy

(123) g _ (13) g _ (@9, _ (1240) 4 _ (143) 4 _ (239) 4 _ ((1234) 4 _ (1432) 4 _ x4 x4+ X,

(32)4 _ @)y _ (0, _ (42 _ (30, _ @43)y _ (1243 _ (13424 _ 5 00 4y

Observam ci

1 1 -1
-1 1 1| =4 (modq),
1 -1 1

este un element inversabil in inelul Z, pentru orice q impar, g > 3. Prin urmare, sistemul de

parastrofi distincti ai quasigrupului (Z,, A) este ortogonal. o

Corolarul 4.2.3. Fie (R, +,") campul numerelor reale si (R, A) un quasigrup ternar liniar peste
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R. Atunci (R, A) este un quasigrup ternar idempotent cu exact trei parastrofi distincti ce sunt §i
ortogonali daca si numai daca operatia A(x,, x,, x3) are una dintre formele:
X1+ Xy — X3, X1 — Xy +x3 5QU —xq +x; + Xx3.

Demonstratie. Consideram operatia A(xq, x5, X3) = X1 — X, + x3. Multimea de parastrofi
distincti ai acestui quasigrup este:
A(xq, X9, X3) = X1 — Xp + X3,
(12)A(x1,x2,x3) = —x; + x, + x3,
(23)A(x1,x2,x3) =X, + X, — X3.

Observam ca,

1 -1 1
-1 1 1|=—-4+0.
1 1 -1

Conform regulii lui Cramer, sistemul de ecuatii liniare, dat mai sus, este compatibil determinat pe

multimea numerelor reale. Deci, cei trei parastrofi distincti formeaza un sistem ortogonal. o
Operatia utilizata pentru demonstrarea Corolarului 4.2.3 asigura existenta quasigrupurilor

ternare infinite cu exact trei parastrofi distincti ce sunt si ortogonali. Astfel, are loc urmatoarea

afirmatie.

Corolarul 4.2.4. Exista quasigrupuri ternare infinite cu exact trei parastrofi distincti ce sunt si

ortogonali.

Quasigrupuri ternare cu un maximum atins din patru parastrofi distincti si

ortogonali

In paragraful 2.3 au fost studiate T-quasigrupurile ternare cu exact 4 parastrofi distincti,
fiind indicate seturile de identitati ce asigura proprietatea data. De asemenea, este analizata forma
operatiei T-quasigrupului ternar, ce poseda exact 4 parastrofi distincti.

Observam ca Tn acest caz un set de patru parastrofi distincti ai unui quasigrup ternar este:

{ A (12)(34) A, (13)(24) A (19)(23) A}.

Tn Teorema 2.3.1 se demonstreaza ca un T —quasigrup ternar (Q,4), cu T —grupul
(Q,+), are exact patru parastrofi distincti daca si numai daca operatia A are una din formele:
A (xq, x5,x3) = axy + ax, + axs, A, (xq, Xy, X3) = Ix; +ax, + x5, A;(xq, x5, X3) =

Ixy + Ixy + axs, Ag(xq, X5, x3) = axq + Ix, + x5, unde a € Aut Q(+) Ix = —x, a # 1.

Teorema 4.2.2. Un T — quasigrup ternar (Q,A), cu T —grupul (Q,+), cu exact patru
parastrofi distincyi, este total parastrofic-ortogonal daca si numai daca a + ¢, € + 2la €

AutQ(+),unde a € Aut Q(+), Ix = —x, a # I.
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Demonstratie. Fie (Q,A) un T —quasigrup ternar cu T —grupul (Q, +). Daca operatia A are
forma A(xy, x5, x3) = ax; + ax, + axz, unde @ € Aut Q(+), Ix = —x, a # I, atunci au loc
egalitatile:

A=024=03 @3y _ (23, _ 032, _ ax; + ax; + axs,

(14)(23)A _ (14)A _ (124)A _ (134)A _ (1234)A _ (1324)A _ a“lxl +Ix, + Ixs,

(13)24) 4 _ (24) 4 _ (142) 4 _ (243) 4 _ (1423) 5 _ (1342) 4 _ I, + a~'x, + Ixs,
BN, _ BN _ (234) 4 _ (243) g _ (1243) 4 _ (1432) 4 _ I, + Ix, + @~ 1xs.
Quasigrupul (Q, A) este total parastrofic-ortogonal daca oricare trei din cei patru parastrofi

distincti ai sai sunt ortogonali. Rezolvand sistemele de ecuatii respective (prin metoda lui Cramer),

obtinem:
a a «
1{4, 000 WO g1 ] = a7l (e + @)
I a1
a «a
1 {4, (14)(23)A, (12)(34)A}: a1 I |[=Ia(e+ a)?
I I at
a «a a
n {A (13)(24)A (12)(34)A}: I ot I | = a—l(g + 0{)2'
I I at
(14)(23) , (13)(24) , (12)(34) a1
L {IPE DYV ADBY 1 1 [ =13 Qa+ D + )
I 1 at
Astfel, toti cei patru parastrofi distinti formeaza un sistem ortogonal, daca si numai daca 2a + 1 €
Aut (Q,+).0

Conform Corolarului 2.3.2, T-quasigrupul ternar (Z,, A), cu T-grupul (Z,, +), are exact
patru parastrofi distincti daca si numai daca operatia A are una din formele:
Al(xl, X7, X3) = axl + axZ + a_X3,

Ay(xq,x5,x3) =n—1x; + ax, +n — 1xs,

A3(X1,X2, X3) =n-—-— 1x1 +n-— 1x2 + ax:;,

Ay(xq,x5,x3) = ax; +n—1x, +n — 1xs,

unde (a,n) =1l,a #n—1. In continuare aflam conditiile necesare si suficiente ca (Z,, A;),i =

1,4, sa fie total parastrofic-ortogonal.

Corolarul 4.2.5. Seturile maximale de parastrofi distincti ale quasiigrupului (Z,, A;),i = 1,4,

catacterizat in Corolarul 2.3.2, sunt ortogonale daca si numai daca (2a — 1,n) = 1.

Demonstratie. Intr-adevar, multimea de parastrofi distincti ai quasigrupului (Z,, A,), are

multimea de parastrofi
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A=02y _(3), _ @3), _ (123, _ (132),

(14)A _ (124)A _ (14)(23)A _ (134)A _ (1234)A _ (1324)A — g1
(24)A _ (142)A _ (243)A _ (13)(24)A _ (1423)A _ (1342)A _

(34)A _ (12)(34)A _ (234)A _ (243)A _ (1243)A _ (1432)A —

= C_lxl + C_lxz + C_lx3,

X1 — X2 — X3,
——1
—X1 +a X, — X3,

1~ X2 + C_l_1X3.

Cei patru parastrofi sunt distincti doar dacd a # n — 1. Rezolvand sistemele prin regula lui

Cramer, obtinem:

1 {4,494, @ g5

1 (4,04, Y4}

1 {4, 94, D3,

L (a0, @0y GO 4y,

a

a1
-1

-1

-1
-1

a
-1

a
-1
a1

a
-1

a
-1
-1

-1

-1

a
-1

a
-1
-1

-1
-1 a
a
a
-1
-1

-1
-1

1

a

a
-1

-1

a

-1

a—l

a1+ a)?

=—-a1(1+a)?

=a (1 + a)%

—a3Q2a-11+a)?

Sistemul de parastrofi este ortogonal, daca si numai daca (2a —1,n) = 1.0

Urmatorul corolar furnizeaza unele informatii cu privire la spectrul quasigrupurilor ternare

cu exact 4 parastrofi distincti ce sunt si ortogonali.

Corolarul 4.2.6. Exista quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar g > 3 ce au exact 4

parastrofi distincti ce sunt si ortogonali.

Demonstratie. Intr-adevir, considerdm quasigrupul (Zg, A), unde A(x;, X3, X3 = X1 + X, + X3,

(q,2) = 1. Cei 24 de parastrofi distincti se Tmpart Tn patru clase de parastrofi egali intre ei:

A=02y _3), _ @3, _ (123), _ (132)4
9 _ (129, _ (19@3) 4 _ (1344 _ (1239) 4 _ (1324)4
(24)A — (142)A — (243)A — (13)(24)A — (1423)A — (1342)A —

(34)A — (12)(34)A — (234)A — (243)A — (124-3)A — (1432)A —

=X1+x2+X3,
=X~ X2 — X3,
—x1+x2—x3,

—X1 — Xy + X3.

Pentru a ardta ca acest sistem de parastrofi distinti defineste o multime de parastrofi ortogonali,

este suficient de arata ca orice triplet de parastrofi este ortogonal.

1 {4, 94, @ .

1 {4,494, D gy,

1
1
-1
1
1
-1

1
-1
1
1
-1
-1
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-1
-1

1
-1

1

4 (mod q);

—4 (mod q);



1 1 1
1{4,%94,%%43: -1 1 1| = 4 (mod g);
-1 -1 1
-1 -1
1{094,@4 GHa3 11 1 —1| = —4(mod q).
-1 -1 1

Deoarece (g,2) = 1, clasele de resturi 4 si-4 suntinversabile pentru Vq > 3. Deci, sistemul de
parastrofi distincti este ortogonal. O
Observam ca, pe langa operatia utilizata in demonstratia Corolarului, exista si alte operatii
ternare de quasigrup multimea de parastrofi ai cdrora are exact patru parastrofi distincti ce sunt si
ortogonali. De exemplu, quasigrupurile (Zs, A;), A;(xq, X5, x3) = 2x1 + 2x5 + 2x3 si (Zg, 4,),
Ay (xq,x5,%3) = 4%, + 4x, + 4x5 au la fel exact cate patru parastrofi distincti ce sunt si
ortogonali. Intr-adevar, multimea parastrofilor distincti ai quasigrupului (Zs, A,) este
A=024=094 =0y = 029y = WDy = 95, 4 2x, + 2,
(1) _ (120) 4 _ (1)(23) 4 _ (130) 4 _ (1234) 4 _ (1324) 4 _ 3%, + Ax, + s,
(24) g _ (142) 4 _ (243) 4 _ (13)(24) 4 _ (1423) 4 _ (1342) 4 _ dx, + 3x, + 4xs,
(34, _ 1239y _ (230) ) _ (243) 4 _ (1243) g _ (1432) 4 _ dx, + 3x, + 3xs.
Tn acest caz a =2 (mod5) si 2a—1=3(mod5), prin urmare conditiile prezentate n
Corolarul 4.2.5 sunt satisfacute, iar multimea parastrofilor distincti este ortogonala.

Analog obtinem si pentru quasigrupul (Zy, A,) ce are multimea parastrofilor distincti
A=024=03, =2 @y A2, _ U824 — 2y 4 T, + Fixy,
0y _ (129, _ D@3y _ (134), _ (1239 _ (1324) 4 _ 7%, + 5%, + 525,
(24)A — (14-2)A — (243)A — (13)(24)A — (1423)A — (134-2)A — gxl + 7X2 + EX3,

(304 = (2B, _ @), _ @)y _ (20, _ 8Dy _ 5y LBy 4 Ty

4.3. T —quasigrupuri 4 —are cu exact cinci parastrofi distincti si ortogonali

Conform Propozitiei 3.3.1, un 4 — T —quasigrup are exact cinci parastrofi distincti daca

st numai daca T —forma sa este una dintre urmatoarele:
T, = ((Q, +),a,aaa, c), T,=(Q,+),1,1,1,a,c), T; =((Q,+),1,1,a,1,0),

T4=((Qi+)111aililic)) Tsz((Ql+)lalllllllc))
unde a # I, Ix = —x. In acest paragraf vom cerceta ortogonalitatea celor cinci parastrofi
distincti ai 4 — T —quasigrupului cu T —forma T;.
Teorema 4.3.1. T —quasigrupul 4 —ar (Q, A) cu T-forma ((Q,+),a, a,a, a, c), cu exact cinci
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parastrofi distincti, este total parastrofic-ortogonal daca si numai daca a + € € Aut(Q, +).

Demonstratie. Fie ca 4 — T —quasigrupul (Q, A) are exact cinci parastrofi distincti si T —forma
sa este T;. Atunci, conform Corolarului 3.3.1, multimea parastrofilor distincti ai acestui
T —quasigrup este
A(x}) = ax; + ax, + ax; + ax, +c,

UDAxd) = =Yy + Iny + [x5 + Ixy + I~ Lc,

@A) = Iy + aLay + [x5 + Ixy + I~ Lc,

CDAE) = Iy + Ixcy + @ Lz + Ix, + [~ L,

D A(xd) = Iy + Ixcy + Ix3 + @~ x, + [a~Lc.
Conform definitiei quasigrupurilor total parastrofic-ortogonale, orice patru parastrofi distincti ai
sistemului {A, (154,254 @5y, (45)A} sunt ortogonali.

Pentru a stabili in ce conditii multimea parastrofilor distincti ai T —quasigrupului este ortogonala

este suficient de aplicat regula lui Cramer de rezolvare a sistemelor de ecuatii.

a a a «a
-1
1 {A, (1504, 290y, (35)A} & al a1—1 5 II = la"%(a + €)* —este o bijectie.

I I al I
Reiesind din faptul ci a € Aut(Q, +), obtinem cd Ia~? € Aut(Q,+). Prin urmare, cei patru
parastrofi sunt ortogonali daci si numai daci a + & € Aut(Q,+). In mod analog obtinem

conditiile necesare si suficiente pentru celelalte seturi din patru parastrofi distincti:
a a a «

(15) , (25) , (45) a I I B 3 oo
1 {A, A, A, A} S| gt 1 1T« (a + €)° este bijectiva;
I «

i I
a «
-1
(15) , (35) , (45) a I I I _, 3 o
J_{A, A, VA, A}(:) I I gt I—Ia (a + €)° este bijectiva;
I I 1 a
a « a a
(25) , (35), (45) [ a? I 1| _ 5 3 o
J_{A, A, A, A}@ I I ol I|T@ (a + €)° este bijectiva;
I I I
a1

I 1
-1
1 {(15)14, (25)A, (35)A, (45)A} PN 5 al {1 II
a
I I 1 4

= a ?(a + €)3 este bijectiva.

Astfel, toate cele cinci seturi din cate patru parastrofi distincti sunt ortogonale, daca si numai daca
a + € este un automorfism al grupului abelian (Q, +). o
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(a+ 1,n) =1, are exact 5 parastrofi distincti ce sunt si ortogonali.
Demonstratia Corolarului rezultd direct din demonstratia Teoremei 4.3.1, deoarece
particulare ale quasigrupului dat in Teorema 4.3.1, iar conditiile prezentate in corolar sunt
echivalente conditiilor date in teorema, cu ajustare la inelul claselor de resturi. o
Corolarul 4.3.2. Exista T-quasigrupuri 4-are finite, cu exact 5 parastrofi distincti si ortogonali,
de orice ordin g > 3.
Demonstratie. Consideram 4 — T —quasigrupul (Q, A), A(xq, X3, X3,X,) = X1 + X5 + X3 + X4.
Atunci, multimea parastrofilor distincti este:

A(xq, X2, X3,X4) = X1 + X3 + X3 + Xy,

(15) _
A(xy, X3, X3,X4) = X1 — X5 — X3 — Xy,

25
( )A(xl,xz,x3,x4) = —=X1 t Xy — X3 — Xy,
35
( )A(xl,xZ, x3, x4) = —x1 - xZ + X3 - X4,
45
( )A(xl,xz,x3,x4) = —X1 — Xz — X3 + X4.

Deoarece 1 = —1 (mod q) doar pentru g = 2, conform Teoremei 4.3.1, obtinem ca pentru

Vq = 3, cei cinci parastrofi distincti sunt si ortogonali. O
4.4. Metode de constructie a quasigrupurilor n —are parastrofic-ortogonale

In baza metodei de constructie a sistemelor ortogonale de operatii n —are prin utilizarea
superpozitiilor, date de Trevor Evans, in acest paragraf sunt prezentate constructii ale operatiilor
n — are parastrofic-ortogonale, in particular auto-ortogonale k — are, unde k are una din
urmitoarele forme: k = n?,2™,p", iar p este un numar prim impar.

Constructia quasigrupurilor n? —are auto-ortogonale
Propozitia 4.4.1. Fie (Q,A) un quasigrup n —ar auto-ortogonal si fie {alA, 24, .., a”A} un
sistem ortogonal de parastrofi principali ai quasigrupului (Q,A). Grupoidul n? —ar (Q, B,),

unde

2 2
Bl(x{l ) =4 (alA(x?)' alA(x‘rzltll-l yores A (xrrll(n—l)+1)>

este un quasigrup auto-ortogonal.

Demonstratie. Consideram operatiile n? —are definite Tn felul urmator:
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[ B(g") = A Aed), “aGEL),.

n(n 1)+1

alA )
Bz(x?z) = 24 (alA(X ), AR, - alA n(n 1)+1)
alA )

By (1) = “na (“AGD), “AGEL),

n(n 1)+1

)
)
)
)

{ Bn+1(x{l2) =114 (Ule(x ), azA(xn+1 aZA( Xn(n-1)+1 )

2
Bn(n—1)+1(x? ) = alA (anA(x{l) anA(xn+1 anA( n(n 1)+1)>

2 2
Bn(n—1)+2(x? ) = %4 (anA(x ), TAGER ), e, A (xrrzl(n—1)+1)>:

\ B2 (x?z) = (anA(xIl) anA(xn+1 ., mA (xf{(zn_l)ﬂ))
Operatiile B;, i = 1,n? sunt parastrofi principali ai quasigrupului (Q,B;). Intr-adevir, in
expresia “*A(" A, CAXE),. “SA(x,'f(zn_l) +1)), notim
1= CAGD, Y2 = “AGED, 0 Yn = CAG-141)
obtindnd  “*A(Vy, ¥z ... V) = AWairay Yagi@y - yalzl(n)). Observam ca,
Ym = CAGm_1y11) = CAZ1, 22, 20) = A(Zgz1 (1) Zazt (2)) s Zg=1 ()

unde z; = Xpam-1)+1, Z2 = Xn@m-1)+2:-+» Zn = Xmn. Prinurmare,

“(CAGD, AT A 1)) = AAGD), AQELD, -+ AUy 4)-

Notam D (x" ) = A(A(x!), A(x21Y),. ,A(x,’{(zm_l) +1)- Conform celor expuse mai sus, fiecare

dintre operatiile By, B,,...,B,2 este un parastrof al quasigrupului D(x{lz). Deoarece relatia de

parastrofie este tranzitiva, obtinem cd B;, i = 1,n? este un parastrof principal al quasigrupului

(Q, By). Aratam ca sistemul {B;, B,, ..., B,2} este ortogonal. Deoarece Q este o multime

I . - o~ - . . . .o 2 .
finita, este suficient sa ardtam ca solutia sistemului de ecuatii B;(x{' ) = a;, i = 1,n?, este

unica. Fie {B;(x"") = B;(y!)}, i = 1,n?, atunci

2 2

(CATAGD), -, FAC o)) = TACTTAGD), -, AR 1)41)),
2 2

PAAGT), -, MAC o)) = PACTAOD, -, A0 -1 +1))s

2 2

} TATAGD), o A e s)) = TACAD), - AR -1y +1)s
2 2

alA(aZA(x?)' ey azA(xg(n—1)+1)) = "4 (azA(Y? ey 2A (yrrll(n—l)+1)> ’

2 2
LanA(anA(x?): ) anA(xg(n—1)+1)) = "4 (anA(Y?), sy A (yrrll(n—l)+1)> .

Utilizand faptul ca sistemul de parastrofi {**4, ..., “"A} este ortogonal, obtinem
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( TAGD) = TAOD),

< ......... ——9 < ......... (41)

DA (x2ryer) = A (Va1 )

—
=
S
N
I
<
S
N

Deoarece sistemul de ecuatii (4.1) are solutie unica, sistemul de parastrofi {B;, B,, ..., B,2} este

ortogonal. Astfel obtinem ci, (Q, B;) este quasigrup n? —ar auto-ortogonal. o

Corolarul 4.4.1. Daca exista quasigrupuri n —are auto-ortogonale de ordinul q, atunci exista
quasigrupuri auto-ortognale n? —are de ordinul q.
Deoarece exista quasigrupuri binare auto-ortogonale de orice ordin g # 2,3 si 6, rezulta

ca exista quasigrupuri 4 —are auto-ortogonale de orice ordin n # 2, 3, 6.

Corolarul 4.4.2. Exista quasigrupuri 2™ -are auto-ortognale de orice ordin g, unde q €
N*\{1,2,3,6}.
Exemplul 4.4.1. Fie (Z,,A), unde p este prim impar i A(Xq,X3,X3) = X; + X3 — X3 UN

quasigrup ternar auto-ortogonal, avand ortogonali parastrofii principali A, 190y gi @3y,

Conform propozitiei 1, quasigrupul 9-ar (Zy,, B;), unde B, = A(A(x3), A(xS), A(xJ)) este
auto-ortogonal avand ortogonali parastrofii B,, B,, B3, B4, Bs, B¢, B;, Bg, By, unde
B,(x)) = “PA(AG), A, A(D)) = (VIR (D),
By(x]) = PPAAGD), A(x), A(x)) = OB, (x);
B,(x9) = A("PA03), WA, DA = PO, (1),
Bs(x]) = "A(MPA03), WA, Paxg)) = PICVENEOR, (a7,
Bo(x]) = PPA(MPA03), WA, PPax)) = FYEIEDEDR, (a7,
B,(x7) = A(PVAG), VA, PV ad)) = VOB, (x);
By(x)) = DA(PVA0), PVAxS), PPA(xg)) = PEIENEOR 1 (xpy;
Bo(x7) = PPA(PVa@d), VAx$), Pa) = PO, ().

Observatie. Conform Propozitiei 4.4.1, din exemplul precedent, rezulta ca exista quasigrupuri

3™ —are de orice ordin prim impar p.
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O constructie a quasigrupurilor mn —are auto-ortogonale
Tehnicile de constructie a quasigrupurilor n —are auto-ortogonale se bazeazd metoda

superpozitiilor, utilizata de catre T. Evans.

Propozitia 4.4.2. [58] Fie {4, A,} este o pereche de quasigrupuri ortogonale, definite pe una i
aceeasi multime Q si fie {By, By, ..., By} si {Cy,C5, ..., Cpp} Seturi ortogonale de quasigrupuri
m —are definite in Q. Atunci {D;; | i = 1,2; j = 1,2, ...,m}, unde

Dy (X1, ) Xom) = 4 (Bj(xl, s Xm)y G (X1, ...,me)),

este un sistem ortogonal de quasigrupuri 2m —are quasigroups in Q.

Corolarul 4.4.3. Exista quasigrupuri auto-ortogonale 2n-are de orice ordin prim p,p = 5, unde
n+ 1 % 0 (mod p).

Corolarul 4.4.4. Fie Q o multime finita, (Q, A) un quasigrup ternar auto-ortogonal si (Q, B) un
quasigrup n-ar. Dacd multimile {**A, “2A, %A} si {#'B,P?B,...,P"B} sunt sisteme ortogonale

de parastrofi principali, atunci operatiile Dy, D,, ..., Ds,, unde

(D™ = PB(“AGD), “AGSD), .., “AG3-)),
D, (™) = 2B (“AG), “ARS), .., TAGEE)),

s (3) = P78 (AGD), “"AGS), ..., “"AGE))

formeaza un sistem ortogonal de parastrofi principali ai unui quasigrup 3n-ar, definit pe

multimea finita Q.

Teorema 4.4.1. [58] Fie {A;,4A,,...,A,} un sistem ortogonal de quasigrupuri n —are si fie
{B,,B,, ..., B, } un sistem ortogonal de quasigrupuri m —are, ambele sisteme fiind definite pe

multimea Q. Atunci sistemul {Cij |i=12,..,n; j=12,..,m}, unde

Ci,j(xll o Xn-1 Y1, "'lym) = Ai (xl' ""xn—erj(yl' ---'ym));
VX1, ey Xn—1, V1, 0, Ym € Q, este un sistem ortogonal ce contine m - n™ 1 quasigrupuri n +
m — 1, definite in multimea Q.
Corolarul 4.4.5. Exista sisteme ortogonale s —are quasigrupuri de ordinul g, pentru orice s >
3 siorice q > 2,q + 6.
Teorema 4.4.2. Fie (Q,A) si (Q,B) doua quasigrupuri finite auto-ortogonale, de aritate n si,

respectiv, m. Daca {** 4, *?4, ... "™A} si {ﬁlB, P2p, ...,ﬁmB} sunt sisteme ortogonale de
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parastrofi principali ai quasigrurilor (Q,A) si (Q, B), atunci grupoidul (Q,C;), unde
Ci(x™) = ﬁlB(alA(xn) alA(xn(m D+1))

este un quasigrup auto-ortogonal nm-ar.

Demonstratie. Consideram operatiile mn —are definite in felul urmator:

( Ci(xf™) = BlB (alA(x ), alA(xn+1 alA(xn(m 1)+1 )
CZ(xInn) = ﬁZB (alA(x?) alA(xn+1 alA(xn(m 1)+1))

{ m(xl n) = ﬁmB (alA(x?) alA(xn+1 alA(xn(m 1)+1))'
)

)

Cn(m 1)+1(x1 n) = BlB (anA(x?) anA(xn+1 anA(xn(m 1)+1

\ Conn (X)) = : (anA(xIl) anA(xn+1 anA(xn(m 1)+1 )

Aratam ca sistemul {C,,C,,...,Cn,} este ortogonal. Deoarece Q este 0 multime finita, este
suficient sa aratam ca solutia sistemului de ecuatii

{Gi(x{"™) =c}i=1mn (4.2)

este unica. Fie {C;(x{") = C;(y{"™)}, i = 1, mn, deci

(P8 (“AGD), ..., YA 1)11)) = P B (CAGD, .., A1),
Pep (MAGD), .., “A(en-1y11)) = P°B (alA(y?)""’alA(xyn(m—l)ﬂ))’

ﬁmB (alA(XIl), o alA(xn(m D1 ) BmB ((I1A(y11) . alA(y:lrErrln_l)_,_l) ’

)
BB (AGE, .., A 1y41)) = PB (TAGE), . A 1y41)),
)

A

G (Q”A(x Dreeer AR Gn-1) 41 ) B (anA(y ) " A(YnGm-1y41) )

Asa cum sistemul de parastrofi {B 'B, ...,BmB} este ortogonal, obtinem

( TAGT) = TAOD,

TAG) = TAOD),

alA(xn(m 1)+1) = alA(ym;Qn—nﬂ)'

anA(xn(m 1)+1 A(yn(m 1)+1)"

Din ortogonalitatea sistemului de parastrofi “/4, i = 1,n, rezultd x; = y;, i = 1, mn. Deoarece

sistemul de ecuatii (4.2) are solutie unica, sistemul de operatii {C;,C,, ..., Cpn,} este ortogonal.
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Utilizadnd definitia parastrofului, obtinem ca operatiile {C;,C,, ...,Cyn,} sunt parastrofi ai
operatiei C;, unde
GG = PB(HAGD), ., AC - 141)-
Prin urmare, (Q, C;) este quasigrup mn —ar auto-ortogonal. o
Corolarul 4.4.6. Daca pe o multime finita Q exista quasigrupuri auto-ortogonale m —are si

n—are (n, m = 2), atunci pe aceastd multime exista quasigrupuri mn —are auto-ortogonale.

Corolarul 4.4.7. Daca exista quasigrupuri n-are auto-ortogonale de ordinul q, atunci exista

quasigrupuri auto-ortogonale n* —are de ordinul g, unde k > 2.

Corolarul 4.4.8 Exista quasigrupuri 2% -are auto-ortogonale de orice ordinul ¢ # 1,2,3,6 si
orice k > 1.
Exemplul 4.4.2. Multimea tuturor parastrofilor principali ai quasigrupului n —ar (Zq,A), unde

A(x) = 22, + x5 + -+ xp,

este
A,y . Gmy
unde
i—-1 n
(ll)A(x{’) = ij + 2x; + z xj,i=2n-1.
= j=i+1

Pentru a arata ca multimea de parastrofi distincti este ortogonala este suficient de aflat:

2 1 1 .. 1
1 2 1 ... 1
1 1 2 = 11=n+1(modq).
11 1 - 2

Astfel, sistemul parastrofilor principali este si ortogonal daca si numai daca
n+1 %0 (mod q).
Prin urmare, exista quasigrupuri n —are auto-ortogonale de orice ordin prim impar g = 3, pentru

orice n > 2 astfel incatn + 1 % 0 (mod q).

Corolarul 4.4.9. Existd quasigrupuri auto-ortogonale p*-are de ordinul p pentru orice p —

prim, impar si orice k € N*.
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4.5. Concluzii la Capitolul 4

Capitolul patru se referd la quasigrupurile n —are parastrofic-ortogonale, inclusiv la
T —quasigrupurile total parastrofic-ortogonale k —are, unde k = 2, 3, 4.

Tn acest compartiment sunt obtinute caracteriziri ale quasigrupurilor binare in care toti cei
sase parastrofi formeaza un sistem ortogonal, numite totCO —quasigrupuri. In particular se arata
caclasa totCO —quasigrupurilor este inchisa in raport cu transformarea de parastrofie si imaginile
omomorfice, sunt date conditii necesare si suficiente ca un T — quasigrup binar sa fie un
totCO —quasigrup. Sunt prezentate estimari ale spectrului totCO —quasigrupurilor: se arata ca nu
existd totCO —quasigrupuri binare de ordin mai mic ca 7, insa exista astfel de quasigrupuri de
orice ordin g, reciproc prim cu 2, 3, 5si 7.

Tn paragraful 4.2 sunt studiate T-quasigrupurile ternare total-parastrofic-ortogonale. Sunt
date conditii necesare si suficiente ca un T-quasigrup ternar sa posede exact k parastrofi distincti
ce sunt si ortogonali, pentru fiecare k € {3, 4}. Sunt construite exemple de quasigrupuri ternare cu
exact 3, respectiv cu exact 4, parastrofi distincti care sunt si ortogonali si sunt prezentate
urmatoarele estimari ale spectrului quasigrupurilor ternare total parastrofic-ortogonale:

v' Exista quasigrupuri ternare finite de ordinul g, cu exact trei parastrofi distincti ce sunt si

ortogonali, de orice ordin impar q = 3;

v' Existd quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar q = 3, ce au exact 4 parastrofi

distincti ce sunt si ortogonali;

Tn paragraful 4.3 sunt studiate 4 — T —quasigrupurile total-parastrofic-ortogonale cu exact
cinci parastrofi distincti. Sunt date conditii necesare si suficiente ca un 4 — T —quasigrup sa
posede exact 5 parastrofi distincti ce sunt si ortogonali. Se arata ca exista quasigrupuri 4 —are cu

exact 5 parastrofi distincti si ortogonali de orice ordin q > 3.

In baza metodei de constructie a sistemelor ortogonale de operatii n —are, date de Trevor
Evans, in ultimul paragraf sunt prezentate constructii ale operatiilor n — are parastrofic-
ortogonale, Tn particular auto-ortogonale k —are, unde k = n?, 2%, mn, pentru n, m > 2. Astfel
se obtine ca, daca pe o multime finitd Q exista quasigrupuri auto-ortogonale m —are si, respectiv
n—are, unde n, m=> 2, atunci pe aceastd multime existd quasigrupuri mn — are auto-
ortogonale. In particular, din aceastd constructie rezulti ci existi quasigrupuri 2™ —are auto-

ortogonale de orice ordin g # 1, 2, 3, 6, pentru orice n > 1.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Teza data se refera la studiul quasigrupurilor n —are cu un numar exact de parastrofi
distincti, in particular la quasigrupuri n —are cu sisteme maximale ortogonale de parastrofi
distincti, numite quasigrupuri total parastrofic-ortogonale.

Scopul tezei consta in obtinerea unor caracterizari ale quasigrupurilor n-are (n = 2,3, 4),
ce posedd un numar exact posibil de parastrofi distincti, in particular, seturi maximale ortogonale
de parastrofi, precum si estimarea spectrului lor.

Problema existentei quasigrupurilor n-are, ce poseda un numar dat de parastrofi distincti,
si a caracterizarii spectrului lor, formulata de Lindner si Steedly, este considerata pentru clasa n —
T-quasigrupurilor (n = 2, 3,4), inclusiv cu sistemele maximale ortogonale de parastrofi distincti.
In caz ternar problema existentei quasigrupurilor finite cu un numar exact de parastrofi distincti a
fost solutionata de M. McLeish, integral pentru k=1, 3, 4, 6, 12, 24 parastrofi distincti si partial
pentru k = 2,8 parastrofi distincti. Problema caracterizarii quasigrupurilor liniare cu un numar
exact dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali, a fost initiatd de catre autorea tezei in
colaborare cu G. Beleavskaya [18], fiind abordata in caz ternar de Sokhatsky, Fryz, Pirus s.a.

In teza sunt prezentate urmatoarele rezultate principale ale autoarei:

1. Sunt introduse si studiate doua clase noi de quasigrupuri binare: DC-quasigrupuri (ce poseda
sase parastrofi distincti) si totCO —quasigrupuri (ce poseda sase parastrofi ortogonali);

2. Se demonstreaza ca clasa DC -quasigrupurilor este inchisd in raport cu transformarea de
parastrofie si ca orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfica a unui DC-quasigrup
este un DC-quasigrup.

3. Este caracterizat spectrul DC — T — quasigrupurilor finite. Se arata ca existda DC —
T —quasigrupuri de ordinul n, pentruoricen =5, n # 6.

4. Sunt obtinute caracterizari ale totCO — quasigrupurilor. In particular se arati ci clasa
totCO —quasigrupurilor este inchisd in raport cu transformarea de parastrofie si imaginile
omomorfice, sunt date conditii necesare si suficiente ca un T -quasigrup binar sd fie un
totCO —quasigrup.

5. C.C. Lindner si D. Steedly [76] au aratat ca exista quasigrupuri binare finite cu exact 1, 2, 3
sau 6 parastrofi distincti si au caracterizat integral spectrul lor. Pentru solutionarea acestor
probleme, acesti autori au utilizat, Tn particular, cinci identitati de lungime patru, cu doua
variabile. Autoarea tezei a precizat acest rezultat, ardtand ca una dintre cele cinci identitati
poate fi eliminata (Propozitia 1.1.4).

6. Sunt date conditii necesare si suficiente caun T —quasigrup ternar sa posede exact k parastrofi
distincti, unde k=3, 4 sau 6. Sunt construite exemple si sunt date estimari ale spectrului lor. Se
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10.

aratd ca: a) exista quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distinti, de orice ordin
q = 3; b) existd T —quasigrupuri ternare finite, ce au exact 4 parastrofi distincti, de orice ordin
impar q > 3; c) exista T —quasigrupuri ternare finite de ordin impar q,(q,3) =1, ce
poseda exact sase parastrofi distincti.

Sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup 4-ar sa aiba exact 1, 5, 10 sau 20
de parastrofi distincti. Sunt prezentate unele estimari ale spectrului acestor quasigrupuri.

Se demonstreaza ca nu exista T-quasigrupurile 4-are cu exact 2, 6 sau 15 parastrofi distincti.
Sunt prezentate estimari ale spectrului quasigrupurilor n-are parastrofic-ortogonale, respectiv,
total parastrofic-ortogonale, n = 2, 3,4, inclusiv a totCO-quasigrupurilor: a) nu exista totCO-
quasigrupuri binare de ordin mai mic ca 7, insa exista astfel de quasigrupuri de orice ordin g,
reciproc prim cu 2, 3, 5 si 7; b) exista quasigrupuri ternare finite cu exact trei parastrofi
distincti, ce sunt si ortogonali, de orice ordin impar q = 3; C) exista quasigrupuri ternare finite
de orice ordin impar q = 3 ce au exact 4 parastrofi distincti ce sunt si ortogonali; d) exista
quasigrupuri 4-are cu exact 5 parastrofi distincti si ortogonali de orice ordin q = 3.

In baza metodei de constructie a sistemelor ortogonale de operatii n —are, date de Trevor
Evans, sunt prezentate constructii ale operatiilor n —are parastrofic-ortogonale, in particular
auto-ortogonale k —are, unde k are una din urmitoarele forme: k = n?, 2" mn, unde n,
m > 2. Astfel se obtine ca, daca pe o multime finita Q existd quasigrupuri auto-ortogonale
m — are $i, respectiv m—are, unde n, m > 2, atunci pe aceasta multime existd
quasigrupuri mn —are auto-ortogonale. Tn particular, din aceasta constructie rezulti ca exista
quasigrupuri 2™ —are auto-ortogonale de orice ordin q # 1,2,3, 6, pentru orice n > 1.

Rezultatele autoarei T. Rotari (T. Popovich) la tema tezei de doctorat au fost publicate in

27 de lucrari stiintifice [17-23, 95-101, 104-111, 134, 135, 155-157].

1.

Recomandari:
Metoda de caracterizare a T —quasigrupurilor cu un numar exact dat de parastrofi distincti
poate fi utilizatd pentru obtinerea unor rezultate analogice in cazul quasigrupurilor 4-are cu
exact k parastrofi distincti pentru k > 24, k|120;
Caracterizarea spectrului quasigrupurilor ternare cu exact doi sau exact opt parastrofi distincti
necesita elaborarea unor metode noi de constructie a unor astfel de quasigrupuri, de exemplu,
metode combinatorice;
La caracterizarea quasigrupurilor n —are total parastrofic-ortogonale cu exact k parastrofi
distincti, unde k < n, pot fi utilizate alte definitii ale ortogonalitatii;
Sistemele ortogonale de quasigrupuri n —are, n > 2, pot fi utilizate la construirea MDS-

codurilor, in criptografie, la planificarea experimentelor, in combinatorica s.a.
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Anexa 1. Subgrupurile grupului S,

Nr. | H; Ordinul Elementele subgrupului Numarul de parastrofi
subgrupului distincti: |S,: H|
1. |H 1 {e} 24
2. H, {e,(12)}
3. H, {e,(13)}
4. H, {e,(14)}
5. Hs {e,(23)}
6. | Hg 2 {&, (24)} 12
7. H, {e,(34)}
8. Hg {e,(12)(34)}
9. H, {e,(13)(24)}
10. | Hyp {e,(14)(23)}
11. | Hyq {g,(123), (132)}
12. | Hy, {g,(124), (142)}
13. | Hyg 3 {e,(134), (143)} 8
14. | Hy, (g, (234),(243)}
15. | Hys | 4 (izomorfe {e,(1234),(13)(24), (1432)}
16. | Hyg cu Zy) {g,(1243),(14)(23), (1342)}
17. | Hyy {g,(1324),(12)(34), (1423)}
18. |Hig | 4 {e,(12), (34),(12)(34)} 6
19. | Hyo | (izomorfe {e,(13),(24),(13)(24)}
20. | Hyo | cugrupul {e,(14),(23),(14)(23)}
21. | H,, | IuiKlein) {g,(12)(34), (14)(23), (13)(24)}
22. | Hyy {e,(12),(13),(23),(123),(132)}
23. | Hys 6 {g,(12),(14), (24), (124), (142)} 4
24. | H,, {g,(13),(14), (34), (134), (143)}
25. | Hys {£,(23),(24), (34), (234), (243)}
26. | Hyg {g,(12),(34),(12)(34), (14)(23),
(13)(24), (1423), (1324)}
27. | Hyy 8 {g,(14),(23),(14)(23),(13)(24), 3
(12)(34), (1243), (1342)}
28. | Hyg {g,(13),(24),(12)(34), (14)(23),
(13)(24), (1432), (1234)}
29. | Hyg 12 {e,(12)(34), (14)(23), (13)(24), (123) 2
(132), (124), (142), (134), (143),
(243), (234)}
30. | Hgg 24 Ss 1 (TS-quasigrup)

132



Anexa 2. Subgrupurile de ordinul 24, 20, 12, 8, 6, respectiv, ale grupului Sg

Grupul S5 are in total 156 de subgrupuri, inclusiv: 25 de subgrupuri de ordinul 2, 10

subgrupuri de ordinul 3, 35 de subgrupuri de ordinul 4 (20 izomorfe cu grupul Klein Ks si 15

subgrupuri ciclice), 6 subgrupuri de ordinul 5, 30 de subgrupuri de ordinul 6 (dintre care 10

ciclice), 15 subgrupuri de ordinul 8 (izomorfe cu Ds), 6 subgrupuri de ordinul 10 (izomorfe cu D1o)

15 subgrupuri de ordinul 12 (10 izomorfe cu Z>xS3 si 5 izomorfe cu As), 6 subgrupuri de ordinul

20, 5 subgrupuri de ordinul 24 (izomorfe cu S4), 1 subgrup de ordinul 60 (izomorf cu As), si cele

doud subgrupuri triviale. Observam ca grupul Ss nu are subgrupuri de ordinul 15, 30 sau 40

(numere care sunt printre divizorii lui 120).

Tn Anexa 2 sunt date subgrupurile grupului Ss de ordinul: a) 24, b) 20, ¢) 12, d) 8, €) 6

a) Subgrupurile de ordinul 24 ale grupului Ss

Nr. Elementele H; =< (1234), | H, =< (12345), | H; =< (1245), | H, =< (1345), | Hy =< (2345),
subgrupului (12) > (12) > (12) > (13) > (23) >
1. € £ € € € €
2. 04 (1234) (1235) (1245) (1345) (2345)
3. a? (13)(24) (13)(25) (14)(25) (14)(35) (24)(35)
4. as (1432) (1532) (1542) (1543) (2543)
S. B (12) (12) (12) (13) (23)
6. af (234) (235) (245) (345) (345)
7. a’p (1324) (1325) (1425) (1435) (2435)
8. asp (143) (153) (154) (154) (254)
9. Pa (134) (135) (145) (145) (245)
10. Ba? (1423) (1523) (1524) (1534) (2534)
11. pad (243) (253) (254) (354) (354)
12. afa (1243) (1253) (1254) (1354) (2354)
13. afa’ (132) (132) (142) (143) (243)
14. apfa’ (14) (15) (15) (15) (25)
15. a’Ba (142) (152) (152) (153) (253)
16. a’pa? (34) (35) (45) (45) (45)
17. a’pad (123) (123) (124) (134) (234)
18. a’pa? (23) (23) (24) (34) (34)
19. a’pa? (124) (125) (125) (135) (235)
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20. a’fad (1342) (1352) (1452) (1453) (2453)
21. La?p (14)(23) (15)(23) (15)(24) (15)(34) (25)(34)
22. apa?p (13) (13) (14) (14) (24)
23. | a?Ba?p (12)(34) (12)(35) (12)(45) (13)(45) (23)(45)
24. | a3Ba’p (24) (25) (25) (35) (35)
b) Subgrupurile de ordinul 20 ale grupului S
Nr. | Elementele H, = H, = H; = H, = Hg = Hg =
subgrupului < (12345), < (12435), < (12453), < (12543), < (12534), | < (13524),
(2453) > (2453) > (2435) > (2534) > (2543) > (3542) >
1. £ £ £ £ £ £ £
2. a (12345) (12435) (12453) (12543) (12534) | (13524)
3. a? (13524) (14523) (14325) (15324) (15423) | (15432)
4, ad (14253) (13254) (15234) (14235) (13245) | (12345)
5. at (15432) (15342) (13542) (13452) (14352) | (14253)
6. B (2354) (2453) (2435) (2534) (2543) (3542)
7. p? (25)(34) (25)(34) (23)(45) (23)(45) (24)(35) | (25)(34)
8. g3 (2453) (2354) (2534) (2435) (2345) (2453)
9. af (1325) (1425) (1423) (1523) (1524) (1534)
10. a’p (1534) (1543) (1345) (1354) (1453) (1452)
11. a’p (1243) (1234) (1254) (1245) (1235) (1325)
12. ap (1452) (1352) (1532) (1432) (1342) (1243)
13. ap? (15)(24) (15)(23) (13)(25) (13)(24) (14)(23) | (14)(23)
14. |  a?p? (14)(23) (13)(24) (15)(24) (14)(25) (13)(25) | (12)(35)
15. adp? (13)(45) (14)(35) (14)(35) (15)(34) (15)(34) | (15)(24)
16. | a*p? (12)(35) (12)(45) (12)(34) (12)(35) (12)(45) | (13)(45)
17. ap® (1435) (1345) (1543) (1453) (1354) (1254)
18. a?p3 (1254) (1524) (1235) (1234) (1243) (1342)
19. adp3 (1523) (1524) (1324) (1325) (1425) (1435)
20. a*p’ (1342) (1432) (1452) (1542) (1532) (1523)
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c) Subgrupurile de ordinul 12 ale grupului S5

Subgrupurile izomorfe grupului A,

a B b? af af? Ba f*a afa af’a | Paf? B*af
H, (12)(34) | (123) (132) (134) (234) (243) (143) (142) (124) | (13)(24) | (14)(23)
H, (12)(35) | (123) (132) (135) (235) (253) (153) (152) (125) | (13)(25) | (15)(23)
H, (12)(45), | (124) (142) (145) (245) (254) (154) (152) (125) | (14)(25) | (15)(24)
H, (13)(45) | (134) (143) (145) (345) (354) (154) (153) (135) | (14)(35) | (15)(34)
Hs (23)(45) | (234) (243) (245) (345) (354) (254) (253) (235) | (24)(35) | (25)(34)
Subgrupurile de ordinul 12 izomorfe S, X S3: H; =< a, B,y >,i = 6,15
H6 H7 H8 H9 HlO H11 H12 H13 H14 HlS
& & & & & & & & & & &
a (123) (124) (134) (234) (125) (135) (145) (235) (245) (345)
a’ (132) (142) (143) (243) (152) (153) (154) (253) (254) (354)
B (12) (12) (13) (23) (12) (13) (14) (23) (24) (34)
14 (45) (35) (25) (15) (34) (24) (23) (14) (13) (12)
ap (23) (24) (34) (34) (25) (35) (45) (35) (45) (45)
a’p (13) (14) (14) (24) (15) (15) (15) (25) (25) (35)
ya (123)(45) | (124)(35) | (134)(25) | (15)(234) | (125)(34) | (135)(24) | (145)(23) | (14)(235) | (13)(245) | (12)(345)
ya? (132)(45) | (142)(35) | (143)(25) | (15)(243) | (152)(34) | (153)(24) | (154)(23) | (14)(253) | (13)(254) | (12)(354)
By (12)(45) | (12)(35) | (13)(25) | (15)(23) | (12)(34) | (13)(24) | (14)(23) | (14)(23) | (13)(24) | (12)(34)
afy | (23)(45) | (24)(35) | (25)(34) | (15)(34) | (25)(34) | (24)(35) | (23)(45) | (14)(35) | (13)(45) | (12)(45)
a’By | (13)(45) | (14)(35) | (14)(25) | (15)(24) | (15)(34) | (15)(24) | (15)(23) | (14)(25) | (13)(25) | (12)(35)




d) Subgrupurile de ordinul 8 ale grupului Ss

H; = (a,B) = Dg,i = 1,15

a a? al B aB a’p asp
H, (1234) (13)(24) (1432) (13) (12)(34) (24) (14)(23)
H, (1243) (14)(23) (1342) (14) (12)(34) (23) (23)(24)
H, (1324) (12)(34) (1423) (12) (13)(24) (34) (14)(23)
H, (1235) (13)(25) (1532) (13) (12)(35) (25) (15)(23)
Hs (1253) (15)(23) (1352) (15) (12)(35) (23) (13)(25)
Hg (1325) (12)(35) (1523) (12) (13)(25) (35) (15)(23)
H, (1245) (14)(25) (1542) (14) (12)(45) (25) (15)(24)
Hg (1254) (15)(24) (1452) (15) (12)(45) (24) (14)(25)
Hqy (1425) (12)(45) (1524) (12) (14)(25) (45) (15)(24)
Hio (1345) (14)(35) (1543) (14) (13)(45) (35) (15)(34)
Hi, (1354) (15)(34) (1453) (15) (13)(45) (34) (14)(35)
Hi, (1435) (13)(45) (1534) (13) (14)(35) (45) (15)(34)
Hi; (2345) (24)(35) (2543) (24) (23)(45) (35) (25)(34)
Hi, (2354) (25)(34) (2453) (25) (23)(45) (34) (24)(35)
His (2435) (23)(45) (2534) (23) (24)(35) (45) (25)(34)
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e) Subgrupurile de ordinul 6 ale grupului S
ului Se, izomorfecu Z,, H; ={a),i =1,10

e1) Subgrupurile de ordinul 6 ale gru

H, H, Hj Hy Hg Heg Hy Hg Hy Hio

& & & & & & & & & & &

a | (123)(45) | (124)(35) | (125)(34) | (134)(25) | (135)(24) | (145)(23) | (234)(15) | (235)(14) | (245)(13) | (345)(12)
a? (132) (142) (152) (143) (153) (154) (243) (253) (254) (354)
as (45) (35) (34) (25) (24) (23) (15) (14) (13) (12)
at (123) (124) (125) (134) (135) (145) (234) (235) (245) (345)
a5 | (132)(45) | (142)(35) | (152)(34) | (143)(25) | (153)(24) | (154)(23) | (234)(15) | (253)(14) | (254)(13) | (354)(12)

e2) Subgrupurile de ordinul 6 ale grupului Ss, izomorfe cu S;, H; = (a,B),i = 11,20
Hll H12 H13 H14 H15 H16 H17 H18 H19 H20

& & & & & & & & & & &

a (123) (124) (134) (125) (135) (145) (234) (235) (245) (345)
B (12) (12) (13) (12) (13) (14) (23) (23) (24) (34)
a? (132) (142) (143) (152) (153) (154) (243) (253) (254) (354)
aff (23) (24) (34) (25) (35) (45) (34) (35) (45) (45)
a’p (13) (14) (14) (15) (15) (15) (24) (25) (25) (35)

e3) Sub grupurile de ordinul 6 ale grupului Sg, izomorfe cu S;, H; ={a,B),i = 21,30
H21 HZZ H23 H24- H25 H26 H27 H28 H29 H30

& & & & & & & & & & &

a (123) (124) (125) (134) (135) (145) (234) (235) (245) (345)
B (12)(45) (12)(35) (12)(34) (13)(25) (13)(24) (14)(23) (23)(15) (23)(14) (13)(24) 34)(A2)
a? (132) (142) (152) (143) (153) (154) (243) (253) (254) (354)
af (23) (24) (25) (34) (35) (45) (34 (35) (45) (45)
a’p (13) (14) (15) (14) (15) (15) (24) (25) (25) (35)
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Anexa 3. Forma generala a operatiei T-quasigrupului binar cu un numir dat exact k de parastrofi distincti si ortogonali, unde k € {1,2,3,6}

Fie (Q, A) un T-quasigrup binar cu T-grupul (Q, +). In tabelul de mai jos sunt date conditiile necesare si suficiente ca un T-quasigrup

binar s posede exact k parastrofi distincti, precum si exemple de astfel de quasigrupuri

k (numarul exact Forma generala a Conditii asupra automorfismelor si
N/o o . Exemple
de parastrofi distincti) operatiei A(xq,x;) elementului c
(Q,4): Alxy,x3) = —x1 — X3,
1. 1 Ixq +1x, + Ix = —x,VxeQ
(Zp, A): A(x1,x3) =n—1x; +n—1x,
2 2 ax; +a lx, +c¢ a+lLad=1 ac=Ic (Zy, A): A(xq,%3) = 2x1 + 5x,
3 ax, +ax, +c¢ (Zg,A): A(xq,x3) = 4xq + 4x;,
4. 3 Ix; +ax, +c a+l (Z5,A): A(xq1,%3) = 6x1 + 4x,
5 ax, +Ix, + ¢ (Zs, A): A(xq1,x5) = 2x1 + 4x,
a1 Fa, #1 si
6. 6 alxl + azxz +c (Zs,A): A(xl,xZ) = xl + 2x2
a? # la, sau a, # lay




Anexa 4. Forma generala a operatiei T-quasigrupului ternar cu un numar exact dat k de parastrofi distincti, unde k € {1,2,3.4,6}

Fie (Q, A) un T-quasigrup ternar cu T-grupul (Q, +). In tabelul de mai jos sunt date conditiile necesare si suficiente ca un T-quasigrup

ternar sa posede exact k parastrofi distincti, precum si exemple de astfel de quasigrupuri

k (numarul exact

Forma generala a operatiei

Conditii asupra automorfismelo si

N/O | de parastrofi ) Exemplu
distinti) A(xq,%5,%3) elementului ¢
1) 1 Iy +Ixy + I3+ C ag=a,=a3=1 (Zn, A): A(xq1,%9,X3) = —X1 — X3 — X3
2) 2 Nu exista astfel de quasigrupuri
3) ax, +ax, +Ix3+c (Zy,A): A(xq,%9,Xx3) = X1 + x5 + 8x3
4) 3 ax, + Ix, + ax; + ¢ a+l a?=¢ ac=Ic (Z;,A): A(x1,%x5,%3) = x; + 6X5 + X3
5) Ix; +ax, +axs +c (Z12,A): A(xq,x5,x3) = 11x; + 5x5 + 5x3
6) ax, +ax, +axz +c¢ (Z3,A): A(xq,x5,%3) = x1 + x5 + x5
7) axy +Ix, +Ixz+ ¢ (Z4,A): A(xq,x2,x3) = x4 + 3x, + 3x3
8) ) Ixg +ax, +1x3+ ¢ “l (Zg,A): A(xq,x5,%3) = 7Txq + 2%, + 73
9) Iy +Ixy + ax; + ¢ (Zg,A): A(xq,x5,%3) = 5x1 + 5x5 + x3
10) ax, +ax, +Ix3+ ¢ (Z7,A): A(xq,x5,%3) = 2x1 + 2x5 + 6x5 + 2
11) ax, +Ix, + ax; + ¢ a’+¢ (Zs, A): A(xq,%5,x3) = 3x1 + 4x, + 3x3 + 2
12) Ixg +ax, +axs +c (Zg,A): A(xq,x5,x3) = 8x; +4x, +4x3+ 5
13) 6 ax, + la’x, + a3x; + ¢ (Zs, A): A(xq, X, x3) = 2x1 + x5 + 3x3.
14) la?xy + adx, + ax; + ¢ a’?#¢e at=¢ ac=1Ic (Z10,A): A(xq, X5, X3) = X1 + 7x5 + 3x3.
15) ax; + adx, +la’x; +c¢ (Zys,A): A(xq, X5, x3) = 7x1 + 13x5 + 11x5.

16)

lafix; +ax, + fxz +c

ac =Ic, ac =Ic

(Zg,A):A(xl,xz,X3) = X1 + 3x2 + 5x3.




Anexa 5. Parastrofii T-quasigrupului n —ar, n € {3, 4}
a) Parastrofii T-quasigrupului ternar

Fie(Q, A) un T-quasigrup ternar, cu T-forma T = ((Q, +), a3, @5, a3, ¢). Multimea parastrofilor
acestui quasigrup este:
1) A(xq1,%2,Xx3) = @1X1 + Ayx, + a3x3 + a,
2) (12)A(x1,x2,X3) =ayx; + a;x, + azx; + a;
3) ODA(xy, x5, x3) = azxy + daxy + Ayx3 + @
4) (23)A(x1,x2,x3) = a;x; + azx, + ax3 + @;
5) (123)A(x1,x2,x3) =ayx, +azx; + a;x3 +a;
6) (132)A(x1,x2.x3) = Q3X1 + a1Xy + ayx3 +
) OVAC,x2,%5) = a7 + lagx, + Iazxs + 1),
8) YA, x2,x3) = a5 (layxy + X + lazxs + Ia),
9) YAy, x5 05) = a3 (ayxy + layx, + x5 + ),
10) PPV Ay, x2,x3) = art(lapxy + x; + lazxs + 1),
11) M A(xy, x5, %3) = a3 (01 + [ayx, + asx; + 1),
12) PV Ay, x0,%5) = @ (asxy + ayxy + X3 + [at),
13) MDA (xy, 20, %5) = 510y + [y %, + [z + [a),
14) PV A0y, x5, x3) = a7 (a2, + lasx, + x5 + 1),
15) (243)A(x1,x2,x3) = ajl(layx, + xy + layx; + 1),
16) (1234)A(x1,x2,x3) = a7 (ayxy + lasx, + x5 + Ia),
17) (1243)A(x1,x2,x3) = a7 (layx;, + x, + Iy x5 + ),
18) (1324)A(x1,x2,x3) = a7 azx; + x, + layxs + ),
19) (1342)A(x1,x2,x3) = a; (lazxy + la;x, + x5 + 1),
20) M2 4(x;, %, 203) = a3 1y + lasxy + layxs + ),
21) (1432)A(x1,x2,x3) = a3 (x; +layx; +layx; + Ia),
22) “PCY 4 (xy, x5, x3) = az ' (lazxy + layx; + x3 + ),
23) W@y 3 ) = az Tasx, + %y + layxs + 1),

24) W4, x5, 05) = a7 (g + Tz, + Iapxs + 1)



b) Parastrofii T-quasigrupului 4-ar

Fie (Q,A) un T-quasigrup 4-ar, cu T-forma T = ((Q, +), &y, a3, a3, a4, ¢). Multimea parastrofilor

acestui quasigrup este:

1) A(xq1,%2,X3,X4) = X1 + QX5 + a3x3 + aux, +C,

2) (12)A(x1,x2,x3,x4) = QyX; + a1x, + agx; + aux, +c,

3) (13)A(x1,x2,x3,x4) = a3x1 + ApXy + Ay x3 + x4 +c,

4) (14)A(x1,x2,x3,x4) = QuX1 + Ayxy + a3x3 + a1x4 + ¢,

5) (23)A(x1,x2,x3,x4) = X1 + azxy + x5 + aux, +c,

6) (24)A(x1,x2,x3,x4) = X1+ aux; +azx; +ayx, +c,

7) (34)A(x1,x2,x3,x4) = X1+ ax; + aux3 + azx, +c,

8) (12)(34)A(x1,x2,x3,x4) = @yX1 + A1 Xy + Ayx3 + azxy + C,

9) (13)(24)A(x1,x2,x3,x4) = a3X1 + auxy + a1x3 + Ax4 + ¢,

10) (14)(23)A(x1,x2,x3,x4) = X1 + a3xy + Ayx3 + A1x4 + ¢,
(123)

11) A(xq, x5, x3,X4) = X1 + AzXy + A1X3 + QX4 + C,
(132)

12) A(xq, x5, %3, %) = agxq + A1Xy + QX3 + Ayxy + C,
(124)

13) A(xq, X9, X3, X4) = X1 + QX + Az3X3 + A1X4 + C,
(142)

14) A(x1, %9, X3,X4) = Ayxq + A1X5 + A3x3 + A2X4 + C,
(134)

15) A(xq, %9, X3, X4) = a3xq + QX + AuX3 + 1%, + C,
(143)

16) A(xq, %9, x3,%4) = auxq + apxy + a1x3 + azxy + ¢,
(234)

17) A(xq, X9, %3, X4) = A1X1 + AzXy + QX3 + QX4 + C,
(243)

18) A(xq, X9, %3, X4) = A1X1 + QX + QX3 + Az3xy4 + C,

19) (1234)A(x1,x2,x3,x4) = @yX1 + a3xy + Aux3 + A1X4 + €,

20) (1432)A(x1,x2,x3,x4) = aux1 + a1Xy + ayx3 + azxy + ¢,

21) (1243)A(x1,x2,x3,x4) = Ayx1 + Xy + ayx3 + azx, + ¢,

22) (1342)A(x1,x2,x3,x4) = a3x1 + A1Xy + Ayx3 + Ayx4 + ¢,

23) (1324)A(x1,x2,x3,x4) = a3x1 + auxy + ayx3 + a;x, + ¢,

24) (1423)A(x1,x2,x3,x4) = aux1 + a3xy + ayx3 + ayx, + ¢,

25) MDACx1, 200, x3,24) = a7 (g + lapx; + lazxs + lagxy + 10),
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26) (ZS)A(X1,XZ,X3'X4) = az_l(lalxl +xp +lagxs + lagx, + o),
27) OVA(x1, %2, x3,24) = a3 (ayxy + lagx, + X3+ lagx, + L),
28) (45)14(961.962,963'954) = a’Zl(Ialxl + layx, + lazxs + x4 + IC),
29) UPCNA(x, 37, %3, %,) = a3 (apx, + layxy + x5 + lagxy + 1),
30) (12)(45)A(X1,X2'x3'x4) = aZl(lale + laixy + lazx; + x4 + Ic),
31) V0 ACxy, x5, x5, 14) = @g (asxy + xp + layxs + lagxy + 1),
32) A0, x5, x5, 71) = @5 Uasx, + lagx, + larxs + x4 + o),
33) MYy, xp, 33, 1) = @7 Uagxs + 3, + lazxs + gz, + 10),
34) MOV (x ), x5, x5, %) = a3t (layxy + layx; + x3 + lagxy + Ic),
35) UV (xy, x, x5, %4) = a7 Oy + lasxy + lagxs + lagxy + 10,
36) VYA, x5 x5, 4) = a7 (0 + lagx, + lazis + lagx, + L),
37) UCYA(xy, x, x5, x4) = a7 Oy + Tagxy + lagxs + lagxy + 10,
38) P MA(xy, x5, 23, %4) = a5 Uy x; + Lz, + lapxs + x4 + I0),
39) “VVACxy, x5, 33, %4) = a5 Uayxy + lagxy + x5 + gy + I0),
40) (25)(34)14(361,962,963'354) = az_l(lalxl +xp +lagxs + lagx, + Ic),
41) O 4(xy, x5, %3, %4) = ay (Tayx, + x; + lazxz + lagxy + Ic),
42) (152)A(x1,x2,x3,x4) = a; (g + Iy x, + lagxs + layx, + Ic),
13) (135)A(x1,x2,x3,x4) = a7 (azxy + layx, + x5 + layx, + Ic),
44) (153)A(X1,XZ.X3'X4) = agl(xl tlayx; +lagxs + lagx, + I0),
45) U A(xy, x5, 23, %) = a7 Uagxy + layx, + lazxs + x4 + 10),
46) (154)A(X1,XZ.X3'X4) = all(x1 +layx, + lagxs + lagx, + Ic),
47) BV Ay, x5, 23, %4) = a7 Jayx, + lazxy + x5 + lagxy + 1),
48) “*V A(x1, x5, x3,%4) = a3 (ayx, + x5 + lapxs + lagx, + 10),
49) ™ Ay, xg, x5, x4) = a7 (Iay %1 + latgxy + latzxs + x4 + IC),
50) (254)A(x1,x2,x3,x4) — all(lﬂhxl + x5 + lazxs + layx, + I0),
51) (345)A(x1,x2,x3,x4) = a3 (layx; + layx, + layxs + x4 + I0),
52) @Y A(xy, 10, 23, x4) = g (Tayxy + [ayx, + x5 + lasx, + Ic),
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53) (1235)A(x1,x2,x3,x4) = a7 (ayxy + lagx, + x3 + layx, + Ic),
(1532) 1

54) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (X1 + layxy + layxs + layx, + Ic),
(1245) 1

55) A(xy, x2,%3,%4) = a7 (Iazxy + lagx, + lazxs + x4 + Ic),
(1542) 1

56) A(xq, X9, x3,%4) = g (X1 + layxy + lagxs + layx, + Ic),
(1254) 1

57) A(xy, x2,%3,%4) = az (Iazxy + x5 + lagxs + lajxy + Ic),
(1452) 1

58) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (Iagxy + lagxy + lagxs + x4 + I¢),
(1253) 1

59) A(xy, x2,%3,%4) = az (Iazxy + x5 + lagxs + lagxy + Ic),
(1352) 1

60) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (Iazxy + lagxy + x3 + lagx, + Ic),
(1435) -1

61) A(xy, x2,%3,%4) = a7 (Iagxy + lazx, + x3 + lagxy + Ic),
(1534) 1

62) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (X1 + lagxy + lagxs + layx, + Ic),
(1325) -1

63) A(xy, %9, x3,x4) = a7 (lazx, + x, + layxs + lagx, + Ic),
(1523) 1

64) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (X1 + lagxy + lagxs + layx, + I¢),
(1345) -1

65) A(xy, %9, x3,x4) = a7 (lazx, + layx, + lagxs + x4 + I0),

66) (1543)A(x1,x2,x3,x4) = ay 1 (x; + layx, + Iagxs + Iagx, + Ic),
(1354) 1

67) A(xq, X9, x3,%4) = ag  (Iazxy + layxy + x3 + layx, + Ic),
(1453) -1

68) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (Iagxy + lagxy + lagxs + x4 + I¢),
(1425) 1

69) A(xq, X2, %3, %4) = a7 (lagx, + x; + lagxs + layxy + o),

70) (1524)A(x1,x2,x3,x4) = a; 1 (xy + lagx, + lagxs + Iagx, + Ic),
(2345) -1

71) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (Iayxy + lagxy + lagxs + x4 + 1),

72) (2543)A(x1,x2,x3,x4) = ay (la;x; + x, + layxs + Iagx, + Ic),
(2354) -1

73) A(xq, X9, x3,%4) = g (Iayxy + lagxy, + x3 + layx, + Ic),

74) (2453)A(x1,x2,x3,x4) = a3 (lax; + layx, + Iayxs + x4 + Ic),
(2435) -1

75) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (Iayxy + lagxy + x3 + lagx, + Ic),
(2534) 1

76) A(xq, X9, x3,%4) = a3 (Iayxy + x5 + lagxs + layx, + Ic),

77) (12345)A(x1,x2,x3,x4) = a7 (layx, + Iagxy + layxs + x4 + I0),

78) (12354)A(x1,x2,x3,x4) = az (ayxy + Iagx, + x3 + Iagx, + Ic),

79) (12435)A(x1,x2,x3,x4) = a7 (layxy + Iaux, + x5 + lagx, + Ic),
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80) 3V A(xy, %, %3, %4) = a3 (Tagxy + Xy + lagxs + layx, + IC),

81) 2V A(xy, x5, %3, %4) = a5 (Iapxy + lagx, + layxs + x4 + I0),

82) ") A(xy, %9, %3, %4) = a3 Tagxy + x5 + Loy x5 + latzxy, + IC),

83) PPV A(xy, g, %3, %4) = a7 (Iasxy + lagx, + x5 + layx, + I0),

84) 3429 (5, xy, x5, 24) = ay '(azx, + x; + lagxs + layxy + Ic),

85) PV A(xy, 2, %3, %4) = a3 (Iasxy + x5 + layxs + layx, + I0),

86) ¥ A(xy, %0, %3, %4) = a7 asxy + lagx, + Iagxs + x4 + IC),

87) P A(xy, 2, %3, %4) = a3 (Iasxy + layx; + x5 + layx, + I0),

88) B A(xy, %, %3, %4) = a5 (Tasxy + Iy, + Tagxs + x4 + IC),

89) (14253)A(x1,xz,x3,x4) = a3 (lagxy + X + layxz + layx, + Ic),

90) Ay, x5, %3, %) = @3 (@axy + lasxy + lagxs + x4 + 1),

01) MV, xz, x3,31) = @3 (lagx, + lasx; + layxs +xq +10),

92) M A(xy, %0, %3, %4) = a5 Tagxy + lasxy + lagxs + x4 + IC),

93) M¥24(x, xy, x5, %,) = ay (lagx, + x; + layxs + lazx, + Ic),

94) M3 43y, x5, %3, %4) = a7 (Tagxy + lasxy + x5 + latyx, + IC),

95) T A(xy, 2,35, 24) = @3 (g + Iy, + Iy + Iz + I6),

96) P A(xy, %9, %3, %4) = a5 (g + latgxy + Loy x5 + latzx, + IC),

97) (15342)A(x1,x2,x3.x4) = a3 (x; + lajx, + layxs + layx, + Ic),

98) P A(xy, %9, %3, %4) = a3 1%y + latzxy + Loy x5 + latyx, + IC),

99) (15234)A(x1,x2,x3.x4) = a; L (xq + Tagx, + lagxs + Iagx, + Ic),

100) 53 4(x,, xp 23, %) = azt(xq + Iagxy + layxs + layx, + Ic),
101) (123)(45)A(x1,x2,x3,x4) = aZl(Iale + lazx, + layx3 + x4 + Ic),
102) (132)(45)A(x1,x2,x3,x4) = az (asxy + lajx, + layxs + x4 + Ic),
103)  MICDA(xy, xp, x3,204) = a3 (g + Tayxy + Tagxs + layx, + Ic),
104) (124)(35)A(x1,x2,x3,x4) = a§1(1a2x1 + lagx; + x3 + lagx, + Ic),
105) VYA, x5, x5, %) = @7 (aoxs + xp + lagxs + lagxy + 1),
106) (152)(34)A(x1,x2,x3,x4) = a3 (x1 + layxy + lagxs + lazx, + I0),
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107) (15)(234)A(x1,x2,x3,x4) = a7 (xy + lagx, + lagx; + layx, + Ic),
108) (15)(243)A(x1,x2,x3,x4) = a7 (xy + lagx, + layxs + lagx, + Ic),
109) (14)(235)A(x1,x2, X3,%4) = & (lag xq + lagx, + x5 + lagx, + Ic),
110) (14)(253)A(x1,x2,x3,x4) = a3_1(1a4x1 + x; + layxs + layxy + Ic),
111) (13)(254)A(x1,x2,x3,x4) = a; (asxy + x, + layxs + layx, + Ic),
112) (13)(245)A(x1,x2, x3,%4) = a3 (lazxy + lagx, + lagxs + x4 + Ic),
113) (12)(345)A(x1,x2, x3,%4) = a3 (layxy + layx, + lagxs + x4 + Ic),
114) (12)(354)A(x1,x2,x3,x4) = az (ayxy + lagx, + x5 + lagx, + Ic),
115) (134)(25)A(x1,x2,x3,x4) = a; (lagx; + x, + Iayxs + Iayxy + Ic),
116) (143)(25)A(x1,x2,x3,x4) = oy tayxy + x, + layxs + lagx, + Ic),
117) (135)(24)A(x1,x2,x3,x4) = a7 (lazx; + layx, + x5 + Iayx, + Ic),
118) (153)(24)A(x1,x2,x3,x4) = a3 (x; + lagx, + lagxs + layxy + Ic),
119) (145)(23)A(x1,x2,x3,x4) = a7 (lagx; + lagx, + Iayxs + x4 + I0),

120) (154)(23)A(x1,x2,x3,x4) = a; (xg + lagx, + layxs + lagx, + Ic),
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