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1. REPERE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea si importanta temei abordate. Notiunea algebricd analogica celei de
quasigrup 1si are originile in lucrarile lui Anton K. Suschkewitsch, care a publicat in 1929 lucrari
despre ,,generalizarea legii asociative” si a studiat sisteme binare neasociative [19]. Termenul
»quasigrup” a fost introdus de catre Ruth Moufang in anul 1935, care prin studiile sale asupra
planelor desarguesiane a initiat dezvoltarea teoriei quasigrupurilor ca domeniu al algebrei
neasociative [2, 13, 14].

Conceptul de parastrof a fost introdus de A. Sade Tn anii 1950 [15]. Un quasigrup n —ar
are (n + 1)! parastrofi, iar unii dintre ei, sau chiar toti, pot sa coincidd ca operatii algebrice.
C.C.Lindner si D. Steedley [10] au aratat ca numarul exact de parastrofi distincti ai unui quasigrup
binar divide 3! si cd existd quasigrupuri binare cu exact 1, 2, 3 sau 6 parastrofi distincti,
caracterizand integral spectrul quasigrupurilor binare finite cu un numar exact dat de parastrofi
distincti. Ulterior, M. McLeish [11] a generalizat acest rezultat in caz n —ar, aratand ca numarul
exact de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar divide (n+ 1)! si a studiat existenta
quasigrupurilor ternare cu un numar exact dat de parastrofi distincti. In legitura cu aceste aspecte
apare problema caracterizarii spectrului unor astfel de n —quasigrupuri. n caz ternar, aceasti
problema a fost solutionata de catre M. McLeish, complet pentru quasigrupurile finite cu exact 1,
3, 4, 6, 12 sau 24 de parastrofi distincti, si partial pentru cele cu 2 sau 8 parastrofi distincti [11,
12]. M. McLeish a obtinut de asemenea o serie de estimari ale spectrului quasigrupurilor de aritate
arbitrara finitd n, cu un numar exact dat de parastrofi distincti [11], Tnsa caracterizarea completa a
spectrului este Tn prezent o problema deschisa.

Una din abordarile utilizate la caracterizarea spectrului quasigrupurilor n —are finite cu un
numar dat de parastrofi distincti consta in utilizarea in acest scop a quasigrupurilor liniare, in
particular a T —quasigrupurilor. Astfel apare problema caracterizarii quasigrupurilor liniare care
au un numar exact dat de parastrofi distincti. Aceasta problemd a fost solutionatd in caz binar,
pentru quasigrupurile liniare peste grupuri abeliene, de G. Belyavskaya si T. Popovich (T. Rotari)
[3-6]. Este de mentionat ca M. McLeish a utilizat si quasigrupurile liniare pentru a demonstra
existenta si a caracteriza spectrul quasigrupurilor ternare cu un numar exact dat de parastrofi
distincti. Totusi, McLeish nu a prezentat astfel de caracterizari in cazul a exact k parastrofi
distincti, pentru orice divizor k al numarului 24.

Ulterior, F. Sokhatsky si Y. Pirus [17, 18] au obtinut caracterizari ale quasigrupurilor
ternare (Q,A), A(xqy,x2,x3) = a;x; + a,x, + asxs + ¢, liniare peste un grup (Q,+,0), unde 0

este elementul neutru al grupului, a;, @, si az sunt bijectii pe multimea @, cu conditia ;0 =

4



0,i =1,2,3, care poseda cel mult un numar dat k de parastrofi distincti, unde k este divizor al
numarului 24. Tn particular, F. Sokhatsky si Y. Pirus au aratat ci nu exista quasigrupuri ternare
liniare (de tipul dat) cu exact doi parastrofi distincti. Mentionam ca rezultatele din [17, 18] se
referd la cazul cand un quasigrup ternar poseda cel mult (nu exact) k parastrofi distincti.

Tn teza prezenta sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup n —ar (n =
2, 3,4) sa posede un numar exact dat de parastrofi distincti si sunt date estimari ale spectrului unor
astfel de quasigrupuri in caz finit.

Un alt aspect studiat in acest context tine de caracterizarea spectrului quasigrupurilor
n —are, parastrofii distincti ai carora formeaza un sistem ortogonal. Problema ortogonalitatii
operatiilor binare a apdrut initial in combinatoricd (ortogonalitatea pdtratelor latine) fiind
impulsionatd de cunoscuta ipoteza a lui Euler despre inexistenta patratelor latine ortogonale de
ordinul n = 2 (mod 4) care a fost solutionata definitiv (negativ) de catre R. C. Bose, S. S.
Shrikhande si E. T. Parker in 1960 [7]. Solutia definitiva a ipotezei lui Euler arata ca exista patrate
latine ortogonale de orice ordin g # 1, 2, 6 . Solutionarea acestei ipoteze a condus la aparitia unor
domenii noi de cercetare In combinatorica si algebrd cum ar fi, de exemplu, teoria operatiilor
ortogonale, abordata initial de T. Mann, V. Belousov, C. Stein, T. Evans s.a. care, necesitand
diverse metode de constructie, s-a dezvoltat in multiple directii [8].

O directie aparte in teoria operatiilor ortogonale o reprezintd studiul ortogonalitatii
parastrofilor unui quasigrup n —ar [1, 20]. Quasigrupurile n —are care poseda seturi ortogonale
din n parastrofi (parastrofi principali) se numesc quasigrupuri parastrofic-ortogonale (auto-
ortogonale), iar quasigrupurile n —are, toti parastrofii distincti ai carora formeaza un sistem
ortogonal, se numesc quasigrupuri total parastrofic-ortogonale. Elaborarea metodelor de
constructie a quasigrupurilor n —are parastrofic-ortogonale, respectiv total parastrofic-ortogonale,
este un instrument eficient pentru caracterizarea spectrului unor astfel de quasigrupuri.

O problema care apare in acest context este caracterizarea quasigrupurilor liniare, n
particular a T —quasigrupurilor, ce poseda un numar exact dat de parastrofi distincti ortogonali. O
notiune analogicd celei de quasigrup total parastrofic-ortogonal, a aparut initial in caz binar, fiind
introdusa de autoarea tezei in colaborare cu G. Belyavskaya, unde quasigrupurile cu cei 6
parastrofi ortogonali au fost numite totCO — quasigrupuri (total conjugate — orthogonal
quasigroups) [4].

Quasigrupurile ternare mediale parastrofic —ortogonale au fost studiate de I. Fryz si
F.Sokhatsky [9, 16], care au stabilit conditii necesare si suficiente ca un quasigrup ternar medial

sa posede sisteme ortogonale, respectiv puternic ortogonale din sase (toti) parastrofi principali, si



au demonstrat ca, pentru orice n > 3, nu existd quasigrupuri n —are multimea parastrofilor
principali ai carora formeaza un sistem puternic ortogonal.
Operatiile ortogonale, in particular quasigrupurile ortogonale (parastrofic-ortogonale, auto-

ortogonale) au numeroase aplicari in criptografie, teoria codurilor, combinatorica s. a. [8].

Scopul si obiectivele tezei. Scopul tezei consta in obtinerea unor caracterizari ale quasigrupurilor
n—are (n=2,3,4), ce poseda un numar exact dat de parastrofi distincti, in particular ale
quasigrupurilor total parastrofic-ortogonale, precum si estimarea spectrului acestor quasigrupuri.
Pentru realizarea scopului tezei au fost formulate urmatoarele obiective:
- determinarea seturilor maximale de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar (n = 2,
3, 4), utilizand subgrupurile grupului S,,;
- caracterizarea T —formei T —quasigrupurilor cu un numar exact dat de parastrofi distincti,
inclusiv in cazul cand acestea formeaza un sistem ortogonal;
- obtinerea unor estimari ale spectrului quasigrupurilor n —are (n = 2, 3, 4) finite, ce au un

numar exact dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali.

Noutatea si originalitatea stiintifici. In lucrare sunt introduse doui clase noi de quasigrupuri
binare: DC — quasigrupuri (quasigrupuri binare care au sase parastrofi distincti) si
totCO — quasigrupuri (quasigrupuri binare cei sase parastrofi ai carora formeaza un sistem
ortogonal). Problema existentei quasigrupurilor ce poseda un numar dat de parastrofi distincti si a
caracterizarii spectrului lor, formulata de C.C. Lindner si D. Steedly, este consideratd pentru clasa
T —quasigrupurilor n —are (n = 2, 3,4), inclusiv cu sistemele maximale ortogonale de parastrofi

distincti.

Problema stiintificdA importanta solutionatid in domeniul respectiv constd in caracterizarea
quasigrupurilor binare ce poseda 6 parastrofi distincti, respectiv 6 parastrofi ortogonali, in
descrierea T — quasigrupurilor binare cu exact 1, 2, 3 sau 6 parastrofi distincti, a
T —quasigrupurilor ternare cu exact 3, 4 sau 6 parastrofi distincti si a T —quasigrupurilor 4 —are
cu exact 1, 5, 10 sau 20 de parastrofi distincti, estimarea spectrului lor, determinarea unor
conditii necesare si suficiente ca sistemele maximale de parastrofi distincti sa fie ortogonale,
precum si demonstrarea inexistentei T —quasigrupurilor 4 —are cu exact 2, 6 sau 15 parastrofi
distincti.

Semnificatia teoreticd si valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele referitoare la T —formele
T —quasigrupurilor n —are cu un numar exact dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali, cat si

metodele propuse de constructie a n — quasigrupurilor parastrofic-ortogonale, reprezinta



contributii la solutionarea problemelor deschise despre existenta n —quasigrupurilor cu un numar

dat de parastrofi distincti si spectrul n —quasigrupurilor parastrofic-ortogonale.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice au fost prezentate in cadrul a opt sesiuni

speciale a Seminarului ,,Algebra si Logica matematica”, dedicat memoriei Profesorului Valentin

Belosov, Institutul de Matematica si Informatica ,,Vladimir Andrunachievici”. De asemenea,

rezultatele incluse in teza au fost prezentate la 17 conferinte de specialitate, dintre care 7 conferinte

internationale de specialitate in afara Republicii Moldova:

The 32th International Conference on Applied and Industrial Mathematics, Bucharest, Romania, 18-
21 September, 2025;

The 3 1th International Conference on Applied and Industrial Mathematics, Oradea, Romania, 19-22
September, 2024;

The XII International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to the 215th anniversary of V.
Bunyakovsky, July 02-06, 2019, Vinnytsia, Ukraine;

The XI International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to the 75th anniversary of V. V.
Kirichenko, July 03-07, 2017, Kyiv, Ukraine

The 8-th International Algebraic Conference in Ukraine Dedicated to the memory of Professor
Vitaliy Mikhaylovich Usenko, Lugansk, 5-12 July, 2011;

X MexnayHaponHslii cemuHap ,JI[MCKpeTHas MareMarvka W ee InpuioxeHus , Mocksa, 1-6
dbespans 2010;

The 7-th International Algebraic Conference in Ukraine. Kharkov, 18-23 August, 2009;
International Conference on Quasigroups and Related Systems (ConfQRS 2025), July 2 — 4, 2025,
Chisinau, Republic of Moldova;

International Conference Mathematics & IT: Research and Education (MITRE-2025), June 26— 29,
2025, Chisindu, Republic of Moldova;

International Conference dedicated to the 60th anniversary of the foundation of V. Andrunachievici
Institute of Mathematics and Computer Science, October 10-13, 2024, Chisinau, Republic of
Moldova;

International Scientific Conference Mathematics & IT: Research and Education (MITRE-2023),
Chisindu, Republic of Moldova, 26 — 29 June, 2023;

Conference on Applied and Industrial Mathematics dedicated to Academician Mitrofan M. Ciobanu,
Chisindu, Republic of Moldova, 22 — 25 August, 2012;

International Scientific Conference “Mathematics & IT: Research and Education (MITRE-2011),
Chisinau, Republic of Moldova, 22 — 25 August, 2011;
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- International Scientific Conference “Mathematics & IT: Research and Education” (MITRE-2009),
Chisindu, Republic of Moldova, 8 —9 octombrie, 2009;

- Conferinta stiintifica internationald ,,Relevanta si calitatea formarii universitare: competente pentru
present si viitor european”, consacratd aniversarii de 80 de ani de la fondarea Universitatii de
Stat ,,Alecu Russo” din Balti, 3-4 octombrie 2025;

- National conference with international participation: Natural Sciences in the Dialogue of Generations,
State University of Moldova, September 18-19, 2025;

- International Workshop on Intelligent Information System: Proceeding IIS, Chisindu, 13-14
September, 2011.

Publicatii la tema tezei. La tema tezei au fost publicate in total 27 de lucrari stiintifice, inclusiv

10 articole, dintre care 6 articole n reviste stiintifice recenzate de specialitate, 4 articole publicate

n culegeri de articole (Proceedings) si 17 rezumate la conferinte stiintifice.

Structura si volumul tezei. Teza este scrisd in limba romana si contine: introducere, patru

capitole, concluzii generale si recomandari, bibliografie cu 162 titluri si 5 anexe. Teza contine 150

pagini, inclusiv 112 pagini cu text de baza.

Cuvinte-cheie: quasigrup n —ar, parastrof, quasigrup liniar, T —quasigrup, quasigrup (total)

parastrofic-ortogonal, DC —quasigrup, totCO —quasigrup.



2. CONTINUTUL TEZEI
Lucrarea este structurata 1n patru capitole, Introducere, Concluzii generale si recomandari,

Bibliografie si 5 anexe.

Tn primul capitol - Analiza bibliografiei Tn domeniul teoriei quasigrupurilor cu un
numar dat de parastrofi distincti, este prezentata o analiza a rezultatelor cunoscute care se refera
la tema tezei. Se arata ca numarul maximal de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar (Q, A)
coincide cu indicele |S,.1: H| al subgrupului H = {o € S,41|A = °A} In grupul S,,. Astfel,
numarul maximal posibil de parastrofi distincti ai unui quasigrup n —ar este un divizor al
numarului (n + 1), iar seturile maximale de parastrofi distincti ale operatiei n —are de quasigrup
A sunt seturile de reprezentanti ai claselor din multimea-factor, obtinuta la factorizarea grupului
She1 Prin H.

In acest capitol sunt date estimari ale spectrului quasigrupurilor binare si, respectiv ternare,
cu un numdr exact de parastrofi distincti. Se aratd ca exista quasigrupuri binare care au exact k
parastrofi distincti, pentru fiecare k = 1,2, 3 sau 6, de orice ordin g > 4. Tn caz ternar, sunt expuse
rezultatele obtinute de M. McLeish referitoare la existenta quasigrupurilor ternare si n —are cu un
numar exact dat de parastrofi distincti si spectrul lor [11, 12].

De asemenea, in primul capitol sunt prezentate rezultatele obtinute de C.C. Lindner si D.
Steedly [10] ce caracterizeaza multimile de parastrofi distincti ai unui quasigrup binar (Q, A) cu
ajutorul unor seturi de identitati de doua variabile din multimea

T={AA®Y) =y, AA@0),0=y, A®xYy)=AD,%),
A, A, x)) =y, AR Y),x) =y}
In teza data este precizat rezultatul obtinut Tn [10], eliminand din multimea T penultima identitate
st utilizand 1n acest scop multimea

T ={A(x,A(x,y)) =y, AA®Y, %), %) =y, A(x,y) = Ay, x), A(A(x, y), x) = y}.
Propozitia 1.1.4. Fie (Q, A) un quasigrup binar. Sunt adevarate afirmatiile:

1) dacd quasigrupul (Q, A) satisface exact doud identitditi ale multimii T, atunci toti parastrofii
sdi coincid;

2) daca quasigrupul (Q, A) satisface identitatea A(A(x,y),x) =y, atunci (Q, A) are exact doi
parastrofi distincti, si acestea sunt A(x,y) si (2 A(x, y);

3) daca quasigrupul (Q,A) satisface exact una dintre identitatile A(x,A(x,y)) =1y,
A(A(y,x),x) =y, A(x,y) = A(y,x), atunci (Q,A) are exact urmdtorii trei parastrofi
distincti A(x,y), 23 A, y), 132 4 (x, y);



4) daca quasigrupul (Q,A) nu satisface nici una dintre identitdtile multimii T, atunci toti

parastrofii sai sunt distincti.

Tn ultimul paragraf al primului capitol este descrisa o metoda de constructie a sistemelor
ortogonale de quasigrupuri n —are finite, data de T. Evans, care utilizeaza in acest scop sisteme
ortogonale de quasigrupuri de aritate mai mica si metoda superpozitiilor.

Tn capitolul al doilea - Quasigrupuri liniare binare si ternare cu un numir maximal
dat de parastrofi distincti, sunt prezentate rezultatele autoarei tezei, referitoare la
T —quasigrupurile binare si, respectiv ternare, cu un numar exact dat de parastrofi distincti.

Tn paragraful 2.1 sunt date conditiile necesare si suficiente ca un T —quasigrup binar si
posede exact 1, 2 sau 3 parastrofi distincti si este caracterizat spectrul unor astfel de quasigrupuri.
Propozitia 2.1.1. Un T —quasigrup binar (Q, A), cu T — grupul (Q,+), este un TS —quasigrup
daca si numai daca

A(xq,x5) =1Ix; + Ix, + ¢,
Vx,x, € Q,undec € Qsil(x) =—x,Vx € Q.

Corolarul 2.1.2. Exista TS —quasigrupuri binare de orice ordin g > 1.

Propozitia 2.1.2. T — Quasigrupul binar (Q,A)cu T-grupul (Q,+), are exact doi parastrofi
distincti daca si numai daca exista a € Aut(Q, +) si un element ¢ € Q, astfel incat
A(xy, %) = axy +a x, +c,

undea # I, a3 =1, ac = —c.

Corolarul 2.1.4. Exista T-quasigrupuri binare finite, care au exact doi parastrofi distincti, de

orice ordin primar g > 3.

Propozitia 2.1.3. T-Quasigrupul (@, A) cu T-grupul (Q,+), are exact trei parastrofi distincti
daca si numai daca exista a € Aut(Q,+), a # 1, si un element c € Q, astfel incdt operatia

A(xq, x5) are una dintre urmatoarele trei forme:
ax; +ax, +c¢,Ixy +ax, +¢, axy +1x, +c.

Corolarul 2.1.9. Exista T-quasigrupuri binare finite, care au exact trei parastrofi distincti, de

orice ordin g > 2.

Paragraful 2.2 se refera la quasigrupurile binare ce poseda sase (toti) parastrofi distincti,

numite DC —quasigrupuri, fiind prezentate urmatoarele rezultate de baza.

Propozitia 2.2.1. Fie (Q,A) un DC —quasigrup. Sunt adevarate afirmatiile:

1) Orice DC —quasigrup este necomutativ si netrivial.
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2) Orice quasigrup care contine un DC —subquasigrup este un DC —quasigrup.
3) Orice parastrof al unui DC —quasigrupul este DC —quasigrup.
4) Orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfica a unui DC — quasigrup este un
DC —quasigrup.

C.C. Lindner si D. Steedly [10], au aratat ca exista quasigrupuri binare finite, cu toti cei
sase parastrofi distincti, de orice ordin g > 4. Urmatoarele afirmatii prezinta un criteriu caun T-
quasigrup binar sa fie un DC —quasigrup si caracterizarea spectrului DC — T -quasigrupurilor

finite.

Teorema 2.2.1. T —quasigrupul (Q,A4), A(x, y) = @x + Yy, este un DC —quasigrup daca si
numai daca @ # 1,; Y # 1si p? # [P sau P? # l.

Teorema 2.2.2. Pentru orice q = 5, q # 6, exista DC — T —quasigrupuri de ordinul gq.

Spectrul quasigrupurilor ternare finite, cu un numar exact k de parastrofi distincti, unde k
este divizor al numarului 24, a fost caracterizat complet in cazul k = 1, 3,4, 6,12, 24, si partial in
cazul k = 2 sau 8, de catre M. McLeish [11, 12].

F. Sokhatsky si Y. Pirus in [17, 18] au obtinut caracterizari ale quasigrupurilor ternare
(Q,4), A(xq,x5,%x3) = a1x1 + ayx, + azx; + ¢, liniare peste un grup (Q,+,0), unde O este
elementul neutru al grupului, a;, i = 1,2, 3, sunt bijectii pe multimea Q, care verifica conditia
;0 =0,i =1, 2,3, ce poseda cel mult k parastrofi distincti (nu exact k parastrofi distincti), unde
k este divizor al numarului 24.

In paragraful 2.3 sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup ternar si
posede exact k parastrofi distincti, unde k = 3,4 sau 6. In acelasi paragraf sunt date caracteriziri

ale spectrului unor astfel de quasigrupuri ternare.

Propozitia 2.3.2. Un T —quasigrup ternar (Q, A), cu T —grupul (Q,+), are un maximum atins
din trei parastrofi distincti daca si numai daca exista a € Aut(Q, +) si un element ¢ € Q, astfel
incdt operatia A(xq, X5, X3) are una dintre urmdtoarele trei forme: ax; + ax, + Ix3 + ¢, [x; +

ax, + axz +c, ax; +1x, + axz +c, unde a #1, a? = ¢, ac =Ic,I(x) = —x, Vx € Q.

Corolarul 2.3.1. Exista T —quasigrupuri ternare idempotente cu un maximum atins din trei

parastrofi distincti.

Corolarul 2.3.2. Pentru orice m > 3 exista quasigrupuri ternare de ordinul m cu un maximum

atins din trei parastrofi distincti.
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Utilizand subgrupurile de ordinul sase ale grupului S,, Tn paragraful 2.3. sunt caracterizate
T —formele T —quasigrupurilor ternare cu exact patru parastrofi distincti si este descris spectrul

acestor quasigrupuri.

Teorema 2.3.1. Un T —quasigrup ternar (Q,A4), cu T —qrupul (Q, +), are exact patru parastrofi
distincti daca si numai daca exista a € Aut(Q, +) si un element c € Q, astfel incat T —forma sa
este una din urmatoarele:

T, = ((Q, +),a,a,a, c), T, = ((Q,+),I, I, «, c),

T: = ((Q +).Lalc), T,=(Q +)allc),

unde Ix = —x, a # I.

Corolarul 2.3.4. [11] Exista quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar q = 3 ce au exact

4 parastrofi distincti.

De asemenea, in paragraful 2.3 al tezei sunt studiate quasigrupurile ternare cu exact sase
parastrofi distincti, utilizand cele sapte subgrupuri de ordinul patru ale grupului S,. Pentru fiecare
subgrup a fost determinata T —forma T — quasigrupului corespunzator si stabilite conditiile
necesare si suficiente ca un T —quasigrup ternar sa posede exact sase parastrofi distincti. Au fost

obtinute un sir de estimari ale spectrului acestor quasigrupuri.

Teorema 2.3.2. T —quasigrupul ternar (Q,4) cu T —qrupul (Q,+) si H ={o|’A=A}=Z,
are exact sase parastrofi distincti daca si numai daca exista « € Aut(Q,+) si un element ¢ € Q,

astfel incat T —forma sa este una dintre urmatoarele:
T, = ((Q,+), e 1a?,a%,¢c), T, = ((Q,+),1a? a3 a,c), Ts = ((Q,+),a, a% Ia? ),

unde ac = Ic,Ix = —x,a?> # ¢,a* = ¢.

Teorema 2.3.3. T —quasigrupul ternar (Q, A) cu T —qrupul (Q,+) sicu H = {o| °A = A} = H,,
i =18, 19, 20, are exact sase parastrofi distincti daca si numai daca exista a« € Aut(Q,+) si un
element ¢ € Q, astfel incat T —forma sa este una dintre urmatoarele T, = ((Q, +),a,a,1,c ),

Ts = ((Q,4), @, La,c),Ts = ((Q,+),1,a,a,c), unde a? # ¢.

Teorema 2.3.4. T —quasigrupul ternar (Q,A) cu T —qrupul (Q,+) si cu H = {o| A = A} =
H,, = K,, are exact sase parastrofi distincti daca si numai daca exista a, 8 € Aut(Q,+) si un
element c € Q, astfel incat T —forma sa este T, = ((Q, +),laB,a,pB,c ) unde ac = fc = Ic,

a’=p%*=¢caf =Pa, a+P,a+1,B *I.
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Corolarul 2.3.6. Exista quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar q,(q,3) = 1 ce poseda
exact sase parastrofi distincti.

Capitolul trei se refera la T —quasigrupurile 4 —are cu un numéir exact dat de
parastrofi distincti. Sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup 4 —ar sa aiba
exact 1, 5, 10 sau 20 de parastrofi distincti. Sunt prezentate unele estimari ale spectrului acestor

quasigrupuri.

Propozitia 3.1.3. Pentru caun 4 — T —quasigrup (Q, A) sd fieun 4 — TS — T —quasigrup, este

necesar si suficient ca acesta sd posede T —forma ((Q, +),,1,1,1, c), unde Ix = —x, Vx € Q.

Corolarul 3.1.1. Exista 4 — TS — T —quasigrupuri de orice ording € N, q > 2.

Quasigrupurile 4 —are cu exact cinci parastrofi distincti sunt caracterizate de subgrupurile
de ordinul 24 ale grupului Ss. Grupul simetric S5 are 5 subgrupuri de ordinul 24, ce sunt izomorfe
cu grupul S,, si acestea sunt:

H; =((1234), (12)), Hy = ((1245), (12)), Hs = ((2345), (23)).
H, = ((1235),(12)), H, = ((1345),(13)),

Propozitia 3.3.1. Un 4 — T —quasigrup are exact cinci parastrofi distincti daca si numai daca
exista a € Aut(Q,+) si un element c € Q, astfel incat T — forma sa este una dintre
urmdtoarele: Ty = ((Q,+), @, ¢, &, a,¢), T, =(Q,+),I.1,La,c), Ts=((Q +) 11 alc)
T, =(Q+).Lallc) Ts=((Q+),alllc)undea # I, Ix =—x.

Corolarul 3.3.2. Exista 4 — T —quasigrupuri de ordinul q, cu exact 5 parastrofi distincti, pentru
orice g = 3.

Fie (Q,A) un quasigrup 4 —ar si H ={o € Sg| A = A}, astfel incat |[H| = 12,H <
Ss. Grupul S5 are 15 astfel de subgrupuri, dintre care 5 sunt izomorfe grupului altern A, iar 10

subgrupuri sunt izomorfe cu S, X S5.

Propozitia 3.4.1. Nu exista 4 — T —quasigrupuri (Q,A) cu 10 parastrofi distincti, unde H =
(€S| A=A} = A,

Propozitia 3.4.2. Fie (Q, A) un 4 — T —quasigrup cu T —grupul (Q, +) sifie H € {H;,i = 6,15},
unde H ={o € Sg| °A = A} = S, X S;. Atunci exista a € Aut(Q, +) si un element c € Q, unde
a+1,1x = —x,Yx € Q, 0 este elementul neutru al grupului (Q, +), astfel incat (Q, A) are una
dintre urmatoarele T —forme:
T, =0Q,+),a,aalc), T, =(0,+),aalac),
T; = ((Q,+),a,1, a,a, C), T, =((Q,+),1,aaac),
13



Ts = (@), L, La,a,c), Tg=Q,+)1,alac),
T, =((Q +),La,a,lc), Ts = ((Q,+),al,1,ac),
To = ((Q,+),a,1,a,l,c), Tio = ((Q,+),a,a,1,1,0).
Corolarul 3.4.2. Pentru orice ordin impar q, q = 3 exista 4 — T —quasigrupuri cu exact 10
parastrofi distincti.
Pentru a obtine caracterizarea T —formei 4 — T —quasigrupurilor cu exact 20 de parastrofi
distincti, sunt considerate toate cele 30 de subgrupuri de ordinul 6 ale grupului Ss, si anume:
1) 10 subgrupuri izomorfe grupului Zg:
Hy = ((123)(45)), H, = ((124)(35)), Hsz = ((125)(34)), H, = ((134)(25)),
Hs = ((135)(24)), Hg = ((145)(34)), H; =((234)(15)),
Hg =((235)(14)),  Ho =((245)(13)),  Hyo = ((345)(12));
2) 20 subgrupuri izomorfe cu S5, ce sunt generate de doua substitutii a si 8, de ordinul 3
si, respectiv 2, incluzand:
2a) 10 subgrupuri, unde f este transpozitie:
Hyy =((123),(12)), Hyx =((124),(12)), Hyz = ((134), (13)),
Hy, =((125),(12)),  Hy5 =((135),(13)), Hye = ((145),(14)),
Hy; =((234),(23)),  Hig = ((235),(23)), Hyo = ((245), (24)),
Hyo =((345), (34));
2b) 10 subgrupuri unde £ este produs de doua transpozitii independente:
Hyy =((123),(12)(45)), Hyp =((124),(12)(35)),  Hpz = ((125),(12)(34)),
Hyy = ((134),(13)(25)),  Hps =((135),(13)(24)),  Hae = ((145),(14)(23)),
Hy7 =((234),(23)(15)),  Hag =((235),(23)(14)),  Hape = ((245),(13)(24)),
Hzo = ((345), (34)(12)).

Au fost obtinute urmatoarele rezultate:

Teorema 3.6.1. Fie (Q, A) un 4 — T —quasigrup cu T —grupul (Q,+) si fie HE {H;, i =
11,20}, unde H = {0 € Ss| A = A}. Atunci existi a, B € Aut(Q,+) si un element c € (, astfel
incata =B, a+1, B#1, ac+c+0, Bc+c+#0, Ix =—x, Vx € Q,unde 0 este elementul
neutru al grupului abelian (Q, +), astfel incat (Q, A) are una dintre urmatoarele T —forme:

T, = ((Q, +),a,a,a,p, c), T, = ((Q,+), a,a,pf,a, c), T; = ((Q,+),a,B,a,a,c),

,=(Q +).Baaac), Ts=(Q+)L1]ap0c), Te = ((Q,+).1,a,1,B,0),

T, =((Q,+),LaB,1,c), Ts = ((Q,+), e, 11,B,¢), To = ((Q,4).a,1,B,1,c),

Tio = ((Q,+), @, B,1,1,).
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Propozitia 3.6.1. 4 — T —quasigrupul (Q,A) cu T —forma T, = ((Q,+),a, @, @, B, ¢ ), unde

a+B,a+1,B+I11(x)=—x,Vx €Q, are exact 20 de parastrofi distincti.

Corolarul 3.6.1. 4 — T —quasigrupul (Q, A), unde {o € Sg| A = “A} = ((123),(23)), are exact
20 de parastrofi distincti daca si numai daca exista a, § € Aut(Q,+) si un element c € Q, astfel
incat (Q, A) are T —forma ((Q,+),a,a,a,B,c),unde a # B,a # I, # I,1(x) = —x,Vx € Q.

Teorema 3.6.2. Nu exista 4 — T —quasigrupuri (Q, A), astfel incat grupul H = {o € Ss| A = A}

este izomorf cu Zg.

Teorema 3.6.3. Nu exista 4 — T —quasigrupuri (Q, A) astfelincat H € {H,;, H,,, ..., H3p}, unde
H={o€S|A= A}

Corolar 3.6.2. Exista 4 — T —quasigrupuri cu exact 20 de parastrofi distincti de orice ordin impar

q > 1,unde (q,3) = 1.

De asemenea, in capitolul trei se demonstreaza ca nu exista T —quasigrupuri 4 —are cu
exact 2, 6 sau 15 parastrofi distincti.

Grupul S5 are un singur subgrup de ordinul 60 si acesta este grupul altern As. Cei doi
parastrofi distincti ai unui quasigrup 4 —ar (Q,A) cu {o € Sg | °A = A} = As, sunt dati de seturi

de reprezentanti ai claselor de resturi {As, As7 |7 € S5\ A5}
Propozitia 3.2.1. Nu exista 4 — T —quasigrupuri cu exact doi parastrofi distincti.

Quasigrupurile 4 —are cu exact sase parastrofi distincti sunt caracterizate de subgrupurile
de ordinul 20 ale grupului Ss. Acest grup are exact 6 astfel de subgrupuri, si anume:

H, = ((12345),(2453)),  H, = ((12435),(2453)),  Hs = ((12453), (2435)),
H, = ((12543),(2534)),  H: = ((12534), (2543)),  H, = ((13524), (3542)).

Propozitia 3.2.2. Nu exista 4 — T —quasigrupuri cu exact sase parastrofi distincti.

Quasigrupurile 4 —are cu exact 15 parastrofi distincti sunt caracterizate de subgrupurile de

ordinul 8. Grupul S5 are in total 15 astfel de subgrupuri de ordinul 8, toate fiind izomorfe grupului

Dg:
Hy = ((1234),(13)); He = ((1325), (12)); Hyy = ((1354), (15));
H, = ((1243), (14)); H; = ((1245), (14)); Hy, = ((1435),(13));
Hz = ((1324),(12)); Hg = ((1254), (15)); Hys = ((2345), (24));
H, = ((1235), (13)); Hoy = ((1425), (12)); Hyy = ((2354),(25));
Hs = ((1253), (15)); Hyo = ((1345), (14)); Hys = ((2435), (23)).

Propozitia 3.5.1. Nu exista 4 — T —quasigrupuri cu exact 15 parastrofi distincti.
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Tn ultimul capitol, Quasigrupuri total parastrofic-ortogonale, sunt studiate
quasigrupurile n —are parastrofic-ortogonale, inclusiv total parastrofic-ortogonale, pentrun = 2,
3,4. In caz binar sunt obtinute caracterizari ale quasigrupurilor binare in care toti cei sase
parastrofi formeaza un sistem ortogonal, numite totCO — quasigrupuri. Se aratd ca clasa
totCO — quasigrupurilor este inchisd in raport cu transformarea de parastrofie si imaginile
omomorfice, sunt date conditii necesare si suficiente ca un T — quasigrup binar sd fie un

totCO —quasigrup. Sunt prezentate estimari ale spectrului totCO —quasigrupurilor.

Propozitia 4.1.1. T — quasigrupul (Q,A), unde A(x,y) =@x+yYy+c,c€Q, este un
totCO —quasigrup daca si numai dacd aplicatiile o + &, @ —&, Y +¢&, P —¢&, @2+, P2 +
®, =Y, ¢+, Yo — & sunt bijectil.

Corolarul 4.1.1. T —quasigrupul (Z,,, A), A(x,y) = ax + by, este un totCO —quasigrup daca
si numai dacd numerele a+1,a—1,b+1, b—1,a?2+ b, b> +a,a—b,a+ b,ab — 1 sunt

reciproc prime cu n.

Corolarul 4.1.2. Dacid T — quasigrupul (Z,,A), A(x,y) = ax + by, este un totCO —
quasigrup, atunci a # —1,1,b,—b,—b?; b = —1,1,—a?, ab # 1 (mod n).

Teorema 4.1.1. Pentru orice numar intreg n = 11, ce este reciproc prim cu 2, 3, 5 si 7, exista

totCO —quasigrupuri de ordinul n,

Corolarul 4.1.3. Exista totCO —quasigrupuri de orice ordin n = pflpé‘z...pfs, unde p; este

numar prim, p; # 2,3,5,7,k; > 1,i=1,2,...,5,s = 1.

Propozitia 4.1.2. Consideram quasigrupurile (Z,, 4;), i = 1,2,...,8, unde:
Ai(x,y) =2x+ 4y, A,(x,y) = 3x + 5y, A3(x,y) = 2x + 3y, A,(x,y) = 2x + 8y,

As(x,y) = 5x + 10y, Ag(x,y) = 5x + 11y, A;(x,y) = 3x + 7y, Ag(x,y) = 3x + 9y.
Sunt adevarate afirmatiile:
1) Quasigrupurile (Z,, A;) si (Z,, A;), sunt totCO —quasigrupuri dacd si numai dacd n este
reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5 si 7;
2) Quasigrupurile (Z,,A;) unde i = 3,4,5,6, sunt totCO —quasigrupuri daca si numai dacan
este reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5, 7 si 11;
3) Quasigrupurile (Z,, A) si (Z,,Ag), sunt totCO —quasigrupuri daca si numai daca n este

reciproc prim cu fiecare dintre numerele 2, 3, 5, 7 si 11.

Propozitia 4.1.3. Orice parastrof al unui totCO —quasigrup este la fel un totCO —quasigrup.
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Tn caz ternar sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup si aiba exact trei
sau exact patru parastrofi distincti care formeaza un sistem ortogonal si estimari ale spectrului

acestor quasigrupuri.

Teorema 4.2.1. Un T —quasigrup ternar (Q,A), cu T —grupul (Q, +), are exact trei parastrofi
distincti ce sunt si ortogonali daca si numai daca operatia A(xq,x,,x5) are una dintre
urmatoarele forme:

ax; +ax, +Ix; +c, Ix; + ax, + axz + ¢, axq + Ix, + ax; +c,

undeIx = —x, a # [,2a #¢, a’>=¢, ac =Ic, a € Aut (Q,+), c € Q.

Corolarul 4.2.2. Exista quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distincti ce sunt i

ortogonali, de orice ordin g impar, g = 3.

Corolarul 4.2.3. Fie (R, +,-) campul numerelor reale si (R, A) un quasigrup ternar liniar peste
R. Atunci (R, A) este un quasigrup ternar idempotent cu exact trei parastrofi distincti ce sunt si

ortogonali daca si numai daca operatia A(x,, x5, x3) are una dintre formele:
X1+ Xy — X3, X1 — Xy +X35aU —xq + X + x3.

Corolarul 4.2.4. Exista quasigrupuri ternare infinite cu exact trei parastrofi distincti ce sunt §i
ortogonali.

In paragraful 2.3 sunt studiate T —quasigrupurile ternare cu exact patru parastrofi distincti,
fiind indicate seturile de identitati ce asigura proprietatea datd. De asemenea, este analizata forma
operatiei T —quasigrupului ternar, ce poseda exact 4 parastrofi distincti. Observam ca, in acest caz,

un set de patru parastrofi distincti ai unui quasigrup ternar este: {A, (12)(34)/1, (13)(24)A, (14)(23)A}.

Conform Teoremei 2.3.1, un T —quasigrup ternar (Q,A), cu T —grupul (Q,+), are exact
patru parastrofi distincti daca si numai daca operatia A are una din formele: A;(x;, x5, x3) =
ax, + ax, + axs, A, (xq, Xy, x3) = Ixg + ax, + Ix3, Az(x1, X, X3) = Ix; + Ix, + axs,
Ay(xq,x5,%x3) = axq +Ix, +1x3, unde a € Aut Q(+) Ix = —x, a # 1. Utilizand acest

rezultat, este demonstrata urmatoarea teorema:

Teorema 4.2.2. Un T —quasigrup ternar (Q, A), cu T —grupul (Q, +), cu exact patru parastrofi
distincti, este total parastrofic-ortogonal daca si numai daca a + €, € + 2la € AutQ(+), unde

a€ Aut Q(+),Ix = —x, a # 1.

Corolarul 4.2.6. Exista quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar q = 3 ce au exact 4

parastrofi distincti ce sunt si ortogonali.
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Conform Propozitiei 3.3.1, un 4 — T —quasigrup are exact cinci parastrofi distincti daca

si numai daca T —forma sa este una dintre urmatoarele:
le((Ql-I_))a!a)alalc)) TZ :(QI-I_)FIIIFIFaFC)F T3:((Qr+)rlrlrarlrc)l

T, = ((Qr +)'1' a,l,1, C)' Ts = ((Q: +); a,l, 1,1, C);
unde a # I, Ix = —x. O conditie necesara si suficienta ca cei cinci parastrofi sa fie si ortogonali

este urmatoarea:

Teorema 4.3.1. T —quasigrupul 4-ar (Q, A) cu T —forma ((Q,+), a,a,a, @, c), cu exact cinci

parastrofi distincti, este total parastrofic-ortogonal daca si numai daca a + € € Aut(Q, +).

(a + 1,n) = 1, are exact 5 parastrofi distincti ce sunt si ortogonali.

Corolarul 4.3.2. Exista T-quasigrupuri 4-are finite, cu exact 5 parastrofi distincti si ortogonali,
de orice ordin g = 3.

In ultimul paragraf al Capitolului 4, in baza metodei de constructie a sistemelor ortogonale
de operatii n —are, date de Trevor Evans, sunt prezentate constructii ale operatiilor k —are
parastrofic-ortogonale, Tn particular auto-ortogonale, unde k are una din urmatoarele forme:
k = n? 2", mn, pentrun,m > 2.

Propozitia 4.4.1. Fie (Q,A) un quasigrup n —ar auto-ortogonal si fie {"*A, A, ...,, ™A} un
sistem ortogonal de parastrofi principali ai quasigrupului (Q, A). Grupoidul n? —ar (Q, B,),

unde
n? a4 (@1 ny a1 2n a, n?
Bu(q") = A (A, “AGE, -, A (xn1141))
este un quasigrup auto-ortogonal.

Corolarul 4.4.1. Daca exista quasigrupuri n —are auto-ortogonale de ordinul q, atunci exista

quasigrupuri auto-ortognale n? —are de ordinul g.

Corolarul 4.4.2. Exista quasigrupuri 2™ -are auto-ortognale de orice ordin g, unde g €
N*\{1, 2,3, 6}.

Teorema 4.4.2. Fie (Q,A) si (Q,B) quasigrupuri finite n —ar si respectiv m —ar auto-
ortogonale. Daca {™ A, "4, ...“"A} si {BlB, ﬂzB,...,ﬁmB} sunt sisteme ortogonale de

parastrofi principali ai quasigrurilor respective, atunci grupoidul (Q, C;), unde

GO = PBBAGE), .., AT 15e1))
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este un quasigrup auto-ortogonal nm-ar.

Corolarul 4.4.6. Daca pe o multime finita Q exista quasigrupuri auto-ortogonale m —are si

n —are (n, m = 2), atunci pe aceastd multime existd quasigrupuri mn —are auto-ortogonale.

Corolarul 4.4.7. Daca exista quasigrupuri n —are auto-ortogonale de ordinul g, atunci exisza

quasigrupuri auto-ortogonale n* —are de ordinul g, unde k > 2.

Corolarul 4.4.8 Existd quasigrupuri 2% -are auto-ortogonale de orice ordinul g # 1,2,3,6 si

oricek > 1.

Corolarul 4.4.9. Existd quasigrupuri auto-ortogonale p*-are de ordinul p pentru orice p — prim,

impar si orice k € N*.

Lucrarea contine si 5 anexe ce includ subgrupurile grupului S, si subgrupurile de ordinul
24, 20, 12, 8 si 6, respectiv, ale grupului Sg, T —formele T —quasigrupurilor binare cu exact
k parastrofi distincti si ortogonali, unde k € {1, 2,3, 6}, T —formele T —quasigrupurilor ternare cu
exact k parastrofi distincti, unde k € {1, 2, 3,4, 6}, parastrofii T — quasigrupurilor ternare si,

respectiv, 4-are.
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3. CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Teza data se refera la studiul quasigrupurilor n —are cu un numar exact de parastrofi
distincti, in particular la quasigrupuri n —are cu sisteme maximale ortogonale de parastrofi
distincti, numite quasigrupuri total parastrofic-ortogonale.

Scopul tezei consta in obtinerea unor caracterizari ale quasigrupurilor n —are (n = 2, 3, 4),
ce posedd un numar exact posibil de parastrofi distincti, in particular, seturi maximale ortogonale
de parastrofi, precum si estimarea spectrului lor.

Problema existentei quasigrupurilor, ce posedd un numar dat de parastrofi distincti, si a
caracterizarii spectrului lor, formulatd de Lindner si Steedly, este considerata pentru clasa n —
T —quasigrupurilor (n = 2, 3, 4), inclusiv cu sistemele maximale ortogonale de parastrofi distincti.
In caz ternar problema existentei quasigrupurilor finite cu un numar exact de parastrofi distincti a
fost solutionatd de M. McLeish, integral pentru k = 1, 3,4, 6,12, 24 parastrofi distincti si partial
pentru k = 2,8 parastrofi distincti. Problema caracterizarii quasigrupurilor binare liniare cu un
numar exact dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali, a fost initiatd de catre autorea tezei in
colaborare cu G. Beleavskaya [4], fiind abordata in caz ternar de Sokhatsky, Fryz, Pirus s.a.

In teza sunt prezentate urmitoarele rezultate principale ale autoarei:

1. Sunt introduse si studiate doua clase noi de quasigrupuri binare: DC —quasigrupuri (ce poseda
sase parastrofi distincti) si totCO —quasigrupuri (ce poseda sase parastrofi ortogonali);

2. Se demonstreaza ca clasa DC —quasigrupurilor este inchisd in raport cu transformarea de
parastrofie si ca orice quasigrup netrivial ce este imagine omomorfica a unui DC —quasigrup
este un DC —quasigrup;

3. Este caracterizat spectrul DC — T — quasigrupurilor finite. Se arata ca exista DC —
T —quasigrupuri de ordinul n, pentruoricen =5, n # 6;

4. Sunt obtinute caracterizari ale totCO — quasigrupurilor. Tn particular, se arati ca clasa
totCO —quasigrupurilor este Inchisa in raport cu transformarea de parastrofie si imaginile
omomorfice, sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup binar sd fie un
totCO —quasigrup;

5. C.C. Lindner si D. Steedly [10] au aratat ca exista quasigrupuri binare finite cu exact 1, 2, 3
sau 6 parastrofi distincti si au caracterizat integral spectrul lor. Pentru solutionarea acestor
probleme, acesti autori au utilizat, In particular, cinci identitati de lungime patru, cu doua
variabile. Autoarea tezei a precizat acest rezultat, aratand ca una dintre cele cinci identitati

poate fi eliminata (Propozitia 1.1.4);
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6.

10.

27

Sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup ternar sd posede exact k parastrofi

distincti, unde k = 3, 4 sau 6. Sunt construite exemple si sunt date estimari ale spectrului lor.

Se arata ca:

a) exista quasigrupuri ternare finite, cu exact trei parastrofi distincti, de orice ordin q = 3;

b) exista T —quasigrupuri ternare finite, ce au exact patru parastrofi distincti, de orice ordin

impar q = 3;

c¢) exista T —quasigrupuri ternare finite de ordin impar q, (q,3) = 1, ce poseda exact sase

parastrofi distincti;

Sunt date conditii necesare si suficiente ca un T —quasigrup 4-ar sa aiba exact 1, 5, 10 sau 20

de parastrofi distincti. Sunt prezentate unele estimari ale spectrului acestor quasigrupuri.

Se demonstreaza ca nu exista T —quasigrupurile 4-are cu exact 2, 6 sau 15 parastrofi distincti;

Sunt prezentate estimari ale spectrului quasigrupurilor n-are parastrofic-ortogonale, respectiv,

total parastrofic-ortogonale, n = 2, 3, 4, inclusiv a totCO —quasigrupurilor:

a) nu existd totCO — quasigrupuri binare de ordin mai mic ca 7, insa existd astfel de
quasigrupuri de orice ordin q, reciproc prim cu 2, 3, 5 si 7;

b) exista quasigrupuri ternare finite cu exact trei parastrofi distincti, ce sunt si ortogonali, de
orice ordin impar q = 3;

C) exista quasigrupuri ternare finite de orice ordin impar q = 3 ce au exact 4 parastrofi
distincti ce sunt si ortogonali;

d) existd quasigrupuri 4-are cu exact 5 parastrofi distincti si ortogonali de orice ordin q = 3;

in baza metodei de constructie a sistemelor ortogonale de operatii n —are, date de Trevor

Evans, sunt prezentate constructii ale operatiilor n —are parastrofic-ortogonale, in particular

auto-ortogonale k —are, unde k are una din urmitoarele forme: k = n?, 2", mn, unde n, m >

2. Astfel se obtine ca, daca pe o multime finitd Q exista quasigrupuri auto-ortogonale m —are

si, respectiv n —are, unde n, m > 2, atunci pe aceastd multime exista quasigrupuri mn —are

auto-ortogonale. Tn particular, din aceasti constructie rezulti ca existd quasigrupuri 2" —are

auto-ortogonale de orice ordin g # 1, 2, 3, 6, pentru orice n > 1.

Rezultatele autoarei T. Rotari (T. Popovich) la tema tezei de doctorat au fost publicate Tn

de lucréri stiintifice, inclusiv 10 articole stiintifice si 17 rezumate ale comunicarilor la

conferinte stiintifice de specialitate.
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Recomandari:
Metoda de caracterizare a T —quasigrupurilor cu un numar exact dat de parastrofi distincti
poate fi utilizata pentru obtinerea unor rezultate analogice Tn cazul quasigrupurilor 4 —are cu
exact k parastrofi distincti pentru k > 24, k|120;
Caracterizarea spectrului quasigrupurilor ternare cu exact doi sau exact opt parastrofi distincti
necesita elaborarea unor metode noi de constructie a unor astfel de quasigrupuri, de exemplu,
metode combinatorice;
La caracterizarea quasigrupurilor n —are total parastrofic-ortogonale cu exact k parastrofi
distincti, unde k < n, pot fi utilizate alte definitii ale ortogonalitatii;
Sistemele ortogonale de quasigrupuri n —are, n > 2, pot fi utilizate la construirea MDS-

codurilor, in criptografie, la planificarea experimentelor, in combinatorica s.a.
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ADNOTARE

la teza cu titlul ,,Quasigrupuri cu parastrofii distincti ortogonali”, inaintata de
candidatul Rotari Tatiana, pentru conferirea titlului stiintific de doctor in stiinte matematice la
specialitatea 111.03 — Logica matematica, algebra si teoria numerelor,
Chisinau, 2026

Structura tezei: teza este scrisa in limba romana si cuprinde: introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografie 162 de titluri si 5 anexe. Teza contine 112 pagini
cu text de bazd. Rezultatele obtinute sunt publicate in 27 lucrari stiintifice cu volum total de circa
6,06 coli de autor.

Cuvinte-cheie: quasigrup n-ar, parastrof, quasigrup liniar, T-quasigrup, quasigrup (total)
parastrofic-ortogonal, DC-quasigrup, totCO-quasigrup.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul tezei consta in obtinerea unor caracterizari ale
quasigrupurilor n —are (n = 2, 3, 4), ce posedd un numar maximal posibil de parastrofi distincti,
in particular, a quasigrupurilor total parastrofic-ortogonale, precum si estimarea spectrului lor.
Pentru atingerea scopului vizat sunt fixate urmatoarele obiective: studiul unor clase de
quasigrupuri binare si n-are cu un numar dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali; dezvoltarea
unor metode de constructie a quasigrupurilor n —are parastrofic-ortogonale.

Noutatea si originalitatea stiintifici. In lucrare sunt introduse doui clase noi de
quasigrupuri binare: DC —quasigrupuri (cei sase parastrofi sunt distincti) si totCO-quasigrupuri
(cei sase parastrofi sunt ortogonali). Problema existentei quasigrupurilor ce poseda un numar dat
de parastrofi distincti si a caracterizarii spectrului lor, formulatd de Lindner si Steedly, este
considerata pentru clasa n —quasigrupurilor liniare (n = 2, 3, 4), inclusiv cu sistemele maximale
ortogonale de parastrofi distincti.

Problema stiintifica importanta solutionatia constd in caracterizarea quasigrupurilor
binare ce posedd 6 parastrofi distincti, respectiv 6 parastrofi ortogonali, in descrierea T-
quasigrupurilor binare cu 1, 2, 3 sau 6 parastrofi distincti si a T —quasigrupurilor 4-are ce poseda
numadrul maximal de 1,5,10 sau 20 de parastrofi distincti, inclusiv distincti si ortogonal, si
estimarea spectrului lor.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucririi. Rezultatele referitoare la T-
formele n-T-quasigrupurilor cu un numar maximal dat de parastrofi distincti, inclusiv ortogonali,
cat si metodele propuse de constructie a n-quasigrupurilor parastrofic-ortogonale, reprezinta
contributii la solutionarea problemelor deschise despre existenta n-quasigrupurilor cu un numar
dat de parastrofi distincti si spectrul n-quasigrupurilor parastrofic-ortogonale.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Sistemele ortogonale de quasigrupuri n —are,
n > 2, sunt utilizate cu succes la construirea MDS-codurilor, in criptografie, la planificarea
experimentelor, in combinatorica s.a. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in calitate de suport pentru

cursuri universitare de specialitate.
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ANNOTATION
of the thesis entitled “Quasigroups with orthogonal distinct parastrophes”, presented
by the candidate Rotari Tatiana, for obtaining the degree of Doctor in Mathematical Sciences
with specialty 111.03 Mathematical logic, algebra and number theory,
Chisinau, 2026

Structure of the thesis: the thesis is written in Romanian and consists of an introduction,
four chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 162 titles and 5
appendices. The thesis contains 112 pages of basic text. The obtained results were published in 27
papers with a volume of over 6,06 sheets of author.

Keywords: n — quasigroup, parastrophe, linear quasigroup, T — quasigroup, (totally)
parastrophic- orthogonal quasigroup, DC —quasigroup, totCO —quasigroup.

Research purpose and objectives: The purpose of the Thesis is to obtain characterizations
of n-ary quasigroups (n = 2,3,4), which possess a maximal possible number of distinct
parastrophes, in particular, maximal orthogonal sets of parastrophes, as well as to estimate their
spectrum. To achieve the intended goal, the following objectives are set: the study of classes of
binary and n —ary quasigroups with a given number of distinct parastrophes, including orthogonal
ones; the development of methods for constructing parastrophic-orthogonal n —ary quasigroups.

Scientific novelty and originality: In the present Thesis, two new classes of binary
quasigroups are introduced: DC — quasigroups (the six parastrophes are distinct) and
totCO —quasigroups (the six parastrophes are orthogonal). The problem of the existence of
quasigroups, which possess a given number of distinct parastrophes, and of the characterization of
their spectrum, formulated by Lindner and Steedly, is considered for the class of linear n-
quasigroups (n = 2, 3,4), including with maximal systems of orthogonal distinct parastrophes.

The result obtained: consists in characterizing binary quasigroups possessing 6 distinct
parastrophes, respectively 6 orthogonal parastrophes, in the description of binary and 4-ary
T —quasigroups, possessing a given maximum number 1, 2, 3 or 6, and respectively, 1, 5, 10 or
20 of distinct parastrophes, including distinct and orthogonal parastrophes, and estimating their
spectrum.

The theoretical significance and applicative value: The results concerning the T —forms
of n — T — quasigroups with a given maximal number of distinct parastrophes, including
orthogonal ones, as well as the proposed methods for constructing parastrophic-orthogonal
n —quasigroups, represent contributions to the solution of open problems about the existence of
n —quasigroups with a given number of distinct parastrophes and the spectrum of parastrophic-
orthogonal n —quasigroups.

Implementation of the results: Orthogonal systems of n —quasigroups, n = 2, are used
in the theory of MDS-codes, in criptography, planning experiments, in combinatorics etc. The
results may be applied as a support for teaching courses in higher education.
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AHHOTALIUA
K quccepranuu «KBa3zurpynmnsl, y KOTOPbIX pa3jiMyHbIe NAPAcTPO(PbI OPTOTOHAIBLHBIY,
npencrasieHHas Porapp TaTtuanoii Ha couckaHue CTENEHH JOKTOpAa MAaTEMAaTUYECKUX HayK HayK
no crenuaibHocTy — 111.03 MaTtemaTu4eckas JIOTHKa, aJiredpa U TeOpusl Yucel,
Kumunés, 2026

CTpyKTypa auccepTamum: JUcCepTaIis HAMMCAaHA HA PYMBIHCKOM SI3BIKE U COCTOUT W3
BBEJICHHMSI, YETHIPEX IJ1aB, OOIIMX BBIBOJOB M peKOMEHAanwi, oudauorpaduu u3 162 HazBanuii u
5 mnpunoxenwmii. uccepramus comaepkut 112 crpanun ocHoBHOro Ttekcra. [lomydeHHBIE
pe3yNbTaThl OMyOIMKOBaHBI B 27-1 HAy4HBIX paboTax ¢ o0umm 00bEMOM 0K0JI0 6,06 aBTOPCKUX
JINCTOB.
KuroueBble cjioBa: n-Basurpynna, napactpod, JnHelHas KBa3urpyia, T-KBa3urpymmna,
(ToTanpHO) mapacTpodHO-OpTOroHANbHAs KBa3urpyima, D C-kBasurpyiia, totCO-KBa3urpyIna.
Hean 1 3axaum padorsbl: Llens nuccepraniuu COCTOMT B OMUCAHUU N-KBAa3UTpynn (n =

2, 3,4), obnanaronux 3aJJaHHBIM YUCIIOM PAa3IMYHBIX apacTpo(doB, B 4aCTHOCTU, MAKCUMAIbHBIM
OpPTOTOHAJILHBIM MHOKECTBaM MapacTpo(doB, a TakkKe OLEHUTh UX crnekTp. s mocTkeHus
MOCTaBJICHHOM 1IeJTM OTPEIeNICHBI CIIEAYIOIINE 3a/1a4l: U3YUeHHE KJIacCOB OMHAPHBIX U 1 —apHBIX
KBa3UTpPyNI C 3aJaHHBIM YHUCIOM pAa3JIMYHBIX MapacTpodoB, BKIOYAas OPTOTOHAIBHBIX;
pa3paboTKa METOOB IOCTPOCHHSI MAPaCTPOPHO-OPTOTOHAIBHBIX T —KBA3UTPYIIII.
Hayunasi HOBU3HA U OPUTHHAJIBHOCTB: B muccepranuu BBOIATCS M UCCIEIYIOTCS J1Ba
HOBBIX Kilacca kBasurpynn: DC — xBasurpymmbl u totCO — xBasurpymmbl. [IpoGiema
CYILLIECTBOBAHMS KBa3UIPYII, OOJAJaroONINX 3aJaHHBIM YHCIOM pa3jHyYHbIX mapacTtpod, u
OTHMCaHUe UX CIeKTpa, chopmynupoBanHas Jlunauepom u Ctemiu, 3accMaTpuBaeTcs Ui Kiiacca
JMHEHHBIX N —KBa3urpymn (n = 2,3,4), B TOM 4uciie 00JaaloluX OPTOrOHATIBHOW CHCTEMOM
pa3IM4YHbIX apacTpodos.
Pemiennass HayyHasi mpo0Jjema.  COCTOMT B ONUCAaHMM OWHAPHBIX KBa3uIpymil,
obmamaromux 6  pa3MMYHBIME  TapacTpodaMu, COOTBETCTBEHHO 6  OPTOrOHAJIBHBIMU
napactpodamu, onrcaHuy OMHAPHBIX U 4-apHBIX T —KBa3urpymm, 00IaJar0NMX MaKCUMATbHBIM
guciioMm u3 1, 2, 3 wimu 6 u, coorBeTcTBeHHO, M3 1, 5, 10 wim 20 paznuvHbIX mapacTpodoB, B TOM
YHCIie pa3InYHBIX U OPTOTOHABHBIX TapacTpodoB, U OIEHKU UX CIEKTpa.
TeopeTuueckoe 3HAUeHHWe W MNPUKJIAAHAS LEHHOCTb PpadoThl. Pe3ynbrarhl,
kacatomuecss T — dopm n — T — KBa3urpymi ¢ 3aJaHHBIM YHCIIOM Pa3IMYHBIX TapacTpodos,
BKIIIOYasi OPTOTOHANBHBIC, a TaKKe MPEIJIOKEHHbIE METOJbI IOCTPOCHHS MapacTpodHO-
OPTOTOHAILHBIX N —KBAa3UTPYIII, MPEACTABISAIOT COOOW BKJIAJ B PEIICHWE OTKPBITHIX MPOOIeM
CYIIECTBOBAHMS M — KBa3UTPYII C 3aJaHHBIM YUCIOM Pa3IUYHBIX MapacTpodoOB W OMHUCAHUS
CIIEKTpa MapacTpoPpHO-OPTOTOHATBHBIX 11 —KBa3UTPYIIII.
Buenpenue pe3yabraToB. OpTOrOHAIBHBIE CHCTEMBI N —KBA3UTPYII, N = 2, YCIEIIHO
OPUMEHSIOTCS TMpH  nocTpoernn MDS -kojgoB, B Kpuntorpaduu, NOpu IUIAHUPOBAHUU
HKCIIEPUMEHTOB, B KOMOWHATOPUKE | T.1. Pe3ynbTaThl MOTyT OBITH IPUMEHEHBI AJIs pa3paboTKu

CIICUAJIBHBIX KYPCOB B CUCTCMC BBICILICTO 06pa3OBaHI/IH.
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