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C.Z.U.: 512.548 (043.3) 

ADNOTARE 

Cuznețov Elena, „Extensibilitatea și derivabilitatea recursivă a quasigrupuilor”, teză de doctor 

în științe matematice, Chișinău, 2026 

Lucrarea este scrisă în limba română și cuprinde: introducere, trei capitole, concluzii și 

recomandări, bibliografie din 129 de titluri, 104 pagini de text de bază, 2 anexe. Rezultatele obținute 

sunt publicate în 14 lucrări științifice. 

Cuvinte-cheie: quasigrup, pătrat latin, transversală, derivată recursivă, quasigrup recursiv 

derivabil, prelungire a pătratului latin. 

Domeniul de studiu: teoria quasigrupurilor binare și 𝑛-are. 

Scopul și obiectivele lucrării. Scopul tezei constă în caracterizarea derivabilității recursive a 

quasigrupurilor binare și 𝑛-are, inclusiv a prelungirilor quasigrupurilor, estimarea ordinului maximal 

de derivabilitate recursivă și a spectrului quasigrupurilor recursiv derivabile finite. Pentru atingerea 

scopului vizat sunt fixate următoarele obiective: caracterizarea derivabilității recursive a 

quasigrupurilor binare și a grupurilor 𝑛 -are, determinarea unor noi metode de prelungire a 

quasigrupurilor binare finite și studiul derivabilității recursive ale prelungirilor quasigrupurilor.  

Noutatea și originalitatea științifică. În lucrare sunt determinate criterii ale derivabilității 

recursive de ordin 𝑟 ≥ 1 ale quasigrupurilor binare și 𝑛-are, este data o metodă nouă de prelungire a 

quasigrupurilor binare finite prin utilizarea a două transversale care se intersectează exact într -o celulă, 

fiind caracterizat numărul de astfel de perechi de transversale în pătratele latine de ordin ≤ 5. Este 

demonstrată inexistența pătratelor latine de ordinul 5 cu prelungiri recursiv derivabile, obținute prin 

metoda dată, una dintre transversale fiind diagonala principală cu ordinea prestabilită a elementelor 

1,2,3,4,5 sau 2,3,4,5,1. 

Problema științifică importantă soluționată constă în determinarea condițiilor necesare și 

suficiente de derivabilitate recursivă de ordin arbitrar finit a unei clase de grupuri 𝑛-are, în prezentarea 

unei metode noi de prelungire a quasigrupurilor binare finite prin utilizarea a două transversale care 

se intersectează exact într-o celulă și caracterizarea derivabilității recursive a acestor prelungiri.  

Semnificația teoretică și valoarea aplicativă a lucrării . Rezultatele ce țin de caracterizarea 

derivabilității recursive de ordin arbitrar r ale unor clase de quasigrupuri binare și 𝑛-are, precum și a 

prelungirilor quasigrupuilor prin diferite metode, se referă la probleme deschise din teoria 

quasigrupurilor ce țin de estimarea spectrului quasigrupurilor recursiv derivabile și au aplicări 

esențiale în teoria MDS-codurilor pentru detectarea/corectarea unui număr maximal de erori, oferind 

noi estimări ale parametrilor acestor coduri. 

Implementarea rezultatelor științifice. Quasigrupurile recursiv derivabile 𝑛-are, 𝑛 ≥ 2, pot 

fi utilizate drept funcții de control la construirea MDS-codurilor și la estimarea parametrilor acestor 

coduri. De asemenea, caracterizarea numărului perechilor de transversale ale unui pătrat latin, care se 

intersectează exact într-o celulă, oferă soluții prntru probleme analogice din combinatorică. 

Rezultatele lucrării pot fi utilizate în calitate de suport pentru cursuri universitare de specialitate.  
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УДК 512.548 (043.3) 

АННОТАЦИЯ 

Кузнецова Елена, «Продолжение и рекурсивная дифференцируемость квазигрупп», 

диссертация кандидата математических наук, Кишинёв, 2026 г. 

Работа написана на румынском языке и включает: введение, три главы, выводы и 

рекомендации, библиографию из 129 наименований, 104 страниц основного текста, 2 

приложения. Полученные результаты опубликованы в 14 научных работ. 

Ключевые слова: Kвазигруппа, латинский квадрат, трансверсаль, рекурсивная 

производная, рекурсивно дифференцируемая квазигруппа, продолжениe латинского квадрата. 

Область исследований: Tеория бинарных и 𝑛-арных квазигрупп. 

Цель и задачи работы. Целью диссертационной работы является характеристика 

рекурсивной дифференцируемости бинарных и 𝑛-арных квазигрупп, включая продолжение 

квазигрупп, оценка максимального порядка рекурсивной дифференцируемости и спектра 

конечных рекурсивно дифференцируемых квазигрупп. Для достижения данной цели 

поставлены следующие задачи: характеристика рекурсивной дифференцируемости бинарных 

и 𝑛 -арных квазигрупп, определение новых методов продолжения конечных бинарных 

квазигрупп и исследование рекурсивной дифференцируемости продолжений квазигрупп. 

Научная новизна и оригинальность. В работе установлены критерии рекурсивной 

дифференцируемости порядка 𝑛 ≥ 1 бинарных и 𝑛-арных квазигрупп, а также предложен 

новый метод продолжения латинских квадратов с помощью двух трансверсалей, 

пересекающихся точно в одной клетке, и охарактеризовано число таких пар трансверсалей в 

латинских квадратах порядка ≤ 5.  Показано несуществование латинских квадратов 5-го 

порядка с рекурсивно дифференцируемыми продолжениями, полученными данным методом, 

где одна из трансверсалей является главной диагональю с порядком элементов 1,2,3,4,5 или 

2,3,4,5,1. 

Решенная важная научная задача состоит в нахождение необходимых и достаточных 

условий рекурсивной дифференцируемости произвольного конечного порядка класса 𝑛 -

арных групп, в представлении нового метода продолжения конечных бинарных квазигрупп с 

помощью двух трансверсалей, пересекающихся точно в одной точке (клетке), и в описании 

рекурсивной дифференцируемости этих продолжений. 

Теоретическая значимость и прикладная ценность работы. Результаты, связанные 

с описанием рекурсивной дифференцируемости некоторых классов бинарных и 𝑛 -арных 

квазигрупп, а также построение продолжений квазигрупп различными методами, относятся к 

открытым задачам теории квазигрупп, связанных с оценкой спектра рекурсивно 

дифференцируемых квазигрупп, и имеют приложения в теории МДР-кодов для 

обнаружения/исправления максимального числа ошибок, позволяя получать новые оценки 

параметров таких кодов. 

Внедрение научных результатов. Рекурсивно дифференцируемые 𝑛 -квазигруппы, 

𝑛 ≥ 2,  могут быть использованы в качестве контрольных функций при построении МДР-

кодов и оценке их параметров. Характеризация числа пар трансверсалей латинского квадрата, 

пересекающихся точно в одной ячейке, предоставляет решения для аналогичных задач в 

комбинаторике. Результаты работы могут быть использованы в качестве материала для 

специализированных университетских курсов. 
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C.Z.U: 512.548 (043.3) 

ANNOTATION 

Cuznetov Elena, "Extensibility and recursive differentiability of quasigroups", PhD thesis in 

mathematical sciences, Chisinau, 2026 

The work is written in Romanian and includes: introduction, three chapters, conclusions and 

recommendations, bibliography of 129 titles, 104 pages of basic text, 2 appendixes. The obtained 

results are published in 14 scientific papers. 

Keywords: quasigroup, Latin square, transversal, recursive derivative, recursively 

differentiable quasigroup, prolongation of Latin squares. 

Field of study: theory of binary and n-ary quasigroups. 

The purpose and objectives of the work. The purpose of the thesis is to characterize the 

recursive differentiability of binary and 𝑛-ary quasigroups, including prolongations of quasigroups, 

to estimate the maximal order of recursive differentiability and the spectrum of finite recursively 

differentiable quasigroups. To achieve the intended goal, the following objectives are set: 

characterizing the recursive differentiability of binary quasigroups and 𝑛-ary groups, determining 

new methods of prolongation of finite binary quasigroups, and studying the recursive differentiability 

of quasigroup prolongations. 

Novelty and scientific originality. In the present work, criteria for recursive differentiability 

of order 𝑛 ≥ 1 of binary and 𝑛-ary quasigroups are determined, a new method of prolongation of  

finite binary quasigroups is given, by using two transversals that intersect exactly in one cell, and the 

number of such pairs of transversals in Latin squares of order ≤ 5 is characterized. It is proved that 

there do not exist Latin squares of order 5 with recursively differentiable prolongations, obtained by 

the given method, where one of the transversals is the main diagonal with the order of elements 

1,2,3,4,5 or 2,3,4,5,1. 

The main solved scientific problem consists in determining necessary and sufficient 

conditions of recursive differentiability of arbitrary finite order of a class of 𝑛 -ary groups, in 

presenting a new method of prolongation of finite binary quasigroups, by using two transversals that 

intersect exactly in one cell, and in characterizing the recursive differentiability of such prolongations. 

The significance of theoretical and practical values of the work. The results related to the 

characterization of the recursive differentiability of binary and 𝑛-ary quasigroups, as well as the 

extensions of quasigroups by various methods, refer to open problems in quasigroup theory related to 

the estimation of the spectrum of recursively differentiable quasigroups and have essential 

applications in the theory of MDS codes for detecting/correcting the maximum number of errors, 

providing new estimations of the parameters of such codes. 

Implementation of the scientific results. Recursively differentiable 𝑛-ary quasigroups, 𝑛 ≥

2, can be used as control functions in the construction of MDS codes and for the estimation of the 

parameters of these codes. The characterization of the number of pairs of transversals of a Latin square 

that intersect exactly in one cell, provides solutions for analogous problems in combinatorics. The 

results of the thesis can be used as a support for specialized university courses. 
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LISTA ABREVIERILOR 

ℕ (ℕ∗) - mulțimea numerelor naturale (mulțimea numerelor naturale nenule) 

𝑆𝑛 – grupul simetric de gradul 𝑛 

𝐴𝑛 – grupul altern de gradul 𝑛 

𝑆𝑄– grupul simetric pe mulțimea Q 

ℤ𝑛
  – inelul claselor de resturi modulo 𝑛 

𝐴𝑢𝑡(𝑄,∙) – grupul automorfismelor quasigrupului (𝑄,∙) 

𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) – mulțimea semiautomorfismelor quasigrupului (𝑄,⋅) 

𝐿𝑀(𝑄,∙) – grupul multiplicativ la stânga al quasigrupului (𝑄,∙) 

𝑅𝑀(𝑄,∙) – grupul multiplicativ la dreapta al quasigrupului (𝑄,∙) 

𝑀(𝑄,∙) – grupul multiplicativ al quasigrupului (𝑄,∙) 

𝐼ℎ – grupul substituțiilor interne ale quasigrupului (𝑄,∙) în raport cu ℎ 

𝐸1, . . . , 𝐸𝑛  – selectorii 𝑛-ari 

𝐴(𝑠) – derivata 𝑘-recursivă de ordinul 𝑠 a operației 𝐴 

[𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod – un cod 𝐶  de lungime 𝑛  peste un alfabet din 𝑞 elemente, cu distanța minimală 

Hamming 𝑑 și |𝐶| = 𝑞𝑘; 

𝑛(𝑘, 𝑞) – numărul maximal 𝑛 pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod ce atinge marginea superioară 

Singleton; 

𝑛𝑟 (𝑘, 𝑞) – numărul maximal 𝑛 pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod 𝑘- recursiv ce atinge marginea 

superioară Singleton; 

𝑛𝑖𝑟 (𝑘, 𝑞)  – numărul maximal 𝑛  pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod 𝑘- recursiv idempotent, ce 

atinge marginea superioară Singleton; 

𝑙(𝑘, 𝑞) – numărul maximal 𝑛 pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod liniar (în sens larg) ce atinge 

marginea superioară Singleton; 

𝑙𝑟(𝑘, 𝑞)  – numărul maximal 𝑛  pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod 𝑘- recursiv liniar ce atinge 

marginea superioară Singleton; 

𝑙𝑖𝑟(𝑘, 𝑞) – numărul maximal 𝑛 pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod 𝑘- recursiv liniar idempotent, 

ce atinge marginea superioară Singleton; 

𝑁(𝑘, 𝑞) – numărul maximal de hipercuburi latine ortogonale de ordinul 𝑘, definite pe o mulțime din 

𝑞 elemente. 
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INTRODUCERE 

 Începutul dezvoltării teoriei quasigrupurilor ţine de anii 20–30 ai secolului XX. Termenul  

quasigrup a fost introdus într-o lucrare publicată de R. Moufang în anul 1935, care se referea la 

coordonatizarea planelor proiective. Cu toate acestea, conceptul de quasigrup fusese de fapt luat în 

considerare mult mai devreme de către Schroeder care, între 1873 şi 1890, a elaborat o serie de lucrări 

despre „aritmetica formală”: adică despre structuri algebrice cu o operaţie binară astfel încât atât 

operaţia inversă la stânga cât şi cea inversă la dreapta ar putea fi definite în mod unic. O astfel de 

structură este un quasigrup [8, 53, 71, 72, 104].  

Un grupoid binar (Q, A) se numeşte quasigrup dacă, pentru ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄, ecuaţiile 𝐴(𝑎, 𝑥) = 𝑏 

și 𝐴(𝑦, 𝑎) = 𝑏 au câte o singură soluţie în 𝑄.  

Pătratele latine reprezintă analogul combinatoric al quasigrupurilor binare finite. Numim pătrat 

latin de ordinul 𝑞, definit pe o mulțime 𝑄 din 𝑞 elemente, orice tabel cu 𝑞 linii și 𝑞 coloane, la 

intersecția cărora se află elementele mulțimii 𝑄, astfel încât elementele nu se repetă nici pe linii, nici 

pe coloane. Quasigrupurile (pătratele latine) au numeroase aplicări în practică. În particular, datorită 

proprietăților lor combinatorice, sunt utilizate , în teoria codurilor şi criptografie, în teoria planificării 

experimentelor, teoria automatelor ş. a.  

Fie 𝑄 = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑞} o mulțime finită. Orice submulțime nevidă 𝐶 ⊆ 𝑄𝑛, unde 𝑛 ≥ 1, se 

numește cod de lungime 𝑛, sau 𝑛-cod, peste alfabetul 𝑄. Un 𝑛-cod 𝐶 ⊆ 𝑄𝑛 este un [𝑛, 𝑘]𝑞-cod, 

dacă |𝐶| = 𝑞𝑘 , unde |𝑄| = 𝑞 și 𝑘 ≥ 1, iar un [𝑛, 𝑘]𝑞 -cod C este un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞-cod dacă distanța 

minimală Hamming a sa este 𝑑. Se știe că parametrii unui [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞-cod verifică inegalitatea     𝑑 ≤

𝑛 − 𝑘 + 1 . Dacă un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod are distanța minimală Hamming egală cu 𝑛 − 𝑘 + 1,  atunci 

spunem că acest cod atinge marginea superioară Singleton. MDS codurile sunt codurile care ating 

marginea superioară Singleton. Literatura de specialitate referitoare la coduri detectoare și corectoare 

de erori, inclusiv MDS-coduri este foarte vastă în prezent [1-4, 6, 24-33, 35-41, 54, 55, 62, 63, 67, 75, 

76, 78, 80, 82, 88-90, 92, 93, 97, 98, 100, 101, 105, 107-109, 112-114, 119, 124, 125, 127].  

Un cod 𝐶 ⊆ 𝑄𝑛 se numește cod complet 𝑠-recursiv dacă există o funcție 𝑓: 𝑄𝑠 → 𝑄, unde 

1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛,  astfel încât orice cuvânt-cod 𝑢 = (𝑢0 , 𝑢1, … , 𝑢𝑛−1) ∈ 𝐶  verifică condiția          

𝑢𝑖+𝑠 = 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑖+𝑠−1) , pentru orice 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 𝑠 − 1.  În acest caz vom nota codul 

complet 𝑠-recursiv dat cu 𝐶(𝑛, 𝑓). 

Noţiunile de "derivată recursivă" şi de "quasigrup recursiv derivabil" au fost introduse în [39], 
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unde autorii studiază MDS-codurile complete recursive.  

Derivata recursivă de ordinul 𝑡 ≥ 0  a unui groupoid 𝑘 -ar (𝑄, 𝐴) se notează cu 𝐴(𝑡)  şi se 

defineşte în felul următor: 

𝐴(0) = 𝐴, 

𝐴(𝑡)(𝑥1
𝑘) = 𝐴(𝑥𝑡+1, . . . , 𝑥𝑘, 𝐴

(0)(𝑥1
𝑘), . . . , 𝐴(𝑡−1)(𝑥1

𝑘)) dacă 1 ≤ 𝑡 < 𝑘; 

𝐴(𝑡)(𝑥1
𝑘) = 𝐴(𝐴(𝑡−𝑘)(𝑥1

𝑘), . . . , 𝐴(𝑡−1)(𝑥1
𝑘)) dacă 𝑡 ≥ 𝑘,∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 ∈ 𝑄, 

unde cu 𝑥1
𝑘  notăm consecutivitatea 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘.  

Un grupoid 𝑛-ar (𝑄, 𝐴) se numește quasigrup 𝑛-ar, sau 𝑛-quasigrup, dacă în egalitatea  

𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛+1  oricare 𝑛  dintre elementele 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1  îl determină univoc pe al        

(𝑛 + 1)-lea [11, 18, 71, 72, 81]. 

Un quasigrup 𝑘 -ar (𝑄,𝐴)  se numeşte recursiv 𝑟 -derivabil dacă derivatele sale recursive 

𝐴(0), 𝐴(1), . . . , 𝐴(𝑟) sunt operaţii de quasigrup (𝑟 ≥ 0). În [69] se demonstrează că, dacă (𝑄, 𝑓) este 

un quasigrup 𝑘-ar, atunci 𝑓 (𝑟) = 𝑓𝜃𝑟 , ∀𝑟 ≥ 0, unde  

𝜃:𝑄𝑘 → 𝑄𝑘, 𝜃(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = (𝑥2, … , 𝑥𝑘 , 𝑓(𝑥1,… , 𝑥𝑘)). 

Lungimea 𝑛 a cuvintelor-cod într-un cod 𝑘-recursiv  

𝐶(𝑛,𝐴) = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝐴
(0)(𝑥1

𝑘), . . . , 𝐴(𝑛−𝑘−1)(𝑥1
𝑘))|𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 ∈ 𝑄}, 

definit peste un alfabet 𝑄  din 𝑞 elemente, unde 𝐴:𝑄𝑘 → 𝑄 este o operaţie 𝑘-ară de quasigrup, 

satisface condiţia 𝑛 ≤ 𝑟 + 𝑘 + 1,  unde 𝑟  este ordinul maximal al derivabilităţii recursive a 

quasigrupului (𝑄, 𝐴). Pe de altă parte, 𝐶(𝑛,𝐴) este un MDS-cod dacă şi numai dacă 𝑑 = 𝑛 − 𝑘 +

1, unde 𝑑 este distanţa minimală Hamming a acestui cod. În prezent rămâne o problemă deschisă 

determinarea tuturor tripletelor (𝑛, 𝑘, 𝑑) de numere naturale astfel încât există MDS-coduri 𝐶  de 

lungime 𝑛,  peste un alfabet din 𝑞  elemente, cu |𝐶| = 𝑞𝑘  şi cu distanţa minimală Hamming 𝑑. 

Această problemă generală implică, în particular, problema determinării ordinului maximal de 

derivabilitate recursivă a quasigrupurilor 𝑘-are finite (𝑘 ≥ 2). 

Fie (𝑄,∗) este un quasigrup binar. Notând cu ∗
𝑡
 derivata recursivă de ordinul 𝑡 a operaţiei ∗ 

avem:  

𝑥 ∗
0
𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑦, 

𝑥 ∗
1
𝑦 = 𝑦 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦), 
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𝑥 ∗
𝑡
𝑦 = (𝑥 ∗

𝑡−2
𝑦) ∗ (𝑥 ∗

𝑡−1
𝑦), ∀𝑡 ≥ 2 și ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.  

Se cunoaşte că există quasigrupuri binare finite recursiv 1-derivabile de orice ordin, excepţie 

fiind de ordinul 1, 2, 6, şi posibil 14, 18, 26 [39, 93]. Unele estimări ale ordinului maximal de 

derivabiliate recursivă a 𝑛-quasigrupurilor finite (𝑛 ≥ 2) sunt date în [1, 2, 20-22, 38, 40, 41, 68, 69, 

85]. Proprietăţi generale ale quasigrupurilor binare recursiv derivabile sunt studiate în [15, 17, 48, 51-

52, 68, 69, 86-87, 96, 115]. 

Derivabilitatea recursivă a quasigrupuilor 𝑛 -are este strâns legată de ortogonalitatea 

derivatelor recursive [17, 39, 69].  

Grupoizii 𝑛-ari (𝑄,𝐴1),… , (𝑄, 𝐴n)  se numesc ortogonali dacă, pentru orice 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑄, 

sistemul de ecuații 

{
𝐴1(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = 𝑎1

…………
𝐴𝑛(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = 𝑎𝑛

 

are o singură soluție în 𝑄. Un sistem din 𝑡 operații 𝑛-are, definite pe o mulțime 𝑄, unde 𝑡 ≥ 𝑛, se 

numește sistem ortogonal, dacă orice 𝑛 operații ale acestui sistem sunt ortogonale [10, 18, 61, 73, 94, 

99].  

Operația 𝑛-ară 𝐸𝑖 , 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}, definită pe mulțimea Q, unde 𝐸𝑖(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑖 ,  pentru 

orice 𝑥1,… , 𝑥𝑛 ∈ 𝑄 , se numește 𝑖  - selector 𝑛 -ar. Un sistem de operații 𝑛 -are 𝐴1, … , 𝐴𝑡 , unde    

𝑡 ≥ 1, definite pe o mulțime 𝑄, se numește sistem puternic ortogonal, dacă este ortogonal sistemul 

𝐴1, … ,𝐴𝑡 , 𝐸1, … , 𝐸𝑛 . 

În [39] se arată că un 𝑘-quasigrup defineşte un MDS-cod de lungime 𝑛 dacă şi numai dacă 

primele sale 𝑛 − 𝑘 − 1  derivate recursive formează un sistem puternic ortogonal. Prin urmare 

operaţia de 𝑘-quasigrup ce definește un MDS-cod recursiv de lungime 𝑛 este recursiv (𝑛 − 𝑘 − 1) 

– derivabilă. Pe de altă parte, se cunoaşte că un sistem de quasigrupuri binare este puternic ortogonal 

dacă şi numai dacă el este (simplu) ortogonal [71-72].  

O altă "proprietate specială" a quasigrupurilor binare este dată în [39]: derivatele recursive de 

ordin până la 𝑟 ale unui quasigrup binar finit (𝑄,∗) sunt operaţii de quasigrup dacă şi numai dacă 

(𝑄,∗) defineşte un MDS-cod recursiv de lungime 𝑟 + 3. Deci, un quasigrup binar finit (𝑄,∗) este 

recursiv 𝑟-derivabil dacă şi numai dacă derivatele sale recursive de ordin ≤ 𝑟 formează un sistem 

ortogonal. Ultima afirmație implică faptul că nu există quasigrupuri recursiv 1-derivabile de ordinul 
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2 sau 6 şi că 𝑟 ≤ 𝑞 − 2, unde 𝑞 = |𝑄| şi 𝑟 este ordinul derivabilităţii recursive a quasigrupului 𝑄. 

O demonstrare algebrică a inegalității 𝑟 ≤ 𝑞 − 2 este dată în [115]. Reamintim că nu există pătrate 

latine ortogonale de ordinul 2 sau 6, şi numărul pătratelor latine reciproc ortogonale pe o mulţime de 

𝑞 elemente nu depăşeşte 𝑞 − 1 [71-72, 128].  

În [39] se arată că există quasigrupuri binare finite recursiv (𝑞 − 2)-derivabile de orice ordin 

primar 𝑞 ≥ 3 . Cu toate acestea, în prezent rămâne o problemă deschisă determinarea ordinului 

maximal 𝑟 de derivabilitate recursivă a quasigrupurilor 𝑘-are finite de ordinul 𝑞, pentru 𝑘 ≥ 2 şi 𝑞 

non-primar. 

În teoria operațiilor ortogonale (pătratelor latine ortogonale) un rol important il joacă noțiunea 

de transversală. Numim transversală a unui pătrat latin de ordinul 𝑛 un set din 𝑛 celule, luate câte 

una din fiecare linie și fiecare coloană a pătratului latin, astfel încât elementele din aceste celule să fie 

distincte două câte două. Noţiunea de transversală a fost introdusă de Euler (1779) , care a numit-o 

directoare. Se știe că pentru un pătrat latin 𝐿, de ordinul 𝑛, există un pătrat latin ortogonal dacă și 

numai dacă 𝐿  se descompune în 𝑛  transversale disjuncte două câte două. În particular, această 

proprietate o au pătratele latine care reprezintă tabla Cayley a unui grup finit de ordin impar .  

Noțiunea de transversală este strâns legată de cea de substituție completă. O funcție bijectivă  

𝜎 ∈ 𝑆𝑄  se numește substituție completă a unui quasigrup (𝑄,∙)  dacă este bijectivă funcția                   

𝜎′:𝑄 → 𝑄,  𝜎′(𝑥) = 𝑥 ∙ 𝜎(𝑥). Conceptul de substituție completă a fost introdus de Mann (1942). 

Dacă 𝑄 este un quasigrup care posedă o substituție completă, atunci tabla sa multiplicativă este un 

pătrat latin cu o transversală. Reciproc, dacă 𝐿 este un pătrat latin care are o transversală, atunci 

quasigrupul care are 𝐿 ca tablă multiplicativă posedă o substituție completă [8, 70-72]. Se știe că 

orice grup finit de ordin impar posedă o substituție completă: în aceste grupuri funcția 𝑥 → 𝑥𝑥 este 

bijectivă.  

Ryser (1967) a pus întrebarea dacă există quasigrupuri de ordin impar care nu posedă o 

substituție completă. Se știe că există quasigrupuri de ordin par care nu au substituții complete. În 

particular, Mann a demonstrat că dacă quasigrupul 𝑄 de ordin 4𝑘 + 2 posedă un subquasigrup de 

ordinul 2𝑘 + 1, atunci tabla sa multiplicativă nu are transversale. Este relevant să subliniem că, dacă 

𝑄  este un quasigrup care are o substituție completă, atunci orice quasigrup izotopic are și el o 

substituție completă. Belousov (1967) a demonstrat că dacă un quasigrup 𝑄  are o substituție 

completă, atunci la fel şi toţi parastrofii lui 𝑄  posedă substituții complete. În prezent problema 

caracterizării quasigrupurilor care posedă substituții complete nu este integral soluționată [16, 19, 34, 
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56, 59, 60, 64-66, 74, 77, 95, 102, 103, 111, 120-123].  

Prelungirea unui quasigroup finit Q este construcția unui quasigroup de ordin mai mare, 

obținut din 𝑄 prin adjuncția unui număr finit de elemente noi. Noțiunea de prelungire a fost introdusă 

de V. Belousov în 1967, care utilizând un quasigroup finit de ordinul 𝑛, cu o substituție completă, a 

indicat o metodă de construcție a unui quasigrup de ordinul 𝑛 + 1, prin adjuncția unui element nou. 

Această metodă generalizează o metodă dată de Bruck (1944), de prelungire a unui quasigrup finit 

idempotent, prin adjuncția unui element nou. Metode de prelungire a quasigrupurilor au fost date de 

asemenea de Osborn (1961), Denes și Pasztor (1963), Belyavskaya(1969), Elspas, Minnick și Short 

(1963), Deriyenko și Dudek (2008, 2013) și Derienko (2009) [7, 8, 14, 23, 42-50, 58, 71, 106, 110, 

115, 118, 129]. 

Yamamoto (1961) a utilizat același concept, numindu-l 1-extensie, în legătură cu construcția 

de perechi de pătrate latine reciproc ortogonale. De asemenea, el a definit și o construcție inversă pe 

care a numit-o 1-contracție, ulterior studiată într-un șir de lucrări [12, 13, 57, 79, 83, 84, 126]. 

Scopul tezei Extensibilitatea și derivabilitatea recursivă a quasigrupurilor este de a dezvolta 

teoria generală a quasigrupurilor recursiv derivabile, de a caracteriza derivabilitatea recursivă a unor 

clase de quasigrupuri, inclusiv prin elaborarea și studiul unor metode de prelungire a quasigrupurilor 

finite. 

Teza constă din trei capitole, Introducere, Concluzii generale și recomandări, Bibliografie și  

două anexe.  

Primul compartiment, Analiza situației în domeniul teoriei quasigrupurilor recursiv derivabile 

și a metodelor de prelungire a quasigrupurilor, cuprinde trei paragrafe. În acest capitol este trecută 

în revistă starea actuală în domeniul teoriei quasigrupurilor recursiv derivabile, de la apariția acestei 

clase de quasigrupuri în cadrul teoriei MDS-codurilor. Studiul quasigrupurilor recursiv derivabile 

permite, în particular, construcția unor noi MDS-coduri și obținerea unor noi caracterizări ale 

parametrilor acestor coduri (distanța minimală Hamming, lungime, numărul de cuvinte-cod etc.). 

Relația dintre parametrii unui cod complet recursiv, în particular, MDS-cod și ordinul de derivabilitate 

recursivă a unui quasigrup finit pune problema existenței quasigrupurilor finite (binare sau 𝑛-are) 

recursiv derivabile cu ordin dat de derivabilitatea recursivă. Printre problemele nesoluționate până în 

prezent se numără cea referitoare la existența quasigrupurilor binare recursiv 1-derivabile de ordinul 

14,18 sau 26.  

Prelungirea quasigrupurilor finite este o metodă cunoscută prin care pot fi obținute quasigupuri  
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de ordin mai mare prin adăugarea unuia sau a mai multor elemente noi la un quasigrup finit şi 

redefinirea operaţiei acestui quasigrup. În literatura de specialitate sunt cunoscute mai multe metode 

de prelungire (extindere) a quasigrupurilor finite. Studiul derivabilității recursive a prelungirilor 

quasigrupurilor reprezintă o posibilitate de a obține caracterizări ale spectrului (ordinu lui) 

quasigrupurilor recursiv derivabile. Una dintre abordările existente în elaborarea metodelor de 

construcție a prelungirilor quasigrupurilor finite este cea care utilizează substituțiile complete, 

respectiv quasicomplete, ale quasigrupurilor. Substituțiile complete ale unui quasigrup finit definesc 

transversale în pătratul latin corespunzător. Astfel, metodele de prelungire a quasigrupurilor finite cu 

ajutorul substituțiilor complete se regăsesc în combinatorică, ca metode de extindere a pătratelor latine 

ce utilizează transversale ale acestor pătrate latine. 

În acest capitol sunt prezentate rezultate generale referitoare la substituțiile complete ale unui 

quasigrup și la existența transversalelor în pătratele latine. Sunt descrise și ilustrate prin exemple 

metodele cunoscute de prelungire a quasigrupurilor finite (Bruck, Belousov, Belyavskaya, Dudek-

Derienko ș.a.).  

Prin urmare, capitolul 1 caracterizează relațiile dintre structura algebrică de quasigrup, teoria 

codurilor și aspecte combinatorice ale pătratelor latine, oferind un cadru teoretic riguros pentru 

construcția quasigrupurilor recursiv derivabile, construcția și analiza codurilor recursive cu parametri 

optimali, metode de construcție a prelungirilor quasigrupurilor finite (pătratelor latine) . 

Compartimentul al doilea, Quasigrupuri recursiv derivabile, constă din trei paragrafe. În 

cadrul acestui compartiment sunt prezentate proprietăți algebrice ale quasigrupurilor binare și 𝑛-are, 

în particular ale grupurilor binare și 𝑛 -are. Sunt date criterii de derivabilitate recursivă a 

quasigrupurilor binare, fiind caracterizată 1-derivabilitatea recursivă a parastrofilor lor (Propoziția 

2.1.2), sunt determinate relații între unele grupuri (grupul multiplicativ, grupul multiplicativ la 

dreapta, grupul automorfismelor, grupul semiautomorfismelor) unui quasigrup recursiv 1-derivabil și 

cele ale derivatei sale recursive de ordinul 1 (Propozițiile 2.1.7 și 2.1.8). În Teorema 2.1.1 este 

caracterizată s-derivabilitatea recursivă a quasigrupului (ℤ𝑛 ,∗),  unde 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎 𝑥 + 𝑦,∀𝑥, 𝑦 ∈

ℤ𝑛, (𝑎, 𝑛) = 1, (𝑠 ≥ 1). Aplicând această teoremă, în Propoziția 2.1.10 sunt obținute exemple de 

quasigrupuri recursive (𝑞 − 2) - derivabile de ordin prim 3 ≤ 𝑞 ≤ 19.  

În Propozițiile 2.1.4 și 2.1.5 sunt determinate toate quasigrupurile recursiv derivabile de ordin 

≤ 4. Se arată că există 6 quasigrupuri de ordinul 3 recursiv 1-derivabile, 48 quasigrupuri recursiv 1-

derivabile de ordinul 4 și 8 quasigrupuri recursiv 2-derivabile de ordinul 4.   
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În Tabelul 2.1 sunt date estimările cunoscute 𝑟0 ≤ 𝑟  pentru ordinul 𝑟  de derivabilitate 

recursivă a quasigrupurilor binare finite de ordinul 𝑞 ≤ 200. 

În paragraful 2.2 sunt studiate grupurile binare recursiv derivabile. Pentru criteriul de 𝑠-

derivabilitate recursivă a grupurilor abeliene finite, dat în [69], sunt prezentate noi condiții echivalente 

(Propoziția 2.2.2). În ultimul paragraf al Capitolului 2 sunt cercetate quasigrupurile 𝑛-are recursiv 

derivabile. Rezultatul principal al acestui paragraf se conține în Teorema 2.3.1, unde este dat un 

criteriu de 𝑟 -derivabilitate recursivă (𝑟 ≥ 1)  a grupului n-ar (𝑄, 𝐵) , unde 𝐵(𝑥1
𝑛) = 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅. . .⋅

𝑥𝑛, (𝑄,⋅) fiind un grup abelian binar finit şi 𝑛 ≥ 2. Acest rezultat generalizează în caz 𝑛-ar criteriul 

obținut de V. Izbash și P. Syrbu pentru grupurile abeliene finite în [69]. 

Ultimul compartiment Derivabilitatea recursivă a unor prelungiri ale quasigrupurilor constă 

din trei paragrafe. Acest compartiment este dedicat analizei posibilității de prelungire (extindere) a 

unui quasigrup finit prin adjuncție de noi elemente și redefinirea operației, cât și studiului 

derivabilității recursive a prelungirilor. 

În Paragraful 3.1 sunt determinate condiţiile necesare şi suficiente pentru ca prelungirile 

quasigrupurilor binare finite, obţinute utilizând construcţiile Bruck și, respectiv Belousov, să fie 

recursiv 1-derivabile (Teoremele 3.1.1 și 3.1.2). 

În Paragraful 3.2 este propusă o metodă de construcție a prelungirilor unui quasigrup finit prin 

utilizarea a două trasversale (ale tablei Cayley a quasigrupului) care se intersectează într -un singur 

punct (prezentată grafic în Figura 3.2). Se arată că există 12 moduri de prelungire a unui pătrat latin 

prin această metodă. Este analizată existența unor perechi de transversale, care se intersectează exact 

într-un punct, atât în caz general, cât și în pătratele latine de ordinul 4 (în pătratele latine de ordinul 3 

nu există astfel de perechi de transversale, precum rezultă din p. a) de mai jos) . Se arată că:  

a) un pătrat latin de ordinul n poate avea cel mult 𝑛 − 2 transversale care se intersectează într-

un singur punct, fiind disjuncte două câte două în celelalte puncte (Propoziția 3.2.1);  

b) în orice pătrat latin de ordinul patru există exact 96 de perechi de transversale libere, și 

respectiv 13824 de perechi de transversale obișnuite, care se intersectează exact într -o celulă 

(Propoziția 3.2.3; Corolarul 3.2.3). 

De asemenea, în acest paragraf este analizată derivabilitatea recursivă a prelungirilor, obținute  

prin adjuncția a două elemente noi și utilizarea a două trasversale care se intersectează exact într-o 

celulă. Se constată că în 6 din cele 12 moduri de prelungire, pătratele latine obținute nu sunt recursiv 

1-derivabile (Propoziția 3.2.4, Problema 3.2.1). 
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În ultimul paragraf al Capitolului 3 sunt studiate prelungirile quasigrupurilor finite de ordinul 

5 (pătratelor latine de ordinul 5), prin metoda propusă, deci prin adjuncția a două elemente noi și 

utilizarea a două transversale care se intersectează exact într-o singură celulă. Se demonstrează că 

există exact 48 de pătrate latine diferite de ordinul 5, care posedă 2 transversale, dintre care una este 

diagonala principală T (cu ordinea fixată a elementelor), iar a doua are o singură celulă comună cu T 

(Propoziția 3.3.2). În Anexa 1 sunt prezentate toate cele 240 de perechi de transversale care există în 

cele 48 de pătrate latine diferite, în cazul când ordinea elementelor în transversala T este 2,3,4,5,1.  

Problema 1-derivabilității recursive a prelungirilor quasigrupurilor de ordinul 5, prin adjuncția 

a două elemente noi și utilizarea a două transversale ce se intersectează exact într -un punct, una dintre 

care este diagonala principală T, este soluționată (negativ), în cazul când ordinea elementelor în 

transversala T este 1,2,3,4,5 sau 2,3,4,5,1 (Propoziția 3.3.3).  
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1. ANALIZA SITUAȚIEI ÎN DOMENIUL TEORIEI 

QUASIGRUPURILOR RECURSIV DERIVABILE ȘI A METODELOR DE 

PRELUNGIRE A QUASIGRUPURILOR 

1.1. Coduri complete recursive și derivabilitatea recursivă a operațiilor de quasigrup 

Noțiunea de quasigrup recursiv derivabil a apărut în teoria algebrică a MDS-codurilor [39]. 

Studiul codurilor complete recursive are la baza derivatele recursive ale unei funcții de control, iar 

atingerea marginii superioare Singleton de către aceste coduri necesită ca derivatele recursive date să 

formeze un sistem puternic ortogonal deci, în particular, să fie operații de quasigrup. Parametrii 

codurilor complete recursive depind de ordinul de derivabilitate recursivă a quasigrupului utilizat în 

calitate de funcție de control. Problema caracterizării parametrilor codurilor complete recursive este 

doar parțial soluționtă în prezent. 

Definiția 1.1.1. Fie 𝑄 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑞}, 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ
∗. Un cod ℂ ⊆ 𝑄𝑛 se numeşte un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod, dacă 

|ℂ| = 𝑞𝑘 şi are distanţa minimală Hamming egală cu 𝑑.  

Observăm că dacă ℂ este un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod şi |𝑄| = 𝑞, atunci 𝑘 ≤ 𝑛 − 𝑑 + 1. În acest caz valorea 

𝑛 − 𝑑 + 1  este numită marginea superioară Singleton, iar [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 - codurile pentru care         

𝑘 = 𝑛 − 𝑑 + 1 sunt MDS-coduri. 

Definiția 1.1.2. Fie ℂ  un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod şi 𝑠 ∈ ℕ∗ . Poziţiile 1 ≤ 𝑖1 ≤ 𝑖2 ≤. . .≤ 𝑖𝑠 ≤ 𝑛  din 

cuvintele-cod ale codului ℂ se numesc determinante, dacă pentru orice 𝑐1,𝑐2, . . . , 𝑐𝑠 ∈ 𝑄 există un 

singur cuvânt 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2 , . . . , 𝑢𝑛) ∈ ℂ, astfel încât 𝑢1 = 𝑐1, 𝑢2 = 𝑐2, . . . , 𝑢𝑠 = 𝑐𝑠.  

Propoziția 1.1.1. [39] [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -codul ℂ atinge marginea superioară Singleton dacă şi numai dacă 

orice 𝑘 poziţii ale cuvintelor-cod sunt determinante.  

Demonstrație. Utilizând marginea superioară Singleton obținem că într-un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod are loc 

inegalitatea 𝑑 ≤ 𝑛 − 𝑘 + 1. Dacă în ℂ orice 𝑘 poziţii sunt determinante, atunci cuvintele codului 

pot coincide pe maxim 𝑘 − 1  poziţii, deci se vor deosebi pe minim 𝑛 − (𝑘 − 1) = 𝑛 − 𝑘 + 1 

poziţii. Astfel, 𝑑 = 𝑛 − 𝑘 + 1, deci ℂ atinge marginea superioară Singleton.  

Reciproc, dacă ℂ atinge marginea superioară Singleton, atunci 𝑑 = 𝑛 − 𝑘 + 1, deci două cuvinte ale 

codului ℂ se deosebesc pe minim 𝑛 − 𝑘 + 1 poziţii, de unde rezultă că orice două cuvinte ce coincid 

pe 𝑘 poziţii, coincid integral, adică orice 𝑘 poziţii sunt determinante. □ 
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Dacă ℂ este un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄-cod ce are determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘, atunci există un set de 

funcţii 𝑓𝑠: 𝑄
𝑘 ↦ 𝑄, 𝑠 = 1,𝑛 − 𝑘, astfel încât 

ℂ = {𝑢 ∈ 𝑄𝑛|𝑢 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1

𝑘))}. 

În acest caz funcţiile 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛−𝑘  se numesc funcţii de control ale codului ℂ.  

Propoziția 1.1.2. [39] Fie ℂ un [𝑘 + 1, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod, având determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘  şi fie 

𝑓1:𝑄
𝑘 ↦ 𝑄 funcţia sa de control. Grupoidul (𝑄, 𝑓1) este un quasigrup, de aritate 𝑘, dacă şi numai 

dacă ℂ atinge marginea superioară Singleton.  

Demonstrație. Dacă (𝑄, 𝑓1)  este un 𝑘 - quasigrup, atunci orice 𝑘  elemente ale cuvântului 

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 , 𝑓1(𝑥1
𝑘)) determină univoc elementul al (𝑘 + 1)-lea, deci orice 𝑘 poziţii ale cuvintelor 

codului ℂ = {𝑢 ∈ 𝑄𝑘+1|𝑢 = (𝑥1,𝑥2, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘))}  sunt determinante. Conform propoziţiei 

precedente codul ℂ atinge marginea superioară Singleton. □ 

Reciproc, dacă ℂ atinge marginea superioară Singleton, atunci orice 𝑘  poziţii ale cuvintelor sale 

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 , 𝑓1(𝑥1
𝑘)) sunt determinante. Prin urmare, în egalitatea 𝑓1(𝑥1

𝑘) = 𝑥𝑘+1 orice 𝑘 dintre 

elementele 𝑥1,𝑥2, . . . , 𝑥𝑘+1  determină univoc elementul al (𝑘 + 1) -lea, adică (𝑄, 𝑓1)  este un 

quasigrup 𝑘 −ar. □ 

Un [𝑘 + 1, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod ℂ = {𝑢 ∈ 𝑄𝑘+1|𝑢 = (𝑥1,𝑥2, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘))} , unde (𝑄, 𝑓1)  este un 

quasigrup 𝑘 −ar, atinge marginea superioară Singleton, deci are distanţa minimală Hamming 𝑑 =

𝑘 + 1 − 𝑘 + 1 = 2.  

Propoziția 1.1.3. [39] Fie ℂ un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄-cod ce atinge marginea superioară Singleton. Atunci 

există operaţii 𝑘-are de quasigrup 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−𝑘 , definite pe 𝑄, astfel încât  

 ℂ = {𝑢 ∈ 𝑄𝑛|𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1

𝑘))}.  

Demonstrație. Deoarece ℂ  atinge marginea superioară Singleton rezultă că orice 𝑘  poziţii ale 

cuvintelor sale sunt determinante, în particular sunt determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘. Prin urmare, 

există funcțiile 𝑓𝑖 :𝑄
𝑘 ↦ 𝑄, 𝑖 = 1, 𝑛 − 𝑘 astfel încât 

ℂ = {𝑢 ∈ 𝑄𝑛|𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1

𝑘))}. 

Mai mult, orice 𝑘 elemente dintre 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓𝑖(𝑥1
𝑘), unde 𝑖 = 1, 𝑛 − 𝑘, determină univoc elementul 

al (𝑘 + 1)-lea,de unde rezultă că (𝑄, 𝑓𝑖) este un quasigrup de aritate 𝑘, pentru orice 𝑖 = 1, 𝑛 − 𝑘. □ 
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Observăm că reciproca ultimei propoziţii în caz general, pentru 𝑘 ≥ 3, nu este adevărată. 

Astfel, dacă 𝑓1,𝑓2, . . . , 𝑓𝑛−𝑘  sunt quasigrupuri de aritate 𝑘, atunci nu rezultă că codul  

ℂ = {𝑢 ∈ 𝑄𝑛|𝑢 = (𝑥1,𝑥2, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1

𝑘))} 

are determinante orice 𝑘 poziţii, precum rezultă din următorul exemplu. 

Exemplul 1.1.1. Fie 𝑄 - mulţimea numerelor raţionale, 𝑘 = 4,𝑛 = 6. Pe mulțimea Q considerăm 

operaţiile 4-are 𝑓1,𝑓2 , definite în felul următor:  

 𝑓1(𝑥1
4) = 𝑥1+ 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4; 

𝑓2(𝑥1
4) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4.  

Este clar că (𝑄, 𝑓1) şi (𝑄, 𝑓2) sunt quasigrupuri 4-are. Considerăm [6,4, 𝑑]𝑄-codul  

ℂ = {𝑢 ∈ 𝑄6|𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4,𝑓1(𝑥1
4), 𝑓2(𝑥1

4))}. 

În cuvântul codului ℂ poziţiile 3, 4, 5, 6 nu sunt determinante, deoarece pentru 𝑥3 = 𝑎1, 𝑥4 = 𝑎2,  

𝑓1(𝑥1
4) = 𝑎3, 𝑓2(𝑥1

4) = 𝑎4, obţinem:  

 {
𝑓1(𝑥1,𝑥2, 𝑎1, 𝑎2) = 𝑎3
𝑓2(𝑥1,𝑥2, 𝑎1, 𝑎2) = 𝑎4

⇔       {
𝑥1+ 𝑥2 + 𝑎1 + 𝑎2 = 𝑎3
𝑥1+ 𝑥2 + 𝑎1 + 2𝑎2 = 𝑎4

  

deci elementele 𝑥1 şi 𝑥2 nu sunt univoc determinate.  

În continuare vom găsi condiţiile în care este adevărată şi reciproca ultimei propoziţii.  

Definiția 1.1.3. Sistemul {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑡}𝑡≥1 de operaţii 𝑛-are definite pe o mulţime 𝑄(𝑛 ≥ 2) se 

numeşte sistem puternic ortogonal, dacă este ortogonal sistemul {𝐸1, . . . , 𝐸𝑛 , 𝐴1, . . . , 𝐴𝑡},  unde 

𝐸1, . . . , 𝐸𝑛  sunt selectorii 𝑛-ari definiţi pe mulţimea 𝑄.  

Un grupoid 𝑛 -ar (𝑄, 𝐴)  este un quasigrup n-ar dacă şi numai dacă sistemul de operații 

{𝐸1, . . . , 𝐸𝑛 , 𝐴} este ortogonal, unde 𝐸1, . . . , 𝐸𝑛  sunt selectorii 𝑛-ari definiţi pe 𝑄 în felul următor: 

𝐸𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑖, ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑄. 

Această afirmație rezultă din faptul că ecuaţia 𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1 , . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎𝑛+1 are o soluţie 

unică, pentru 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1 ∈ 𝑄, dacă şi numai dacă sistemul de ecuaţii  
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{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐸1(𝑥1

𝑛) = 𝑎1
. . .
𝐸𝑖−1(𝑥1

𝑛) = 𝑎𝑖−1
𝐴(𝑥1

𝑛) = 𝑎𝑛+1
𝐸𝑖+1(𝑥1

𝑛) = 𝑎𝑖+1
. . .
𝐸𝑛(𝑥1

𝑛) = 𝑎𝑛

  

are soluţie unică, pentru ∀𝑎1, . . . , 𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1 ∈ 𝑄 , deci dacă şi numai dacă sistemul 

{𝐸1, . . . , 𝐸𝑖−1, 𝐴, 𝐸𝑖+1, . . . , 𝐸𝑛}  este ortogonal. Astfel obținem că operaţiile unui sistem puternic 

ortogonal, diferite de selectori, sunt operaţii de quasigrup.  

Propoziția 1.1.4. [71] Orice sistem ortogonal de quasigrupuri binare este un sistem puternic 

ortogonal.  

Operaţia binară 𝐴 este o operaţie de quasigrup dacă şi numai dacă sistemul {𝐸, 𝐹,𝐴} este ortogonal. 

Prin urmare sistemul de quasigrupuri binare {𝐴1,𝐴2, . . . , 𝐴𝑡}𝑡≥2  este ortogonal dacă şi numai dacă 

este ortogonal sistemul {𝐸, 𝐹,𝐴1, . . . , 𝐴𝑡}, deci dacă şi numai dacă sistemul {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑡}𝑡≥2 este 

un sistem puternic ortogonal.  

Propoziția 1.1.5. [39] Fie ℂ  un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod, având determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘  şi fie 

𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−𝑘  funcţiile de control ale codului ℂ. Codul ℂ atinge marginea superioară Singleton dacă 

şi numai dacă {𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛−𝑘} este un sistem puternic ortogonal.  

Demonstrație. Dacă ℂ atinge marginea superioară Singleton, atunci orice 𝑘 poziţii în cuvintele lui 

sunt determinante, deci 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−𝑘  sunt quasigrupuri 𝑛-are. Mai mult, deoarece în cuvintele 𝑢 =

(𝑥1
𝑘 , 𝑓1(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1
𝑘))  orice 𝑘  poziţii sunt determinante, rezultă că sistemul 

{𝐸1, . . . , 𝐸𝑘 , 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−𝑘} este ortogonal, deci {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−𝑘} este un sistem puternic ortogonal. 

Reciproc, dacă {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−𝑘}  este un sistem puternic ortogonal, atunci sistemul 

{𝐸1, . . . , 𝐸𝑘 , 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−𝑘}  este ortogonal, deci orice 𝑘  poziţii în cuvântul 𝑢 =

(𝑥1
𝑘 , 𝑓1(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1
𝑘))  sunt determinante. Prin urmare codul ℂ  atinge marginea superioară 

Singleton. □ 

Corolarul 1.1.1. [39] Fie ℂ un [𝑛, 2, 𝑑]𝑄-cod, având determinante poziţiile 1, 2 şi fie 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−2 

funcţiile de control. Codul ℂ  atinge marginea superioară Singleton dacă şi numai dacă 

{𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛−2} este un sistem ortogonal de quasigrupuri binare. 
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Demonstrație. Într-adevăr, în acest caz sistem ortogonal de quasigrupuri binare este un sistem puternic 

ortogonal. □ 

 Fie 𝐹 un câmp de caracteristica zero şi 𝑓𝑠: 𝐹
𝑘 ↦ 𝐹, 𝑓𝑠(𝑥1

𝑘) = 𝛼𝑠1𝑥1+.. .+𝛼𝑠𝑘𝑥𝑘, 

𝑠 = 1, 𝑛 − 𝑘 Considerăm [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝐹-codul  

ℂ = {𝑢 ∈ 𝐹𝑛|𝑢 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1

𝑘))} 

cu poziţiile determinante 1,2, . . . , 𝑘 şi funcţiile de control 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−𝑘.  

Propoziția 1.1.6. [39] Codul ℂ = {𝑢 ∈ 𝐹𝑛|𝑢 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1

𝑘))} atinge marginea 

superioară Singleton dacă şi numai dacă orice minor al matricei  

 𝑀 = [

𝛼11 𝛼12 . . . 𝛼1𝑘
𝛼21 𝛼22 . . . 𝛼2𝑘
. . . . . . . . . . . .
𝛼𝑛−𝑘,1 𝛼𝑛−𝑘,2 . . . 𝛼𝑛−𝑘,𝑘

]  

este nenul.  

Fie 𝐹  un câmp de caracteristica zero şi 𝑓𝑠: 𝐹
𝑘 ↦ 𝐹,𝑓𝑠(𝑥1

𝑘) = 𝛼𝑠1𝑥1+.. . +𝛼𝑠𝑘𝑥𝑘, 𝑠 = 1, 𝑛 − 𝑘 . 

Sistemul de operaţii {𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛−𝑘} de aritate 𝑘, definite pe 𝐹, este un sistem puternic ortogonal 

dacă şi numai dacă orice minor al matricei 𝑀 este nenul. Prin urmare, codul 

ℂ = {𝑢 ∈ 𝐹𝑛|𝑢 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1

𝑘))} 

atinge marginea superioară Singleton dacă şi numai dacă orice minor al matricei 𝑀 este nenul.  

Definiția 1.1.4. Un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod ℂ  se numeşte complet 𝑘 -recursiv dacă există o funcţie    

𝑓:𝑄𝑘 ↦ 𝑄, astfel încât în orice cuvânt-cod 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) ∈ ℂ, ∀𝑖 = 1,𝑛 − 𝑘, componentele 

verifică condiția  

 𝑢𝑖+𝑘 = 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, . . . , 𝑢𝑖+𝑘−1).  

Notăm în acest caz ℂ = ℂ(𝑛; 𝑓). Noţiunea de cod complet 𝑘-recursiv sugerează următoarea definiţie 

a noțiunii de derivată recursivă. 

Fie 𝑓: 𝑄𝑘 ↦ 𝑄  o funcţie. Definim funcţiile 𝑓 (𝑟): 𝑄𝑘 ↦ 𝑄, 𝑟 ∈ ℕ în felul următor:  

𝑓 (0)(𝑥1
𝑘) = 𝑓(𝑥1

𝑘); 

𝑓 (1)(𝑥1
𝑘) = 𝑓(𝑥2

𝑘 , 𝑓 (0)(𝑥1
𝑘)); 

𝑓 (2)(𝑥1
𝑘) = 𝑓(𝑥3

𝑘 , 𝑓 (0)(𝑥1
𝑘), 𝑓 (1)(𝑥1

𝑘)); 
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… 

𝑓 (𝑠)(𝑥1
𝑘) = 𝑓(𝑥𝑠+1

𝑘 , 𝑓 (0)(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓 (𝑠−1)(𝑥1

𝑘)),    1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑘 − 1; 

𝑓 (𝑠)(𝑥1
𝑘) = 𝑓(𝑓 (s−k)(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑓 (𝑠−1)(𝑥1
𝑘)), 𝑠 ≥ 𝑘. 

Funcţia 𝑓 (𝑟) se numeşte derivata 𝑘-recursivă de ordinul 𝑟 a funcţiei 𝑓. 

Dacă ℂ(𝑛; 𝑓) este un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄-cod complet 𝑘-recursiv, atunci cuvintele lui au forma: 𝑢 =

(𝑥1
𝑘 , 𝑓 (0)(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘−1(𝑥1
𝑘)) , unde 𝑓 (0), . . . , 𝑓𝑛−𝑘−1  sunt derivate 𝑘 -recursive ale funcţiei 𝑓 . 

Astfel definiţia codului complet 𝑘-recursiv poate fi dată în felul următor: 

Definiția 1.1.5. [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -codul ℂ  se numeşte cod complet 𝑘 -recursiv, dacă există o funcţie 

𝑓:𝑄𝑘 ↦ 𝑄, astfel încât ℂ = {𝑢 ∈ 𝑄𝑛|𝑢 = (𝑥1
𝑘, 𝑓 (0)(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘−1(𝑥1
𝑘))}.  

Un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑄 -cod complet 𝑘 -recursiv ℂ(𝑛; 𝑓)  are poziţiile 1,2, . . . , 𝑘  determinante, deci 

acest cod atinge marginea superioară Singleton dacă şi numai dacă sistemul de operaţii 𝑘 -are 

{𝑓 (0),𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛−𝑘)} este puternic ortogonal.  

În cazul 𝑘 = 2  condiţiile impuse asupra derivatelor 𝑘 -recursive ale funcţiei 𝑓  pot fi 

simplificate, după cum rezultă din propoziția următoare.  

Propoziția 1.1.7. [39] Derivatele 2-recursive 𝑓 (0), . . . , 𝑓 (𝑛) sunt quasigrupuri dacă şi numai dacă 

codul complet 2-recursiv ℂ(𝑛 + 3; 𝑓) = {𝑢 ∈ 𝑄𝑛+3|𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑓
(0)(𝑥1

2), . . . , 𝑓𝑛(𝑥1
2))}  atinge 

marginea superioară Singleton.  

Demonstrație. Dacă ℂ(𝑛 + 3; 𝑓)  atinge marginea superioară Singleton, atunci funcţiile 

{𝑓 (0),𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛)} formează un sistem puternic ortogonal, deci sunt quasigrupuri binare. 

Reciproc, fie că derivatele 2-recursive 𝑓 (0), . . . , 𝑓 (𝑛) ale quasigrupului binar 𝑓  sunt quasigrupuri. 

Trebuie de arătat că {𝑓 (0),𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛)} formează un sistem puternic ortogonal, însă aşa cum aceste 

operaţii sunt binare, este suficient de arătat că sistemul {𝑓 (0),𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛)} este ortogonal. Aplicăm 

inducţia matematică după 𝑛. 

Pentru 𝑛 = 0, codul ℂ(3; 𝑓) = {𝑢 ∈ 𝑄3|𝑢 = (𝑥1,𝑥2, 𝑓(𝑥1, 𝑥2))} atinge marginea superioară 

Singleton deoarece 𝑓 este quasigrup. 

Presupunem afirmaţia adevărată pentru 𝑛 = 𝑡 − 1 : codul ℂ(𝑡 + 2;𝑓) , unde 𝑚 ≤ 𝑡 + 2 

atinge marginea superioară Singleton. 

Fie 𝑛 = 𝑡 şi considerăm codurile:  



22 
 

ℂ(𝑡 + 3;𝑓) = {𝑢 ∈ 𝑄𝑡+3|𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑓
(0)(𝑥1

2), . . . , 𝑓 𝑡(𝑥1
2))} şi  

ℂ1 = ℂ(𝑡 + 2; 𝑓) = {𝑢 ∈ 𝑄𝑡+2|𝑢 = (𝑥1,𝑥2, 𝑓
(0)(𝑥1

2), . . . , 𝑓 𝑡−1(𝑥1
2))}. 

Conform presupunerii inductive, codul ℂ1 atinge marginea superioară Singleton, deci în ℂ1 avem      

𝑑 = 𝑡 + 2 − 2 + 1 = 𝑡 + 1 . Vom arăta că în ℂ  avem : 𝑑 = 𝑡 + 3 − 2 + 1 = 𝑡 + 2 , adică atinge 

marginea superioară Singleton. 

Fie 𝑢, 𝑣 ∈ ℂ, 𝑢 ≠ 𝑣; 𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑡 + 1.  

𝑢 = (𝑥0, 𝑦0 , 𝑓
(0)(𝑥0, 𝑦0), . . . , 𝑓

(𝑡−1)(𝑥0, 𝑦0), 𝑓
(𝑡)(𝑥0, 𝑦0)),  

𝑣 = (𝑥1,𝑦1, 𝑓
(0)(𝑥1, 𝑦1), . . . , 𝑓

(𝑡−1)(𝑥1,𝑦1), 𝑓
(𝑡)(𝑥1,𝑦1)).  

Deoarece 𝑢 ≠ 𝑣, rezultă că (𝑥0, 𝑦0) ≠ (𝑥1,𝑦1). 

Considerăm 𝑢1, 𝑣1 ∈ ℂ1, unde  

𝑢1 = (𝑥0, 𝑦0 , 𝑓
(0)(𝑥0, 𝑦0), . . . , 𝑓

(𝑡−1)(𝑥0, 𝑦0)),  

𝑣1 = (𝑥1,𝑦1, 𝑓
(0)(𝑥1,𝑦1), . . . , 𝑓

(𝑡−1)(𝑥1, 𝑦1)).  

Deoarece 𝑑 = 𝑡 + 1 în ℂ1, avem: 𝑑(𝑢1, 𝑣1) ≥ 𝑡 + 1. Presupunem că în ℂ avem 𝑑 < 𝑡 + 2, 

adică ℂ nu atinge marginea superioară Singleton. Atunci 𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑡 + 1 şi, deoarece 𝑑(𝑢1, 𝑣1) =

𝑡 + 1, obţinem 𝑓 (𝑡)(𝑥0,𝑦0) = 𝑓
(𝑡)(𝑥1, 𝑦1). Considerăm cuvintele 𝑢2 , 𝑣2, unde  

𝑢2 = (𝑦0, 𝑓
(0)(𝑥0,𝑦0), . . . , 𝑓

(𝑡)(𝑥0, 𝑦0)), 𝑣2 = (𝑦1, 𝑓
(0)(𝑥1, 𝑦1), . . . , 𝑓

(𝑡)(𝑥1, 𝑦1)). 

Dacă notăm 𝑦0 = 𝑥2, 𝑓
(0)(𝑥0, 𝑦0) = 𝑦2; 𝑦1 = 𝑥3, 𝑓

(0)(𝑥1, 𝑦1) = 𝑦3 , obţinem:  

𝑓 (1)(𝑥0,𝑦0) = 𝑓(𝑦0 , 𝑓
(0)(𝑥0,𝑦0)) = 𝑓(𝑥2, 𝑦2),  

𝑓 (2)(𝑥0,𝑦0) = 𝑓(𝑓
(0)(𝑥0,𝑦0), 𝑓

(1)(𝑥0, 𝑦0)) = 𝑓(𝑦2 , 𝑓
(0)(𝑥2,𝑦2)) = 𝑓 (1)(𝑥2, 𝑦2),  

⋯ 

𝑓 (𝑡)(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓 (𝑡−1)(𝑥2, 𝑦2),  

şi analog,  

𝑓 (1)(𝑥1, 𝑦1) = 𝑓(𝑥3, 𝑦3),  

𝑓 (2)(𝑥1, 𝑦1) = 𝑓
(1)(𝑥3,𝑦3),  

⋯ 

𝑓 (𝑡)(𝑥1,𝑦1) = 𝑓 (𝑡−1)(𝑥3, 𝑦3).  
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Prin urmare,  

𝑢2 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑓
(0)(𝑥2,𝑦2), . . . , 𝑓

(𝑡−1)(𝑥2, 𝑦2)) ∈ ℂ1,  

𝑣2 = (𝑥3, 𝑦3 , 𝑓
(0)(𝑥3,𝑦3), . . . , 𝑓

(𝑡−1)(𝑥3,𝑦3)) ∈ ℂ1,  

şi atunci, conform presupunerii inductive, 𝑑(𝑢2, 𝑣2) ≥ 𝑡 + 1. Deoarece 𝑓 (𝑡)(𝑥0,𝑦0) = 𝑓
(𝑡)(𝑥1, 𝑦1), 

avem 𝑓 (𝑡−1)(𝑥2,𝑦2) = 𝑓
(𝑡−1)(𝑥1,𝑦1),  deci 𝑑(𝑢2, 𝑣2) = 𝑡 + 1,  rezultă că cuvintele 

(𝑦0 , 𝑓
(0)(𝑥0, 𝑦0), . . . , 𝑓

(𝑡−1)(𝑥0, 𝑦0))  şi (𝑦1, 𝑓
(0)(𝑥1,𝑦1), . . . , 𝑓

(𝑡−1)(𝑥1,𝑦1))  se deosebesc pe toate 

poziţiile din cuvintele 𝑢1, 𝑣1, 𝑑(𝑢1, 𝑣1) ≥ 𝑡 + 1, rezultă că 𝑥0 = 𝑥1. 

Deci am obţinut  

{
𝑥0 = 𝑥1
𝑓 (𝑡)(𝑥0,𝑦0) = 𝑓

(𝑡)(𝑥1, 𝑦1)
⇒ 𝑦0 = 𝑦1 ⇒ 𝑢 = 𝑣.  

Contradicţie. Prin urmare, în ℂ avem 𝑑 = 𝑡 + 2, adică ℂ atinge marginea superioară Singleton. □ 

Pentru caracterizarea parametrilor codurilor complete k-recursive este utilă noțiunea de produs 

cartezian al acestor coduri.  

Definiția 1.1.6. Fie ℂ1 ⊆ 𝑄𝑛 şi ℂ2 ⊆ 𝑅𝑛 două coduri de lungime 𝑛 peste alfabetele 𝑄 şi 𝑅, 

respectiv. Codul ℂ1 × ℂ2 ⊆ (𝑄 × 𝑅)
𝑛, unde  

ℂ1 × ℂ2 = {𝑤 = ((𝑢1, 𝑣1), . . . , (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛))|𝑢 = (𝑢1
𝑛) ∈ ℂ1; 𝑣 = (𝑣1

𝑛) ∈ ℂ2}  

se numeşte produsul cartezian al codurilor ℂ1 şi ℂ2.  

Dacă ℂ1 este un [𝑛, 𝑘]𝑄-cod şi ℂ2 este un [𝑛, 𝑘]𝑅-cod, atunci ℂ1 × ℂ2 este un [𝑛, 𝑘]𝑄×𝑅  -

cod, |ℂ1 × ℂ2| = |𝑄|𝑘 ⋅ |𝑅|𝑘 = (|𝑄| ⋅ |𝑅|)𝑘 = |𝑄 × 𝑅|𝑘.  

Propoziția 1.1.8. [39] Fie ℂ1  un [𝑛, 𝑘]𝑄 -cod şi ℂ2  un [𝑛, 𝑘]𝑅 -cod. Codul ℂ1 ×ℂ2  are 

determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘  dacă şi numai dacă fiecare dintre codurile ℂ1  şi ℂ2  are 

determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘.  

Demonstrație. Fie că ℂ1  şi ℂ2  au determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘 . Atunci există                                

𝑓𝑖 :𝑄
𝑘 ↦ 𝑄, 𝑖 = 1, 𝑛 − 𝑘, şi există 𝑔𝑖 : 𝑅

𝑘 ↦ 𝑅, 𝑖 = 1, 𝑛 − 𝑘 astfel încât  

ℂ1 = {𝑢 = 𝑄𝑛|𝑢 = (𝑥1
𝑘, 𝑓1(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑓𝑛−𝑘(𝑥1
𝑘))} şi  

ℂ2 = {𝑣 = 𝑅
𝑛|𝑣 = (𝑦1

𝑘 , 𝑔1(𝑦1
𝑘), . . . , 𝑔𝑛−𝑘(𝑦1

𝑘))}.  

Avem:  
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ℂ1 × ℂ2 = {𝑤 ∈ (𝑄 ×𝑅)𝑛|𝑤 = (𝑤1
𝑘, ℎ1(𝑤1

𝑘), . . . , ℎ𝑛−𝑘(𝑤1
𝑘))},  

unde 𝑤𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘, ℎ𝑗(𝑤1
𝑘) = (𝑓𝑗(𝑥1

𝑘), 𝑔𝑗(𝑦1
𝑘)), ℎ𝑗 : (𝑄 × 𝑅)

𝑘 ↦ 𝑄 ×𝑅, 𝑗 = 1, 𝑛 − 𝑘 . Deci 

dacă ℂ1 şi ℂ2 au determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘, atunci codul ℂ1 × ℂ2 are determinante poziţiile 

1,2, . . . , 𝑘. 

Reciproc, fie că ℂ1 × ℂ2 are determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘. Atunci pentru orice (𝑤1
𝑘) ∈ (𝑄 × 𝑅)𝑘       

există un singur 𝑤 ∈ (𝑄 × 𝑅)𝑛  astfel încât 𝑤 ∈ ℂ1 × ℂ2 . Deci pentru orice (𝑥1
𝑘) ∈ 𝑄𝑘  şi orice 

(𝑦1
𝑘) ∈ 𝑅𝑘, există un singur 𝑤 ∈ ℂ1 × ℂ2, astfel încât  

𝑤 = (𝑤1
𝑛) = ((𝑥1,𝑦1), . . . , (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘), (𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)), 

unde  

 (𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1) = ℎ1(𝑤1
𝑘) = (𝑓1(𝑥1

𝑘), 𝑔1(𝑦1
𝑘)), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = ℎ𝑛−𝑘(𝑤1

𝑘) = (𝑓𝑛−𝑘(𝑥1
𝑘), 𝑔𝑛−𝑘(𝑦1

𝑘)).  

Prin urmare pentru orice (𝑥1
𝑘) ∈ 𝑄𝑘 există un singur cuvânt-cod 𝑢 = (𝑥1

𝑘, 𝑓1(𝑥1
𝑘), . . . , 𝑓𝑛(𝑥1

𝑘)) ∈ ℂ1 

şi pentru orice (𝑦1
𝑘) ∈ 𝑅𝑘  există un singur cuvânt-cod 𝑣 = (𝑦1

𝑘 , 𝑔1(𝑦1
𝑘), . . . , 𝑔𝑛(𝑦1

𝑘)) ∈ ℂ2 , deci  

codurile ℂ1 şi ℂ2 au determinante poziţiile 1,2, . . . , 𝑘.         □ 

Corolarul 1.1.2. Fie ℂ1  un [𝑛, 𝑘]𝑄 -cod şi ℂ2  un [𝑛, 𝑘]𝑅 -cod. Codul ℂ1 × ℂ2  atinge marginea 

superioară Singleton dacă şi numai dacă codurile ℂ1 şi ℂ2 ating marginea superioară Singleton.  

Demonstrație. Codurile ℂ1 şi ℂ2 ating marginea superioară Singleton dacă şi numai dacă orice 𝑘 

poziţii în cuvintele lor sunt determinante. Însă orice 𝑘  poziţii ale codurilor ℂ1  şi ℂ2  sunt 

determinante dacă şi numai dacă orice 𝑘 poziţii ale codului ℂ1 × ℂ2 sunt determinante. □ 

Definiția 1.1.7. Fie (𝑄, 𝑓) şi (𝑅,𝑔) două quasigrupuri 𝑘-are. Grupoidul 𝑘-ar (𝑄 × 𝑅, ℎ), unde 

ℎ((𝑥1,𝑦1), . . . , (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 )) = (𝑓(𝑥1
𝑘), 𝑔(𝑦1

𝑘)) , pentru orice ((𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 )) ∈ (𝑄 ×𝑅)
𝑘 , se 

numeşte produsul direct al quasigrupurilor (𝑄, 𝑓) şi (𝑅, 𝑔). În acest caz notăm ℎ = 𝑓 ×𝑔.  

Propoziția 1.1.9. Dacă (𝑄, 𝑓)  şi (𝑅,𝑔)  sunt quasigrupuri 𝑘 -are, atunci produsul lor direct 

(𝑄 × 𝑅,ℎ) este un quasigrup 𝑘-ar.  

Într-adevăr, au loc echivalențele: 

ℎ((𝑎1, 𝑏1), . . . , (𝑎𝑖−1, 𝑏𝑖−1), (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), (𝑎𝑖+1, 𝑏𝑖+1), . . . , (𝑎𝑘 , 𝑏𝑘)) = (𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1) ⇔ 

(𝑓(𝑎1
𝑖−1, 𝑥𝑖 , 𝑎𝑖+1

𝑘 ), 𝑔(𝑏1
𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝑏𝑖+1

𝑘 )) = (𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1) ⇔ 
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{
𝑓(𝑎1

𝑖−1, 𝑥𝑖 ,𝑎𝑖+1
𝑘 ) = 𝑎𝑘+1,

𝑔(𝑏1
𝑖−1, 𝑦𝑖 , 𝑏𝑖+1

𝑘 ) = 𝑏𝑘+1.
 

Deoarece (𝑄, 𝑓) şi (𝑅,𝑔) sunt quasigrupuri 𝑘-are, există un singur (𝑥𝑖 ,𝑦𝑖) ∈ 𝑄 ×𝑅, pentru orice 

𝑖 = 1, 𝑘. □ 

Propoziția 1.1.10. Fie (𝑄, 𝑓) şi (𝑅, 𝑔) două quasigrupuri 𝑘-are şi fie ℎ = 𝑓 × 𝑔 – produsul lor 

direct. Atunci ℎ(𝑟) = 𝑓 (𝑟) × 𝑔(𝑟), ∀𝑟 ∈ ℕ.  

Demonstrație. Aplicăm metoda inducției matematice. Fie 𝑤1, . . . , 𝑤𝑘 ∈ 𝑄 × 𝑅, 𝑤𝑖 = (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘. 

Atunci  

ℎ(0)(𝑤1
𝑘) = ℎ(𝑤1

𝑘) = (𝑓(𝑥1
𝑘), 𝑔(𝑦1

𝑘));  

ℎ(1)(𝑤1
𝑘) = ℎ(𝑤2

𝑘, ℎ(0)(𝑤1
𝑘)) = ℎ((𝑥2, 𝑦2), . . . , (𝑥𝑘, 𝑦𝑘), (𝑓(𝑥1

𝑘), 𝑔(𝑦1
𝑘))) =  

= (𝑓(𝑥2
𝑘, 𝑓(𝑥1

𝑘)), 𝑔(𝑦2
𝑘 , 𝑔(𝑦1

𝑘))) = (𝑓 (1)(𝑥1
𝑘), 𝑔(1)(𝑦1

𝑘)) ⇒ ℎ(1) = 𝑓 (1) ×𝑔(1).  

Presupunem că ℎ(0) = 𝑓 (0)× 𝑔(0), . . . , ℎ(𝑟−1) = 𝑓 (𝑟−1) × 𝑔(𝑟−1), atunci:  

ℎ(𝑟)(𝑤1
𝑘) = ℎ(𝑤𝑟+1

𝑘 , ℎ(0)(𝑤1
𝑘), . . . , ℎ(𝑟−1)(𝑤1

𝑘)) =  

= ℎ((𝑥𝑟+1, 𝑦𝑟+1), . . . , (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘), (𝑓
(0)(𝑥1

𝑘), 𝑔(0)(𝑦1
𝑘)), . . . , (𝑓 (𝑟−1)(𝑥1

𝑘), 𝑔(𝑟−1)(𝑦1
𝑘)))  

= (𝑓(𝑥𝑟+1
𝑘 , 𝑓 (0)(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑓 (𝑟−1)(𝑥1
𝑘)), 𝑔(𝑦𝑟+1

𝑘 , 𝑔(0)(𝑦1
𝑘), . . . , 𝑔(𝑟−1)(𝑦1

𝑘))) =  

= (𝑓 (𝑟)(𝑥1
𝑘), 𝑔(𝑟)(𝑦1

𝑘)) ⇒ ℎ(𝑟) = 𝑓 (𝑟) × 𝑔(𝑟). □ 

Propoziția 1.1.11. [38] Fie ℂ(𝑛; 𝑓)  un [𝑛, 𝑘]𝑄 -cod şi ℂ(𝑛;𝑔)  un [𝑛, 𝑘]𝑅-cod. Dacă ℂ(𝑛;𝑓)  şi 

ℂ(𝑛; 𝑔)  sunt coduri complete 𝑘 -recursive, atunci ℂ(𝑛; 𝑓 × 𝑔) = ℂ(𝑛; 𝑓) × ℂ(𝑛;𝑔)  este un cod 

complet 𝑘-recursiv.  

Demonstrație. Fie ℂ(𝑛;𝑓) şi ℂ(𝑛;𝑔) coduri complete 𝑘-recursive. Atunci:  

ℂ(𝑛; 𝑓) = {𝑢 ∈ 𝑄𝑛|𝑢 = (𝑥1
𝑘 , 𝑓 (0)(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑓 (𝑛−𝑘−1)(𝑥1
𝑘))}  

şi  

ℂ(𝑛; 𝑔) = {𝑣 ∈ 𝑅𝑛|𝑣 = (𝑦1
𝑘 , 𝑔(0)(𝑥1

𝑘), . . . , 𝑔(𝑛−𝑘−1)(𝑦1
𝑘))}.  

Astfel, 

ℂ(𝑛;𝑓) × ℂ(𝑛;𝑔) = {𝑤 ∈ (𝑄 × 𝑅)𝑛|𝑤 = 

= ((𝑥1,𝑦1), . . . , (𝑥𝑘, 𝑦𝑘), (𝑓
(0)(𝑥1

𝑘), 𝑔(0)(𝑦1
𝑘)), . . . , (𝑓 (𝑛−𝑘−1)(𝑥1

𝑘), 𝑔(𝑛−𝑘−1)(𝑦1
𝑘)))} = 
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= {𝑤 ∈ (𝑄 × 𝑅)𝑛 |𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑘, ℎ
(0)(𝑤1

𝑘), . . . , ℎ(𝑛−𝑘−1)(𝑤1
𝑘))},  

unde 𝑤𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘, ℎ
(0) = 𝑓 (0) ×𝑔(0); . . . ; ℎ(𝑛−𝑘−1) = 𝑓 (𝑛−𝑘−1) × 𝑔(𝑛−𝑘−1). Prin urmare  

ℂ(𝑛; 𝑓) × ℂ(𝑛; 𝑔) = ℂ(𝑛;𝑓 × 𝑔) este un cod complet 𝑘-recursiv. □ 

Fie (𝑄,𝐴) și (𝑄,𝐵) doi grupoizi. Atunci funcția 𝜃: 𝑄2 ↦ 𝑄2,𝜃 = (𝐴, 𝐵) este bijectivă dacă 

şi numai dacă 𝐴 ⊥ 𝐵. Un grupoid (𝑄, 𝑓) este un quasigrup dacă și numai dacă 𝑓 ⊥ 𝐸 și 𝑓 ⊥ 𝐹, unde 

𝐸  și 𝐹  sunt selectorii binari: 𝐸(𝑥, 𝑦) = 𝑦, 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥,∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 , deci dacă și numai dacă sunt 

bijective funcțiile: 

𝜃:𝑄2 ↦ 𝑄2, 𝜃(𝑥, 𝑦) = (𝐸(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑥, 𝑦)),  

𝜎: 𝑄2↦ 𝑄2, 𝜎(𝑥, 𝑦) = (𝐸(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑥, 𝑦)).  

Propoziția 1.1.12. [69] Dacă (𝑄, 𝑓) este un grupoid binar atunci 𝑓 (𝑘) = 𝑓𝜃𝑘 , ∀𝑘 ∈ ℕ, unde 

𝜃:𝑄2 ↦ 𝑄2, 𝜃(𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)).  

Observăm că 𝜃2 = (𝐸, 𝑓)(𝐸, 𝑓) = (𝑓, 𝑓𝜃) şi  

 𝑓 (𝑘)(𝑥, 𝑦) = {

𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 = 0

𝑓(𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 = 1

𝑓(𝑓𝑘−2(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑘−1(𝑥, 𝑦)), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 > 1

⇔  

𝑓 (𝑘)(𝑥, 𝑦) = {

𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 = 0

𝑓(𝐸, 𝑓)(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 = 1.

𝑓((𝑓𝑘−4(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑘−3(𝑥, 𝑦)), (𝑓𝑘−3(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑘−2(𝑥, 𝑦)))  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 > 1

 

Astfel obţinem:  

 𝑓 (𝑘)(𝑥, 𝑦) = {

𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 = 0

𝑓𝜃(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 = 1

𝑓𝜃𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 > 1

  

Prin urmare,  𝑓 (1) = 𝑓𝜃, 𝑓 (2) = 𝑓𝜃2, … , 𝑓 (𝑘) = 𝑓𝜃𝑘 .      □ 

Fie acum ∑ = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑡} un sistem ortogonal de operații (OSO). Atunci ∑ 𝜃, unde ∑ 𝜃 =

{𝐴1𝜃, . . . , 𝐴𝑡𝜃} este ortogonal pentru orice funcţie bijectivă 𝜃:𝑄2 ↦ 𝑄2.  

Propoziția 1.1.13. [69] Fie (𝑄, 𝑓)  un quasigrup binar. Pentru orice 𝑖 ∈ ℕ,  sistemul 

{𝑓 (𝑖),𝑓 (𝑖+1) , 𝑓 (𝑖+2)} este ortogonal.  

Această afirmație rezultă din faptul că 𝐴 ⊥ 𝐵 dacă și numai dacă este bijectivă funcția 𝜃 = (𝐴,𝐵), 

unde  



27 
 

𝜃:𝑄2 ↦ 𝑄2, 𝜃(𝑥, 𝑦) = (𝐴(𝑥, 𝑦), 𝐵(𝑥, 𝑦)).  

Notând 𝜃 = (𝑓,𝐸), avem:  

(𝑓 (𝑖), 𝑓 (𝑖+1)) = (𝑓𝜃𝑖 , 𝑓𝜃𝑖+1) = (𝑓, 𝑓𝜃)𝜃𝑖 = 𝜃2𝜃𝑖 = 𝜃𝑖+2  

deci (𝑓 (𝑖),𝑓 (𝑖+1)) este bijectivă, de unde rezultă că şi  

𝜃(𝑓 (𝑖), 𝑓 (𝑖+1)) = 𝜃𝜃𝑖+2 = 𝜃𝑖+3  

este bijectivă. Deci 𝑓 (𝑖) ⊥ 𝑓 (𝑖+1). De asemenea,  

(𝑓 (𝑖+1), 𝑓 (𝑖+2)) = (𝑓𝜃𝑖+1 , 𝑓𝜃𝑖+2) = (𝑓, 𝑓𝜃)𝜃𝑖+1 = 𝜃2𝜃𝑖+1 = 𝜃𝑖+3  

este bijectivă, deci şi  

𝜃(𝑓 (𝑖+1), 𝑓 (𝑖+2)) = 𝜃𝜃𝑖+3 = 𝜃𝑖+4  

este bijectivă. Prin urmare, 𝑓 (𝑖+1) ⊥ 𝑓 (𝑖+2). Astfel obținem    

(𝑓 (𝑖), 𝑓 (𝑖+2)) = (𝑓𝜃𝑖 , 𝑓𝜃𝑖+2) = (𝑓, 𝑓𝜃2)𝜃𝑖 = (𝑓, 𝑓 (2))𝜃𝑖 

𝜃(𝑓 (𝑖), 𝑓 (𝑖+2)) = 𝜃(𝑓, 𝑓 (2))𝜃𝑖 .  

Deoarece 𝜃, 𝜃𝑖 , (𝑓, 𝑓 (2)) sunt bijective, rezultă că 𝑓 (𝑖) ⊥ 𝑓 (𝑖+2).  

Lema 1.1.1. [87] Fie (𝑄,⋅) un grupoid. Atunci, pentru orice 𝑗 = 1, 𝑛 − 1, 𝑛 ≥ 2, are loc egalitatea:  

𝑥 ⋅
𝑛
𝑦 = (𝑥 ⋅

𝑗−1
𝑦) ⋅

𝑛−(𝑗+1)
(𝑥 ⋅

𝑗
𝑦).  

Demonstrație. Vom demonstra prin metoda inducţiei după 𝑛. Pentru 𝑛 = 2 şi 𝑗 = 1 obţinem:  

 𝑥 ⋅
2
𝑦 = (𝑥 ⋅

0
𝑦) ⋅

0
(𝑥 ⋅

1
𝑦), deci afirmația este adevărată.  

Pentru 𝑛 = 3 şi 𝑗 = 1 obţinem:  

𝑥 ⋅
3
𝑦 = (𝑥 ⋅

1
𝑦) ⋅

0
(𝑥 ⋅

2
𝑦) = (𝑥 ⋅

1
𝑦) ⋅

0
[(𝑥 ⋅

0
𝑦) ⋅

0
(𝑥 ⋅

1
𝑦)] = (𝑥 ⋅

0
𝑦) ⋅

1
(𝑥 ⋅

1
𝑦).  

Pentru 𝑛 = 3 şi 𝑗 = 2 obţinem:  

𝑥 ⋅
3
𝑦 = (𝑥 ⋅

1
𝑦) ⋅

0
(𝑥 ⋅

2
𝑦).  

Presupunem că afirmaţia este adevărată pentru 𝑛 = 𝑘. Atunci pentru 𝑛 = 𝑘 + 1 avem:  

𝑥 ⋅
𝑘+1

𝑦 = (𝑥 ⋅
𝑘−1

𝑦) ⋅
0
(𝑥 ⋅

𝑘
𝑦) =  
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[(𝑥 ⋅
𝑗−1

𝑦) ⋅
(𝑘−1)−(𝑗+1)

(𝑥 ⋅
𝑗
𝑦)] ⋅

0
[(𝑥 ⋅

𝑗−1
𝑦) ⋅

𝑘−(𝑗+1)
(𝑥 ⋅

𝑗
𝑦)] = 

= (𝑥 ⋅
𝑗−1

𝑦) ⋅
(𝑘+1)−(𝑗+1)

(𝑥 ⋅
𝑗
𝑦).    □ 

Lema 1.1.2. [87] Fie (𝑄,⋅) un grupoid şi fie ⋅
𝑖
 derivata sa recursivă de ordinul i. Atunci, pentru orice 

întreg pozitiv 𝑗 are loc egalitatea:  

𝑥 ⋅
𝑗
𝑦 = 𝑦 ⋅

𝑗−1
(𝑥 ⋅

0
𝑦).  

Demonstrație. Vom demonstra prin metoda inducţiei după 𝑗. 

Pentru 𝑗 = 1 obţinem:  

𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑦 ⋅

0
(𝑥 ⋅

0
𝑦).  

Pentru 𝑗 = 2 obţinem:  

𝑥 ⋅
2
𝑦 = (𝑥 ⋅

0
𝑦) ⋅

0
(𝑥 ⋅

1
𝑦) = (𝑥 ⋅

0
𝑦) ⋅

0
[𝑦 ⋅

0
(𝑥 ⋅

0
𝑦)] = 𝑦 ⋅

1
(𝑥 ⋅

0
𝑦).  

Presupunem că afirmaţia este adevărată pentru 𝑗 = 𝑘. Atunci pentru 𝑗 = 𝑘 + 1 avem:  

𝑥 ⋅
𝑘+1

𝑦 = (𝑥 ⋅
𝑘−1

𝑦) ⋅
0
(𝑥 ⋅

𝑘
𝑦) = [𝑦 ⋅

𝑘−2
(𝑥 ⋅

0
𝑦)] ⋅

0
[𝑦 ⋅

𝑘−1
(𝑥 ⋅

0
𝑦)] = 𝑦 ⋅

𝑘
(𝑥 ⋅

0
𝑦). □ 

Propoziția 1.1.14. Fie (𝑄, 𝑓) un quasigrup binar finit, 𝑛 ∈ ℕ∗ și fie că derivata recursivă 𝑓 (𝑛) este 

o operaţie de quasigrup. Sistemul {𝑓, 𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛)} este ortogonal dacă şi numai dacă (𝑄, 𝑓) este 

recursiv 𝑛-derivabil.  

Demonstrație. Fie (𝑄, 𝑓) un quasigrup recursiv 𝑛-derivabil. Atunci 𝑓 (𝑖) este operaţie de quasigrup 

pentru ∀𝑖 = 0,𝑛. Notăm 𝑓 = " ⋅ " şi 𝑓 (𝑖) = ⋅
𝑖
 , pentru orice ∀𝑖 = 0, 𝑛. Deci trebuie să demonstrăm 

ortogonalitatea sistemului {⋅
0
, ⋅
1
, . . . , ⋅

𝑛
}. Vom aplica metoda inducţiei matematice după 𝑛. Pentru 𝑛 =

1 avem sistemul {⋅
0
,⋅
1
}. Pentru a demonstra ortogonalitatea acestor operaţii, rezolvăm sistemul  de 

ecuații:  

{
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅
0
𝑦) = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

𝑦 ⋅ 𝑎 = 𝑏
  

Deoarece ⋅
0
 este operaţie de quasigrup, sistemul dat are soluţie unică pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin 

urmare ⋅
0
⊥⋅
1
. Pentru 𝑛 = 2 avem sistemul { ⋅

0
, ⋅
1
,⋅
2
}. Ortogonalitatea operaţiilor ⋅

0
 şi ⋅

1
 am demonstrat-

o anterior, ne rămâne să arătăm că ⋅
0
⊥⋅
2
 şi ⋅

1
⊥⋅
2
. Observăm că:  
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 {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
2
𝑦 = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

(𝑥 ⋅
0
𝑦) ⋅ (𝑥 ⋅

1
𝑦) = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

(𝑥 ⋅
0
𝑦) ⋅ (𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅

0
𝑦)) = 𝑏

⇔

{
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

𝑎 ⋅ (𝑦 ⋅ 𝑎) = 𝑏
⇔ {

𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎,

𝑦 ⋅
1
𝑎 = 𝑏.

 

Deoarece ⋅
1
 şi ⋅

0
 sunt operaţii de quasigrup, sistemul obţinut are soluţie unică pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈

𝑄. Prin urmare ⋅
0
⊥⋅
2
. Să verificăm ortogonalitatea operaţiilor ⋅

1
 şi ⋅

2
:  

 {
𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
2
𝑦 = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑎

(𝑥 ⋅
0
𝑦) ⋅ (𝑥 ⋅

1
𝑦) = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑎,

𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑏/𝑎.

  

Deoarece ⋅
1
 şi ⋅

0
 sunt operaţii ortogonale, sistemul obţinut are soluţie unică pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin 

urmare ⋅
1
⊥⋅
2
. 

Fie 𝑛 = 3 . În acest caz obţinem sistemul: {⋅
0
,⋅
1
,⋅
2
, ⋅
3
} . Ortogonalitatea sistemului {⋅

0
,⋅
1
,⋅
2
}  am 

demonstrat-o mai sus, ne rămâne să arătăm că ⋅
0
⊥⋅
3
, ⋅
1
⊥⋅
3
 şi ⋅

2
⊥⋅
3
. Pentru a demonstra ortogonalitatea 

operaţiilor ⋅
0
⊥⋅
3
, rezolvăm sistemul de ecuații:  

 {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
3
𝑦 = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

(𝑥 ⋅
1
𝑦) ⋅ (𝑥 ⋅

2
𝑦) = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

(𝑦 ⋅ 𝑎) ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑦𝑎) = 𝑏
⇔ {

𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎,

𝑦 ⋅
2
𝑎 = 𝑏.

  

Deoarece ⋅
2
 şi ⋅

0
 sunt operaţii de quasigrup, sistemul iniţial are soluţie unică pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin 

urmare ⋅
0
⊥⋅
3
. Să verificăm ortogonalitatea operaţiilor ⋅

1
⊥⋅
3
:  

 {
𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
3
𝑦 = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑎

(𝑥 ⋅
1
𝑦) ⋅ (𝑥 ⋅

2
𝑦) = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑎,

𝑥 ⋅
2
𝑦 = a\𝑏.

  

Așa cum ⋅
0
,⋅
1
 şi ⋅

2
 sunt operaţii de quasigrup, şi ⋅

1
⊥⋅
2
, sistemul are soluţie unică pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin 

urmare ⋅
1
⊥⋅
3
. Verificăm ortogonalitatea operaţiilor ⋅

2
 şi ⋅

3
:  

 {
𝑥 ⋅
2
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
3
𝑦 = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
2
𝑦 = 𝑎,

𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑏/𝑎.

  

Dar ⋅
1
 şi ⋅

2
 sunt operaţii ortogonale de quasigrup, deci sistemul dat are soluţie unică, pentru 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin urmare ⋅
2
⊥⋅
3
. 

Presupunem că afirmaţia este adevărată pentru 𝑛 = 𝑘. Atunci este ortogonal sistemul de 
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quasigrupuri {⋅
0
,⋅
1
, . . . , ⋅

𝑘
}. Din ortogonalitatea acestui sistem rezultă că sistemele de ecuaţii:  

 {
𝑥 ⋅
𝑖
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
𝑗
𝑦 = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
𝑖
𝑦 = 𝑎,

(𝑥 ⋅
𝑖−1

𝑦) ⋅
𝑗−(𝑖+1)

𝑎 = 𝑏,
  

au câte o singură soluţie pentru ∀0 < 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘. Iar pentru 𝑖 = 0 sistemul:  

 {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
𝑗
𝑦 = 𝑏

⇔ {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎,

𝑦 ⋅
𝑗−1

𝑎 = 𝑏.
  

are soluţie unică, pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 şi 0 < 𝑗 ≤ 𝑘  (deoarece ⋅
0

 şi ⋅
𝑗−1

 sunt operaţii ortogonale de 

quasigrup). 

Demonstrăm acum afirmaţia pentru 𝑛 = 𝑘 + 1 , deci vom demonstra că dacă (𝑄, 𝑓)  este 

recursiv (𝑘 + 1) - derivabil, atunci sistemul de derivate recursive {⋅
0
, ⋅
1
, . . . , ⋅

𝑘
, ⋅
𝑘+1
} este ortogonal. 

Conform presupunerii inductive sistemul {⋅
0
, ⋅
1
, . . . , ⋅

𝑘
}  este ortogonal. Ne rămâne să 

demonstrăm ortogonalitatea operaţiilor ⋅
0
 cu ⋅

𝑘+1
 şi ⋅

𝑖
 cu ⋅

𝑘+1
, pentru 0 < 𝑖 ≤ 𝑘. Cercetăm următorul 

sistem de ecuații:  

 {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
𝑘+1

𝑦 = 𝑏
⇔ {

𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

(𝑥 ⋅
𝑘−1

𝑦) ⋅ (𝑥 ⋅
𝑘
𝑦) = 𝑏

 

 {
𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎

(𝑦 ⋅
𝑘−2

𝑎) ⋅ (𝑦 ⋅
𝑘−1

𝑎) = 𝑏
⇔ {

𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑎,

𝑦 ⋅
𝑘
𝑎 = 𝑏.

 

Deoarece ⋅
0
 şi ⋅

𝑘
 sunt operaţii de quasigrup, sistemul dat are soluţie unică pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin 

urmare ⋅
0
⊥ ⋅
𝑘+1

. Utilizând Lema 1.1.1, pentru 0 < 𝑖 ≤ 𝑘 obţinem:  

{
𝑥 ⋅
𝑖
𝑦 = 𝑎

𝑥 ⋅
𝑘+1

𝑦 = 𝑏
⇔ {

𝑥 ⋅
𝑖
𝑦 = 𝑎

(𝑦 ⋅
𝑘−1

𝑥) ⋅ (𝑦 ⋅
𝑘
𝑥) = 𝑏

⇔

{
𝑥 ⋅
𝑖
𝑦 = 𝑎

((𝑥 ⋅
𝑖−1

𝑦) ⋅
𝑘−1−(𝑖+1)

𝑎) ⋅ ((𝑥 ⋅
𝑖−1

𝑦) ⋅
𝑘−(𝑖+1)

𝑎) = 𝑏
⇔  

{
𝑥 ⋅
𝑖
𝑦 = 𝑎,

(𝑥 ⋅
𝑖−1

𝑦) ⋅
𝑘−𝑖

𝑎 = b.
 

Deoarece ⋅
𝑖
, ⋅
𝑖−1

 şi ⋅
𝑘−i

 sunt operaţii ortogonale (două câte două) de quasigrup, pentru 0 < 𝑖 ≤ 𝑘 , 
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sistemul dat are soluţie unică, pentru ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄. Prin urmare,  ⋅
𝑖
⊥ ⋅
𝑘+1

. Deci sistemul 

{⋅
0
, ⋅

1
, ⋯     , ⋅

𝑘
, ⋅

𝑘+1
} 

este ortogonal. Astfel am arătat că dacă (𝑄, 𝑓) este quasigrup recursiv 𝑛- derivabil, atunci sistemul 

de derivate recursive {𝑓, 𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛)} este ortogonal. 

Reciproc, fie (𝑄, 𝑓)  un quasigrup, 𝑓 (𝑛)  o operaţie de quasigrup şi fie ca sistemul 

{𝑓, 𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛)} este ortogonal. Să arătăm că 𝑓 (𝑖) este operaţie de quasigrup, pentru 0 < 𝑖 < 𝑛 , 

adică:  

 {
𝑓 (𝑖) ⊥ 𝐸,

𝑓 (𝑖) ⊥ 𝐹.
 

pentru orice 𝑖, unde 0 < 𝑖 < 𝑛. Pentru aceasta trebuie să demonstrăm că funcţiile (𝑓 (𝑖),𝐸): 𝑄2↦ 𝑄2 

şi (𝑓 (𝑖),𝐹):𝑄2 ↦ 𝑄2 sunt bijective, unde  

(𝑓 (𝑖), 𝐸)(x, y) = (𝑓 (𝑖)(x,y), y) și (𝑓 (𝑖),𝐹)(x, y) = (𝑓 (𝑖)(x,y), x), 

pentru orice (x, y) ∈ 𝑄2. Observăm că, luând 𝜃 = (𝐸, 𝑓), au loc egalităţile:  

 (𝑓 (𝑖), 𝐸)𝜃 = (𝑓 (𝑖),𝐸)(𝐸, 𝑓) = (𝑓 (𝑖+1), 𝑓). 

Dar funcţiile (𝑓 (𝑖+1), 𝑓)  şi 𝜃  sunt bijective, prin urmare şi (𝑓 (𝑖), 𝐸)  este bijectivă pentru ∀𝑖 =

1, 𝑛 − 1. Deci 𝑓 (𝑖) ⊥ 𝐸 pentru ∀𝑖 = 1,𝑛 − 1. Pe de altă parte,  

 (𝑓 (𝑖), 𝐹)𝜃 = (𝑓 (𝑖), 𝐹)(𝐸, 𝑓) = (𝑓 (𝑖+1), 𝐸)  

unde 𝜃  şi (𝑓 (𝑖+1), 𝐸)  sunt bijective, conform relaţiei anterioare. Prin urmare şi (𝑓 (𝑖), 𝐹)  este 

bijectivă, pentru ∀𝑖 = 1,𝑛 − 2 . Deci 𝑓 (𝑖) ⊥ 𝐹  pentru ∀𝑖 = 1,𝑛 − 2 . Rămâne de cercetat cazul 

𝑓 (𝑛−1) ⊥ 𝐹. Din egalitatea  

 (𝑓 (𝑛), 𝐸) = (𝑓 (𝑛−1), 𝐹)𝜃,  

deoarece funcţia 𝜃 este bijectivă, obţinem că (𝑓 (𝑛−1) , 𝐹) este bijectivă dacă şi numai dacă (𝑓 (𝑛), 𝐸) 

este bijectivă. Dar funcţia (𝑓 (𝑛),𝐸) este bijectivă reieşind din condiţia iniţială că 𝑓 (𝑛) este operaţie 

de quasigrup. Prin urmare şi (𝑓 (𝑛−1), 𝐹) este bijectivă, adică 𝑓 (𝑛−1) ⊥ 𝐹. □ 

În continuare prezentăm estimări cunoscute ale parametrilor [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞-codurilor, în particular 

ale parametrilor [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞-codurilor complete recursive.  
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Un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞- cod C se numește cod liniar (în sens larg) dacă pe mulțimea Q există o operație 

binară +, astfel încât (𝑄,+) este un grup abelian și (𝑄,+) este un subgrup în grupul (𝑄𝑛, +). 

Un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞 - cod 𝑘 -recursiv (𝐶, 𝑓)  se numește cod idempotent, dacă 𝑓(𝑥, 𝑥, … , 𝑥) =

𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄, unde 𝑓 este o funcție 𝑄𝑘 → 𝑄. 

Vom nota: 

𝑛(𝑘, 𝑞) – numărul maximal 𝑛 pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod ce atinge marginea superioară 

Singleton; 

𝑛𝑟 (𝑘, 𝑞) – numărul maximal 𝑛 pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod 𝑘- recursiv ce atinge marginea 

superioară Singleton; 

𝑛𝑖𝑟 (𝑘, 𝑞)  – numărul maximal 𝑛  pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod 𝑘 -recursiv idempotent, ce 

atinge marginea superioară Singleton; 

𝑙(𝑘, 𝑞) – numărul maximal 𝑛 pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod liniar (în sens larg) ce atinge 

marginea superioară Singleton; 

𝑙𝑟(𝑘, 𝑞)  – numărul maximal 𝑛  pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod 𝑘- recursiv liniar ce atinge 

marginea superioară Singleton; 

𝑙𝑖𝑟(𝑘, 𝑞) – numărul maximal 𝑛 pentru care există un [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞– cod 𝑘- recursiv liniar idempotent, 

ce atinge marginea superioară Singleton. 

Sunt cunoscute [1, 38, 39, 93] următoarele estimări ale parametrilor 𝑛(𝑘, 𝑞), 𝑛𝑟 (𝑘, 𝑞),   

𝑛𝑖𝑟 (𝑘, 𝑞), 𝑙(𝑘, 𝑞), 𝑙𝑟(𝑘, 𝑞), 𝑙𝑖𝑟(𝑘, 𝑞): 

1) 𝑛(2, 𝑞) = 𝑛𝑟 (2, 𝑞) = 𝑞 + 1, pentru orice 𝑞 primar impar; 

2) 𝑛𝑟(2, 𝑞) ≥ 4, pentru orice 𝑞 ∉ {2,6,14,18,26}; 

3) 𝑙𝑖𝑟(2, 𝑞) = {
𝑞, 𝑑𝑎𝑐ă 𝑞 𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑚

𝑞 − 1,𝑑𝑎𝑐ă 𝑞 𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟 ș𝑖 𝑛𝑢 𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑚
; 

4) 𝑛(3, 𝑞) = 𝑞 + 1, pentru orice 𝑞 primar impar; 

5) 𝑛(3, 2𝑡) = 𝑛(2𝑡 − 1,2𝑡) = 2𝑡 + 2, pentru orice 𝑡 ≥ 2; 

6) 𝑙𝑟(3, 𝑞) = 𝑞 + 1, pentru orice 𝑞 primar, 𝑞 ≠ 4; 

7) 𝑙𝑟(3, 2𝑡) = 2𝑡 + 1, pentru orice 𝑡 ≥ 3; 
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8) 𝑛(3,4) = 𝑙𝑟(3,4) = 6; 

9) 𝑛(𝑘, 𝑞) = 𝑘 + 1, pentru orice 𝑞 ≤ 𝑘, orice 𝑘 ≥ 3; 

10) 𝑛(𝑘, 𝑞) ≤ 𝑞 + 𝑘 − 1, dacă 3 ≤ 𝑘 < 𝑞; 

11) 𝑛(𝑘, 𝑞) ≥ 𝑞 + 1, dacă 3 ≤ 𝑘 < 𝑞, 𝑞 este primar; 

12) 𝑛𝑟(𝑘, 𝑞) ≥ 𝑞 + 1, pentru orice 𝑞 primar și orice 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑞};  

13) 𝑛𝑟(2𝑡 − 1,2𝑡) = 2𝑡 + 2, pentru 𝑡 = 2,3,4. 

14) 𝑛(𝑘, 𝑞1𝑞2) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑛(𝑘, 𝑞1), 𝑛(𝑘, 𝑞2)}; 

15) 𝑛𝑟(𝑘, 𝑞1𝑞2) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑛
𝑟 (𝑘, 𝑞1), 𝑛

𝑟(𝑘, 𝑞2)}; 

În tabelul următor sunt prezentate marginile de jos ale parametrilor 𝑛𝑟 (2, 𝑞) (la numărător) 

și 𝑛(2, 𝑞) (la numitor). În celula (0,0) sunt dați parametrii 𝑛𝑟 (2, 𝑞) și 𝑛(2, 𝑞) pentru 𝑞 = 100. 

     0   1   2   3   4   5   6   7   8   9 

 0(100)  5
10⁄  

∞
∞⁄  3

3⁄  4
4⁄  5

5⁄  6
6⁄  3

3⁄  8
8⁄  9

9⁄  10
10⁄  

 10  4
4⁄  12

12⁄  14
14⁄  4

7⁄  ?
5⁄  4

6⁄  17
17⁄  18

18⁄  ?
5⁄  20

20⁄  

 20  5
6⁄  5

6⁄  4
5⁄  24

24⁄  5
6⁄  26

26⁄  ?
5⁄  28

28⁄  5
5⁄  20

20⁄  

 30  4
5⁄  32

32⁄  33
33⁄  4

6⁄  4
5⁄  6

6⁄  4
5⁄  38

38⁄  4
5⁄  5

6⁄  

 40  4
6⁄  42

42⁄  4
5⁄  44

44⁄  5
5⁄  4

5⁄  4
6⁄  48

48⁄  4
6⁄  50

50⁄  

 50  7
8⁄  4

6⁄  5
5⁄  54

54⁄  6
6⁄  6

7⁄  8
9⁄  7

9⁄  7
7⁄  60

60⁄  

 60  5
6⁄  62

62⁄  6
6⁄  8

8⁄  65
65⁄  7

9⁄  6
7⁄  68

68⁄  6
7⁄  6

8⁄  

 70  7
8⁄  72

72⁄  9
9⁄  74

74⁄  6
7⁄  6

7⁄  6
7⁄  8

8⁄  7
8⁄  80

80⁄  

 80  8
9⁄  82

82⁄  6
10⁄  84

84⁄  7
8⁄  7

8⁄  7
8⁄  6

8⁄  9
9⁄  90

90⁄  

 90  6
6⁄  8

8⁄  7
7⁄  6

6⁄  7
7⁄  7

7⁄  7
7⁄  98

98⁄  7
7⁄  10

10⁄  

Tabelul 1.1 

1.2. Transversale. Quasigrupuri admisibile 

Noțiunea de substituție completă a fost introdusă de Mann în lucrarea [91] în legătură cu 

studiul quasigrupurilor ortogonale.  
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Definiția 1.2.1. Quasigrupurile n-are 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, definite pe mulțimea 𝑄, se numesc ortogonale 

dacă, pentru orice 𝑎1, 𝑎2 , . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑄, sistemul de ecuații 

{

𝐴1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎1
𝐴2(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎2. . .
𝐴𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎𝑛

 

are soluție unică în 𝑄. 

Dacă 𝑄 este o mulțime finită, atunci tabla înmulțirii quasigrupului 𝑛-ar (𝑄,𝐴) reprezintă un 

hipercub latin 𝑛 -dimensional în celulele căruia sunt elementele mulțimii 𝑄 . În acest caz 

ortogonalitatea sistemului de quasigrupuri 𝑛 -are 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛  este echivalentă cu faptul că la 

suprapunerea celor 𝑛 hipercuburi, uplele de lungime 𝑛, formate în celule, nu se vor repeta. În caz 

binar tablele quasigrupurilor finite reprezintă pătrate latine, iar ortogonalitatea a două quasigrupuri 

binare, definite pe o mulțime finită 𝑄 din 𝑞 elemente, este echivalentă cu faptul că la suprapunerea 

celor două pătrate latine de ordinul 𝑞, corespunzătoare quasigrupurilor date, se va obține un pătrat 

greco-latin, adică cele 𝑞2 perechi ordonate sunt distincte 2 câte 2. 

Definiția 1.2.2. Un sistem de quasigrupuri n-are 𝐴1,𝐴2, . . . , 𝐴𝑠, unde 𝑠 ≥ 𝑛 , definite pe o mulțime 

𝑄, se numește sistem ortogonal dacă orice n operații din acest sistem sunt ortogonale. 

În particular un sistem 𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑠  de pătrate latine, unde 𝑠 ≥ 2 , se numește sistem 

ortogonal dacă orice 2 pătrate latine din acest sistem sunt ortogonale. Este cunoscut faptul că dacă 

𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑠 este un sistem ortogonal de pătrate latine definite pe o mulțime din 𝑞 elemente, atunci 

𝑠 ≤ 𝑞 − 1. Însă marginea superioară exactă nu este cunoscută pentru pătratele latine de ordinul 𝑞 în 

caz general. De exemplu, se știe că există 2 pătrate latine ortogonale de ordinul 10, dar nu au fost 

construite sisteme ortogonale de pătrate latine de ordinul 10 formate din 3 sau mai multe pătrate latine 

până în prezent. Mai jos dăm unele estimări cunoscute [39, 71] ale numărului 𝑁(2, 𝑞), unde 𝑞 ≥ 3: 

1. 𝑁(2, 𝑞) ≥ 2, dacă și numai dacă 𝑞 ∉ 2,6; 

2. 𝑁(2, 𝑞) ≥ 3, dacă 𝑞 ∉ {2,3,6,10}; 

3. 𝑁(2, 𝑞) = 𝑞 − 1, dacă 𝑞 este primar; 

4. 𝑁(2, 𝑞1𝑞2) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑁(2, 𝑞1),𝑁(2, 𝑞2)}; 

5. 𝑁(2, 𝑞) ≥ 𝑞10 143⁄ − 2. 
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Rămâne deschisă problema caracterizării marginii superioare pentru 𝑁(𝑘, 𝑞)  – numărul 

maximal de hipercuburi latine ortogonale de ordinul 𝑘, definite pe o mulțime din 𝑞 elemente.  

De asemenea, se știe că pentru un pătrat latin 𝐿1 de ordinul 𝑞 există un pătrat latin 𝐿2 de 

același ordin, ortogonal cu el, dacă și numai dacă 𝐿1 se descompune în 𝑞 transversale disjuncte două 

câte două [8, 71, 72]. 

Definiția 1.2.3. O transversală a unui pătrat latin de ordinul n este o mulțime de n celule, luate câte 

una din fiecare linie și câte una din fiecare coloană, astfel încât elementele din aceste celule sunt 

distincte două câte două. 

Rolul transversalelor în caracterizarea ortogonalității grupurilor finite rezultă din următoarele 

două afirmații [71]: 

1. Dacă un pătrat latin 𝐿, dat de tabla Cayley a unui grup finit de ordinul 𝑞, posedă o transversală 

atunci 𝐿 se descompune în 𝑞 transversale disjuncte, deci pentru 𝐿 există un pătrat latin ortogonal cu 

el. 

2. În orice grup finit de ordin impar 𝐺 funcția 𝑥 → 𝑥2 este bijectivă, deci în pătratul latin dat de tabla 

unui grup finit de ordin impar diagonala principală este o transversală. 

Din ultima afirmație rezultă că există pătrate latine ortogonale de orice ordin impar 𝑞 ≥ 3.  

Soluționarea completă a impotezei lui Euler în anii 1959-1960 a arătat că există pătrate latine 

ortogonale de ordinul 𝑞 pentru orice 𝑞 ≠ 2,6. 

Definiția 1.2.4. Fie (𝑄,⋅)  un quasigrup. O funcție bijectivă 𝜃:𝑄 → 𝑄  se numește substituție 

completă a quasigrupului (𝑄,⋅), dacă funcția 𝜃′: 𝑄 → 𝑄,𝜃′(𝑥) = 𝑥 ∙ 𝜃(𝑥)  este bijectivă.  

Relația dintre noțiunile de substituție completă și transversală este caracterizată de următoarea 

afirmație care rezultă direct din definițiile lor. 

Propoziția 1.2.1. [8, 71, 72] Dacă Q este un quasigrup care posedă o substituție completă, atunci 

tabla sa Cayley este un pătrat latin cu o transversală. Reciproc, dacă L este un pătrat latin având o 

transversală, atunci quasigrupul care are L în calitate de tablă Cayley posedă o subst ituție completă. 

Noțiunea de transversală a fost introdusă pentru prima dată de Euler (1779), care a numit-o 

”formule directrix”. Mai târziu, Singer (1960) a utilizat această noțiune, numind-o ”1-permutare”, iar  

Denes și Pasztor (1963) au numit-o ”diagonală”. Ulterior, Johnson, Dulmage și Mendelsohn (1961), 

apoi Parker (1963) și alții, au utilizat noțiunea dată cu denumirea de „transversală” [5, 16, 18-19]. 
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Quasigrupurile care posedă substituții complete se numesc quasigrupuri admisibile. De 

exemplu, orice quasigrup idempotent este admisibil, cu substituția completă trivială 𝜃 = 𝜀.  

Relația dintre noțiunile de quasigrup admisibil și quasigrup idempotent este dată în următoarea 

afirmație. 

Propoziția 1.2.2. [8, 71, 72] Un quasigrup (𝑄,⋅) este admisibil dacă și numai dacă el este izotop unui 

quasigrup idempotent. 

Într-adevăr, dacă (𝑄,⋅) este un quasigrup admisibil cu substituția completă 𝜃, atunci izotopul său 

(𝑄,∘), unde 𝑥 ∘ 𝑦 = (𝜃′)−1(𝑥 ⋅ 𝜃𝑦), este idempotent. Reciproc, dacă quasigrupul (𝑄,⋅) este izotop 

unui quasigrup idempotent (𝑄,∘) cu izotopia (⋅) = (∘)(𝛼,𝛽,𝛾) , atunci 𝜃 = 𝛽−1𝛼  este o substituție 

completă în (𝑄,⋅), deci quasigrupul (𝑄,⋅) este admisibil.  

Drept consecințe imediate din ultima propoziție obținem că orice izotop al unui quasigrup 

admisibil este de asemenea admisibil și că orice grup finit de ordin impar este izotop unui quasigrup 

idempotent. Belousov a demonstrat un rezultat analog în cazul parastrofilor unui quasigrup. Însă există 

quasigrupuri finite care nu sunt admisibile. De exemplu, Mann a demonstrat că dacă un quasigrup 𝑄 

de ordinul 4𝑘 +  2 are un subquasigrup de ordinul 2𝑘 +  1, atunci tabla Cayley a quasigrupului 𝑄 

nu posedă transversale. Drept exemplu de astfel de quasigrup servește quasigrupul de ordinul 6 dat de 

următoarea tablă Cayley: 

 1 2 3 4 5 6 

1 1 2 3 4 5 6 

2 2 3 1 5 6 4 

3 3 1 2 6 4 5 

4 4 5 6 1 2 3 

5 6 4 5 2 3 1 

6 5 6 4 3 1 2 

Ryser (1967) a pus problema existenței quasigrupurilor finite de ordin impar care nu posedă 

substituții complete [72]. În prezent rămâne deschisă problema caracterizării tuturor quasigrupurilor 

care posedă substituții complete.  

Grupurile finite admisibile furnizează exemple de pătrate latine ce posedă transversale.  Se știe 

că grupurile finite de ordin impar sunt admisibile cu substituția completă 𝜃 = 𝜀, deoarece în astfel de 
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grupuri funcția 𝑥 → 𝑥2  este bijectivă, deci o transversală a pătratului latin dat de tabla lor 

multiplicativă (Cayley) este diagonala principală.  De asemenea, se știe că dacă pătratul latin de 

ordinul n, dat de tabla Cayley a unui grup finit, posedă o transversală, atunci el se descompune în 𝑛 

transversale disjuncte. În același timp, există grupuri finite de ordin par care nu sunt admisibile. Un 

astfel de exemplu este grupul simetric 𝑆3 [8]. 

Rezultate care țin de studiul admisibilității grupurilor finite au fost obținute de mulți 

cercetători. La începutul anilor 50 ai sec. xx, Paige [103] a demostrat că un grup finit (𝐺,⋅) posedă o 

substituție completă dacă produsul tuturor elementelor sale, luate într-o anumită ordine, este egal cu 

elementul neutru al lui 𝐺 [72]. De asemenea Paige a arătat că în cazul grupurilor abeliene această 

condiție este necesară și suficientă. Ultima afirmație este o consecință din următoarea teoremă:  

Teorema 1.2.1. [103] O condiţie suficientă ca un grup finit (𝐺,⋅) de ordinul 𝑛 să posede o substituție 

completă este să existe un șir de elemente 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1 din 𝐺\{𝑒}, astfel încât produsele parţiale 

𝑎1, 𝑎1𝑎2, 𝑎1𝑎2𝑎3  , . . ., 𝑎1𝑎2. . . 𝑎𝑛−2 să fie distincte două câte două, iar produsul 𝑎1𝑎2. . . 𝑎𝑛−1 să 

fie egal cu elementul neutru 𝑒 al grupului 𝐺.  

Următoarea teoremă a fost demonstrată independent de mai mulți autori, inclusiv de Miller (1903), 

Paige (1947), Ramanathan (1947) și M. Hall (1952). 

Teorema 1.2.2. [71] Produsul tuturor elementelor unui grup abelian finit (𝐺,⋅) este egal cu 

elementul neutru 𝑒 al lui 𝐺, cu excepţia cazului în care 𝐺 conţine exact un element de ordinul doi. 

În acest caz produsul dat este egal cu elementul unic de ordinul doi. 

Corolarul 1.2.1. Tabla Cayley a unui grup abelian posedă o transversală, cu excepţia cazului în 

care acel grup are exact un element de ordinul 2.  

Corolarul de mai sus a fost demonstrat şi de Carlitz (1953). M. Hall și Paige (1955) au 

demonstrat că tabla Cayley a unui grup rezolubil posedă o transversală dacă și numai dacă 2-

subgrupurile Sylow ale acestui grup nu sunt ciclice. M. Hall și Paige au abordat și această problemă 

în cazul grupurilor finite arbitrare, obținând următorul rezultat:  

Propoziția 1.2.3. [71] Grupurile finite care conțin 2-subgrupuri Sylow ciclice nu posedă substituții 

complete. 

Din această propoziție rezultă în particular următoarul corolar:  
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Corolarul 1.2.2. [91] Grupurile finite de ordinul 𝑛 = 4𝑘 + 2 nu posedă substituții complete. În 

particular, grupul simetric 𝑆3 nu are substituții complete.  

Hall şi Paige au demonstrat că grupurile alterne 𝐴𝑛 de grad 𝑛 posedă substituții complete şi 

că grupul simetric 𝑆𝑛, unde 𝑛 > 3, posedă substituții complete. Problema caracterizării complete a 

grupurilor finite admisibile rămâne deschisă în prezent. Observăm că în cazul grupurilor infinite 

problema dată este soluționată complet de Bateman (1950) care a demonstrat că toate grupurile infinite 

posedă substituții complete, deci sunt grupuri admisibile. 

 

1.3. Metode de prelungire a quasigrupurilor finite 

În acest paragraf sunt expuse metode cunoscute de prelungire a quasigrupurilor. Prin 

“prelungire” a unui quasigrup finit înțelegem un proces de extindere a quasigrupului prin adăugarea 

unuia sau a mai multor elemente noi şi redefinirea operaţiei, pentru a obține un nou quasigrup de ordin 

mai mare. 

Prima construcţie de prelungire a unui quasigrup a fost propusă de către Bruck [23] în 1944, 

pentru cazul quasigrupurilor idempotente. Cu toate aceastea, termenul ”prelungire” a fost introdus de 

către Belousov [7] în 1967. Construcţii ale unor prelungiri ale quasigrupurilor finite au fost date, de 

mai mulți cercetători, printre care Osborn (1961), Yamamoto (1961), Denes şi Pasztor (1963), 

Belousov şi Belyavskaya (1968), Belyavskaya (1969), Deriyenko şi Dudek (2008, 2013) şi alţii [71]. 

În continuare este explicat modul în care construcția unei prelungiri poate fi realizată în 

practică. Fie (𝑄,·)  un quasigrup. Presupunem că elementele lui 𝑄  sunt 1, 2, . . . , 𝑛,  iar 𝐿  este 

pătratul latin dat de tabla Cayley a quasigrupului (𝑄,·). Deoarece (𝑄,·) posedă o substituție completă, 

𝐿 are cel puțin o transversală. Înlocuim elementele din toate celulele acestei transversale cu un 

element nou 𝑛 +  1.  Notăm cu 𝑄′  mulțimea {1, 2, . . . , 𝑛, 𝑛 + 1}.  Fără a le schimba ordinea, 

transferăm elementele transversalei în linia și, respectiv, coloana elementului 𝑛 + 1. În final, pentru 

a obține pătratul latin 𝐿′ dat de tabla prelungirii (𝑄′,∗), completăm cu 𝑛 + 1 celula care se află la 

intersecția liniei și a coloanei elementului 𝑛 + 1. 

În continuare vom prezenta metode cunoscute de prelungire a quasigrupurilor finite. 

1. Metoda Bruck 

Bruck a considerat prelungiri ale quasigrupurilor idempotente, adică quasigrupuri (𝑄,⋅) ce 

verifică identitatea 𝑥 ⋅ 𝑥 = 𝑥, pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄. 
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Conform metodei lui Bruck, prelungirea (𝑄′,∘)  a quasigrupului finit (𝑄,⋅) , unde 𝑄 =

{1, . . . , 𝑞} şi 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉}, 𝜉 ∈ 𝑄, este quasigrupul cu tabla Cayley:  

∘ 1 … 𝑞 𝜉 

1 𝜉 … … 1 

… … … … … 

𝑞 … … 𝜉 𝑞 

𝜉 1 … 𝑞 𝜉 

Tabelul 1.2 

unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦, pentru orice 𝑥 ≠ 𝑦 din 𝑄. Ilustrăm metoda de prelungire Bruck prin următorul 

exemplu. 

Fie (𝑄,∗) un quasigrup de ordinul 3, unde 𝑄 = {1,2,3} și 

 ∗ 1 2 3 

1 1 3 2 

2 3 2 1 

3 2 1 3 

Adăugăm un nou element, fie acesta 4, la mulțimea Q pentru a obține prelungirea (𝑄′,∘), unde în 

cazul dat 𝑄′ = {1,2,3,4}, și contruim tabla operației ∘ conform metodei lui Bruck. Pentru aceasta, 

adăugăm o coloană suplimentară în dreapta şi o linie suplimentară în partea de jos a tablei Cayley a 

quasigrupului (𝑄,∗). Fără a le schimba ordinea, transferăm elementele de pe diagonala principală în 

coloana, și respectiv linia, elementului 4. Apoi completăm celulele de pe diagonala principală cu 

elementul 4. Construcția este ilustrată în Figura 1.1 

      1 2 3   ∘ 1 2 3 4 

∗ 1 2 3  1  3 2 1  1 4 3 2 1 

1 1 3 2 → 2 3  1 2 → 2 3 4 1 2 

2 3 2 1  3 2 1  3  3 2 1 4 3 

3 2 1 3   1 2 3   4 1 2 3 4 

Figura 1.1 
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2. Metoda Belousov 

V. Belousov a considerat o construcție a prelungirii, utilizând substituţii complete [7]. O 

substituţie completă a unui quasigrup (𝑄,⋅) este o bijecţie 𝜃: 𝑄 ↦ 𝑄, astfel încât funcția 𝜃′:𝑄 ↦ 𝑄, 

unde 𝜃′(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝜃(𝑥),  este de asemenea bijectivă. În caz finit, substituţiile complete ale 

quasigrupurilor definesc transversale ale tablelor Cayley respective.  

Conform metodei lui Belousov, prelungirea (𝑄′,∘) a quasigrupului finit (𝑄,⋅), unde 𝑄 =

{1, . . . , 𝑞} şi 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉}, 𝜉 ∈ 𝑄, este quasigrupul cu tabla Cayley: 

∘ … 𝜃(𝑥) … 𝜉 

… … … … … 

𝑥 … 𝜉 … 𝜃′(𝑥) 

… … … … … 

𝜉 … 𝜃′(𝑥) … 𝜉 

Tabelul 1.3 

unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦, pentru orice 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥) din 𝑄.  

Ilustrăm metoda dată de V. Belousov cu ajutorul următorului exemplu. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup 

de ordinul 3, unde 𝑄 = {1,2,3} și operația " ⋅ " este dată de tabla 

 ⋅ 1 2 3 

1 1 2 3 

2 2 3 1 

3 3 1 2 

Tabelul 1.4 

În pătratul latin dat de tabla quasigrupului (𝑄,⋅) , fixăm transversala 𝑇 = {(1,3), (2,1), (3,2)} . 

Construim prelungirea (𝑄′,∘) adăugând un nou element la mulțimea 𝑄. Pentru aceasta, luăm, de 

exemplu, 𝑄′ = {1,2,3,4}, și definim operația (∘) în felul următor:  

1) adăugăm câte o linie și o coloană nouă în partea de jos și în dreapta, respectiv;  

2) transferăm în celulele liniei noi și a coloanei noi elementele din celulele transversalei 𝑇, aducând 

în celula (4, 𝑖) a liniei noi elementul din coloana 𝑖, iar in celula (𝑖, 4) – elementul din linia 𝑖, unde 

𝑖 = 1,2,3; 
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3) completăm toate celulele rămase goale cu elementul nou „4”. 

      1 2 3   ∘ 1 2 3 4 

 1 2 3  1 1 2  3  1 1 2 4 3 

1 1 2 3 → 2  3 1 2 → 2 4 3 1 2 

2 2 3 1  3 3 1 2 1  3 3 4 2 1 

3 3 1 2   2 1 3   4 2 1 3 4 

Figura 1.2 

În acest mod putem utiliza orice transversală a pătratului latin inițial.  

Construcția ilustrată în exemplul precedent poate fi generalizată în cazul pătratelor latine de 

ordinul 𝑛, utilizând de la două până la 𝑛 transversale disjuncte. Prezentăm generalizări ale metodei 

date de construcţie în exemplele 1.3.1 -1.3.2.  

Fie (𝑄,⋅)  quasigrupul de ordinul 3, dat în Tabelul 1.4, unde 𝑄 = {1,2,3}. Observăm că 

pătratul latin dat de tabla acestui quasigrup posedă trei transversale disjuncte:  

𝑇1 = {(1,1), (2,2), (3,3)},  𝑇2 = {(1,2), (2,3), (3,1)},  𝑇3 = {(1,3), (2,1), (3,2)},  

evidențiate cu culori diferite în tabelul următor 

(⋅) 1 2 3 

1 1 2 3 

2 2 3 1 

3 3 1 2 

Vom prelungi acest quasigrup prin adjuncția a două și, respectiv trei, elemente noi.  

Exemplul 1.3.1 (Prelungirea unui quasigrup prin utilizarea a două transversale disjuncte) 

Utilizând transversalele 𝑇1 și 𝑇2, prelungim pătratul latin, dat în Tabelul 1.4, la un pătrat latin de 

ordinul 5, urmând pașii următori.  

1. Adăugăm două coloane suplimentare din dreapta şi două linii suplimentare în partea de jos. Fără a 

le schimba ordinea, transferăm elementele din celulele transversalei 𝑇1, respectiv ale transversalei 𝑇2, 

în celule primei, respectiv celei de-a doua linii (coloane). Obținem astfel:  
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 1 2 3   

1   3 1 2 

2 2   3 1 

3  1  2 3 

 1 3 2   

 3 2 1   

Observăm că putem adăuga cele două coloane, respectiv linii, în orice loc potrivit al pătratului latin 

dat. 

2. Completăm toate celulele rămase goale ale primei transversale cu elementul nou 4, iar cele ale 

transversalei 𝑇2 - cu elementul nou 5:  

 1 2 3 4 5 

1 4 5 3 1 2 

2 2 4 5 3 1 

3 5 1 4 2 3 

4 1 3 2   

5 3 2 1   

3. În pătratul rămas gol, din dreapta jos, completăm celulele astfel, încât să obținem un quasigrup de 

ordinul 2, definit pe mulțimea {4,5}. Obținem în rezultat un quasigrup de ordinul 5, de exemplu, cel 

dat în Tabelul 1.5. 

∘ 1 2 3 4 5 

1 4 5 3 1 2 

2 2 4 5 3 1 

3 5 1 4 2 3 

4 1 3 2 5 4 

5 3 2 1 4 5 

Tabelul 1.5 

Observăm că putem modifica această construcție, schimbând ordinea liniilor şi/sau a 
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coloanelor adăugate, de exemplu în felul următor: 

∘ 1 2 3 4 5 

1 4 5 3 1 2 

2 2 4 5 3 1 

3 5 1 4 2 3 

4 3 2 1 5 4 

5 1 3 2 4 5 

De asemenea, în procesul prelungirii pătratelor latine (quasigrupurilor) putem plasa coloane şi linii 

suplimentare nu doar în dreapta şi în partea de jos a pătratului latin iniţial, ci în orice alt loc potrivit. 

Exemplul 1.3.2 (Prelungirea unui quasigrup finit prin utilizarea a trei transversale disjuncte) 

Vom prelungi pătratul latin de ordinul 3, dat în Tabelul 1.4, la un pătrat latin de ordinul 6, efectuând 

pașii prezentați mai jos. 

1. Adăugăm 3 coloane suplimentare în dreapta şi trei linii suplimentare în partea de jos a 

Tabelului 1.4. Fără a schimba ordinea, transferăm elementele din celulele transversalelor 𝑇1, 𝑇2 și 

𝑇3, respectiv, în celulele liniilor noi și în cele ale coloanelor noi, obținând astfel: 

  1 2 3    

1    1 2 3 

2    3 1 2 

3    2 3 1 

 1 3 2    

 3 2 1    

 2 1 3    

2. Completăm toate celulele rămase goale ale transversalor∶  𝑇1 = {(1,1), (2,2), (3,3)},  

 𝑇2 = {(1,2), (2,3), (3,1)}, 𝑇3 = {(1,3), (2,1), (3,2)} cu elementele 4, 5, 6, respectiv: 
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 1 2 3 4 5 6 

1 4 5 6 1 2 3 

2 6 4 5 3 1 2 

3 5 6 4 2 3 1 

4 1 3 2    

5 3 2 1    

6 2 1 3    

3. În pătratul rămas gol, în partea dreaptă jos, punem orice quasigrup de ordinul 3, definit pe 

mulţimea {4,5,6}. Obținem astfel un pătrat latin de ordinul 6, de exemplu, 

∘ 1 2 3 4 5 6 

1 4 5 6 1 2 3 

2 6 4 5 3 1 2 

3 5 6 4 2 3 1 

4 1 3 2 4 5 6 

5 3 2 1 5 6 4 

6 2 1 3 6 4 5 

Tabelul 1.6 

Metoda propusă de G. Belyavskaya 

G.B. Belyavskaya a propus o modificare a construcţiei Bruck-Belousov. Această metodă 

constă în următoarele: adăugăm o coloană suplimentară în dreapta şi o linie suplimentară în partea de 

jos a tablei Cayley a quasigrupului, apoi transferăm în celulele liniei noi și, respectiv, a coloanei noi, 

toate elementele transversalei fixate (colorate), cu excepţia unui singur element (în exemplul nostru - 

elementul “2”), păstrând ordinea lor din transversală. Completăm apoi toate celulele rămase goale ale 

transversalei, cu excepţia celei din care nu am transferat elementul, cu simbolul nou (în Figura 1.3 - 

cu  "4" ). Celula cu coordonatele ( 𝑛 + 1, 𝑛 + 1 ) este completată cu elementul netransferat al 

transversalei. 

Ilustrăm această metodă prin exemplul următor: 
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      1 2 3   ∘ 1 2 3 4 

⋅ 1 2 3  1 1 2  3  1 1 2 4 3 

1 1 2 3 → 2 𝟐 3 1  → 2 𝟐 3 1 4 

2 2 3 1  3 3  2 1  3 3 4 2 1 

3 3 1 2    1 3   4 4 1 3 𝟐 

Figura 1.3 

 

O generalizare a metodei propuse de G. Belyavskaya 

Construcţia dată de Belyavskaya poate fi generalizată utilizând un set de transversale disjuncte (atunci 

când acestea există). Ilustrăm metoda dată pe următorul exemplu.  

      a)  Prelungim pătratul latin de ordinul 3, dat în Tabelul 1.4, până la un pătrat latin de ordinul 5, 

utilizând construcţia dată de Belyavskaya, care se aplică simultan la două transversale. Pentru aceasta 

adăugăm două coloane suplimentare în dreapta şi două linii suplimentare în partea de jos a Tabelului 

1.4, apoi efectuăm următorii pași. 

1. Fără a le schimba ordinea, transferăm elementele din cele două transvesale, cu excepția a 

câte unui element din fiecare transversală, respectiv, în liniile și în coloanele adăugate. Fixăm, de 

exemplu,  elementul 1 în transversala 𝑇1 (marcată în roșu) şi tot elementul 1 în transversala 𝑇2 

(marcată în  galben). Nu este obligatoriu ca în transversalele utilizate să luăm același element. 

Obținem astfel tabelul 

 1 2 3   

1 1  3  2 

2 2  1 3  

3  1  2 3 

  3 2   

 3 2    

2. Completăm toate celulele din transversalele 𝑇1  și 𝑇2 , rămase goale după transferul 

elementelor, cu elementele noi 4 și 5, respectiv. Celula de la intersecția liniei, și respectiv coloanei, 
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elementului fixat în 𝑇1 și coloana, respectiv linia primului element nou, se va completa cu elementul 

4, iar celula de la intersecția liniei, și respectiv coloanei, elementului fixat în 𝑇2 și coloana, respectiv 

linia celui de-al doilea element nou, se va completa cu elementul 5. 

 1 2 3 4 5 

1 1 5 3 4 2 

2 2 4 1 3 5 

3 5 1 4 2 3 

4 4 3 2   

5 3 2 5   

3. Pentru completarea pătratului rămas gol în dreapta jos, putem utiliza elementul fixat în 

transversale 1 și elementele noi 4 și, respectiv 5. Obținem astfel prelungirea dată în Tabelul 1.7. 

 ∘ 1 2 3 4 5 

1 1 5 3 4 2 

2 2 4 1 3 5 

3 5 1 4 2 3 

4 4 3 2 5 1 

5 3 2 5 1 4 

Tabelul 1.7 

b) Utilizând construcția generalizată propusă de Belyavskaya, prelungim pătratul latin dat în 

Tabelul 1.4 la un pătrat latin de ordinul 6 urmând pașii dați mai jos. 

1. Adăugăm 3 elemente noi 4, 5 și 6, la mulțimea 𝑄 și, de asemenea, 3 coloane suplimentare 

în dreapta şi 3 linii suplimentare în partea de jos a Tabelul 1.4. Fără a schimba ordinea elementelor, 

transferăm elementele transversalelor 𝑇1, 𝑇2 și 𝑇3, cu excepția a câte unui singur element din fiecare 

transversală, respectiv, în celulele celor trei linii și celor trei coloane noi adăugate. 

Fixăm, de exemplu, elementul 3 în transversalele 𝑇1 și 𝑇2 și elementul 1 în transversala 𝑇3. Obținem 

tabelul 
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 1 2 3 4 5 6 

1    1 2 3 

2  3   1 2 

3 3 1  2   

4 1  2    

5  2 1    

6 2  3    

2. Completăm toate celulele din transversalele 𝑇1, 𝑇2  și 𝑇3 , rămase goale după transferul 

elementelor, cu elementele noi 4, 5 și 6, respectiv. Celula de la intersecția liniei, și respectiv coloanei, 

elementului fixat în 𝑇1(respectiv 𝑇2, 𝑇3) și coloana, respectiv linia primului element nou (al doilea, al 

treilea element nou), se va completa cu elementul 4 (respectiv 5,6). 

 1 2 3 4 5 6 

1 4 5 6 1 2 3 

2 6 3 5 4 1 2 

3 3 1 4 2 5 6 

4 1 4 2    

5 5 2 1    

6 2 6 3    

3. Pătratul gol, rămas în dreapta jos, se completează cu elemente potrivite (dintre elementele 

1,2,3,4,5,6) pentru a obţine un quasigrup. Obținem astfel, de exemplu, Tabelul 1.8. 

∘ 1 2 3 4 5 6 

1 4 5 6 1 2 3 

2 6 3 5 4 1 2 

3 3 1 4 2 5 6 

4 1 4 2 3 6 5 

5 5 2 1 6 3 4 

6 2 6 3 5 4 1 

Tabelul 1.8 
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Metoda Dudek-Derienko 

W. A. Dudek și I. I. Derienko au propus o construcţie de prelungire a unui quasigrup finit, 

utilizând în acest scop substituţii quasicomplete. Această construcţie prezintă o generalizare a 

construcţiei date de Belyavskaya.  

Fie că (𝑄,⋅) este un quasigrup finit şi fie 𝜎:𝑄 → 𝑄  o funcţie. Putem construi funcţia 𝜎: 𝑄 →

𝑄, în felul următor: 𝜎𝑥 = 𝑥 ⋅ 𝜎𝑥,∀𝑥 ∈ 𝑄. Funcția 𝜎 se numește substituție quasicompletă dacă 𝜎 

este o permutare a mulţimii 𝑄 şi 𝜎(𝑄) conţine toate elementele lui 𝑄 cu excepţia unuia. În acest caz 

există un element 𝑎 ∈ 𝑄, numit special, astfel încât 𝑎 = 𝜎𝑥1 = 𝜎𝑥2 pentru careva 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝑄, 𝑥1 ≠

𝑥2. 

În continuare prezentăm construcţia propusă de W. Dudek și I. Derienko. Să presupunem că 

pătratul latin 𝐿 de ordinul 𝑛 are o transversală parţială 𝑃 de lungime 𝑛 − 1. Atunci celulele lui 𝑃 

apar în 𝑛 − 1 linii şi 𝑛 − 1 coloane din 𝐿 şi sunt toate distincte. Fie 𝑢 elementul care lipseşte din 

𝑃 şi fie 𝑣 elementul din celula (𝑅, 𝐶), unde 𝑅 şi 𝐶 sunt, respectiv, linia şi coloana pătratului latin 

𝐿 care nu conţin niciun element din 𝑃. 

Fie că în celula (𝑅, 𝐶) se află elementul 𝑣. Adăugăm o linie nouă a (𝑛 + 1)-a şi o coloană 

nouă a (𝑛 + 1)-a la pătratul latin 𝐿 și un element nou 𝑤 la cele n elemente ale pătratului latin 𝐿. 

Fără a le schimba ordinea, transferăm elementele transversalei parțiale 𝑃  în linia a (𝑛 + 1)-a şi 

respectiv în coloana a (𝑛 + 1)-a a lui 𝐿. În linia 𝑟𝑖, a coloanei noi, scriem elementul care era în linia 

𝑟𝑖 a transversalei parțiale 𝑃, pentru fiecare 𝑟𝑖 , cu excepția 𝑟𝑖 = 𝑅. În linia 𝑅 a coloanei noi punem 

elementul nou 𝑤, iar în linia a 𝑛 + 1-a a coloanei noi punem 𝑢. În coloana 𝑐𝑖 a liniei a (𝑛 + 1)-a 

scriem elementul care era în coloana 𝑐𝑖 a lui 𝑃, pentru fiecare 𝑐𝑖 cu excepția 𝑐𝑖 = 𝐶. În coloana 𝐶 

a liniei noi punem elementul 𝑤. În final oservăm că deja am pus 𝑢 în coloana 𝑛 + 1 a liniei noi. 

Completăm elementele din celulele rămase goale ale transversalei parțiale 𝑃 cu un element nou 𝑤. 

Ilustrăm construcţia propusă de Dudek-Derienko printr-un exemplu. Pornim de la un 

quasigrup şi o substitutie quasicompletă, acţionăm ca în construcţia Belyavskaya, dar în celula cu 

coordonatele (𝑛 + 1, 𝑛 + 1) scriem elementul 𝑄\𝜎𝑄 (elementul special). 
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Exemplul 1.3.3. Fie dat quasigrupul de ordinul 4: 

⋅ 1 2 3 4 

1 2 1 3 4 

2 3 2 4 1 

3 4 3 1 2 

4 1 4 2 3 

şi următoarea funcţie  

 𝜎 = (
1 2 3 4
1 3 2 4

). 

 Atunci  

 𝜎 = (
1 2 3 4
2 4 3 3

), 

deci 𝜎 este o substituție quasicompletă şi 𝑄\𝜎𝑄 = {1}, deci 𝑢 = 1. Considerăm trasversala parțială 

𝑃 = {(1,1), (2,3), (3,2)}. Atunci (𝑅, 𝐶) = (4,4) și 𝑣 = 3. Utilizând construcţia Dudek – Derienko 

obţinem: 

 1 2 3 4 5  ∘ 1 2 3 4 5 

1  1 3 4 𝟐  1 5 1 3 4 𝟐 

2 3 2  1 𝟒  2 3 2 5 1 𝟒 

3 4  1 2 𝟑 → 3 4 5 1 2 𝟑 

4 1 4 2 𝟑   4 1 4 2 𝟑 5 

5 𝟐 𝟑 𝟒    5 𝟐 𝟑 𝟒 5 1 

Figura 1.4 

În lucrarea [110] este propusă o generalizare a construcţiei Dudek – Derienko în spiritul lui 

Yamamoto, ilustrată cu ajutorul Exemplului 1.3.4. 

Exemplul 1.3.4. Fie dat quasigrupul de ordinul 4 

⋅ 1 2 3 4 

1 2 1 3 4 

2 3 2 4 1 

3 4 3 1 2 

4 1 4 2 3 
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Pătratul latin definit de acest quasigrup posedă patru substituții quasicomplete disjuncte două câte 

două, date de următoarele seturi de celule: {(1,1), (2,3), (3,2), (4,4)}, {(1,2), (2,1), (3,4), (4,3)}, 

{(1,3), (2,4), (3,1), (4,2)}, {(1,4), (2,2), (3,3), (4,1)}. 

 1 2 3 4 

1 2 1 3 4 

2 3 2 4 1 

3 4 3 1 2 

4 1 4 2 3 

Prelungim acest pătrat latin prin adjuncția a două elemente noi, utilizând substituțiile quasicomplete 

date în galben şi roşu. Considerăm transversalele parțiale 𝑃1 = {(1,1), (2,3), (3,2)}  și 𝑃2 =

{(1,2), (2,1), (3,4)}. Pentru 𝑃1 avem: (𝑅, 𝐶) = (4,4), 𝑣 = 3, 𝑢 = 1, iar pentru 𝑃2 avem: (𝑅, 𝐶) =

(4,3), 𝑣 = 2, 𝑢 = 4. 

1. Adăugăm două coloane şi două linii noi şi transferăm în celulele lor elementele respective 

din celulele transversalelor parțiale 𝑃1 și 𝑃2: 

 1 2 3 4   

1   3 4 2 1 

2  2  1 4 3 

3 4  1  3 2 

4 1 4 2 3   

 2 3 4    

 3 1  2   

2. Adăugăm elementele noi 5 și 6 la mulțimea {1,2,3,4} pe care este definit quasigrupul inițial. 

În celulele rămase goale ale transversalei parțiale 𝑃1 (respectiv 𝑃2) din pătratul latin iniţial scriem 5 

(respectiv 6). Completăm utlimele două celule ale diagonalei principale cu elementele 1 şi 4, respectiv. 

Obținem astfel: 
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 1 2 3 4 5 6 

1 5 6 3 4 2 1 

2 6 2 5 1 4 3 

3 4 5 1 6 3 2 

4 1 4 2 3   

5 2 3 4  1  

6 3 1  2  4 

3. În final, completăm pătratul latin parţial obţinut pentru a obţine un pătrat latin. Observăm 

că acest lucru poate fi făcut în mod unic, obținând prelungirea: 

∘ 1 2 3 4 5 6 

1 5 6 3 4 2 1 

2 6 2 5 1 4 3 

3 4 5 1 6 3 2 

4 1 4 2 3 6 5 

5 2 3 4 5 1 6 

6 3 1 6 2 5 4 

 

 

O procedură mixtă, în doi paşi, de prelungire a quasigrupurilor 

Presupunem că un quasigrup de ordinul 𝑛 are două transversale distincte. În acest caz putem construi 

o prelungire a quasigrupului urmând, când este posibil, două metode diferite de construcție. Ilustrăm 

aceasta în Exemplul 1.3.5. 

Exemplul 1.3.5. Considerăm quasigrupul de ordinul 3 dat în Tabelul 1.4. Am observat mai sus că 

acesta are trei transversale disjuncte două câte două: 𝑇1 = {(1,1), (2,2), (3,3)},  𝑇2 =

{(1,2), (2,3), (3,1)}, 𝑇3 = {(1,3), (2,1), (3,2)}, colorate în 3 culori diferite în tabelul de mai jos: 

⋅ 1 2 3 

1 1 2 3 

2 2 3 1 

3 3 1 2 
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Aplicăm construcția propusă de Belyavskaya utilizând transversala 𝑇3 și fixând elementul 2 al acestei 

transversale și luând drept element nou numărul 4. Obținem astfel următoarea prelungire de ordinul 

patru: 

∗ 1 2 3 4 

1 1 2 4 3 

2 2 3 1 4 

3 3 4 2 1 

4 4 1 3 2 

În acest caz transversala 𝑇1 (de culoare roșie) trece într-o transversală parțială definită de o funcţie 

quasicompletă:  

 𝜎 = (
1 2 3 4
1 2 3 4

) , 𝜎 = (
1 2 3 4
1 3 2 2

), 

𝑄\𝜎𝑄 = {4} . Utilizând acum construcţia Dudek – Derienko, obţinem următoarea prelungire de 

ordinul cinci: 

∘ 1 2 3 4 5 

1 5 2 4 3 1 

2 2 5 1 4 3 

3 3 4 5 1 2 

4 4 1 3 2 5 

5 1 3 2 5 4 

Din posibilitatea de a construi prelungiri ale quasigrupurilor finite obținem, în particular, următoarea 

afirmație.  

Propoziția 1.3.1. [71] Există un quasigrup idempotent de ordinul 𝑚 dacă şi numai dacă 𝑚 ≥ 3.  

Demonstrație.Această afirmație rezultă din faptul că pentru orice 𝑛 impar există un grup idempotent 

de ordinul 𝑛, tabla multiplicativă a căruia se descompune în 𝑛 transversale disjuncte. Dacă 𝑛 ≠ 1 

atunci prin prelungire utilizând o transversală, alta decât diagonala principală, se poate obţine un 

quasigrup idempotent de ordin 𝑛 + 1. Este uşor de verificat că niciun quasigrup de ordinul doi nu este 

idempotent. □ 

În literatura de specialitate este cunoscută și procedura inversă celei de prelungire a 
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quasigrupurilor. Această procedură se numeşte contracţie a quasigrupurilor. Procedeele de contracţie 

a quasigrupurilor realizează dintr-un quasigrup de ordinul 𝑛 un quasigrup de ordin mai mic. Este clar 

că orice procedură de prelungire posedă o procedură proprie "inversă", de contracţie [12, 13, 57, 79, 

83, 84, 126]. 

 

1.4. Concluzii la Capitolul 1 

În Capitolul 1 este prezentată o analiză a situației în domeniul teoriei quasigrupurilor recursiv 

derivabile (atât binare cât și de aritate mai mare decât 2), care au fost definite în teoria algebrică a 

codurilor complete recursive. Studiul quasigrupurilor recursiv derivabile permite, în particular, 

construcția unor noi MDS-coduri și obținerea unor noi caracterizări ale parametrilor acestor coduri 

(distanța minimală Hamming, lungime, numărul de cuvinte-cod etc.). Relația dintre parametrii unui 

cod complet recursiv, în particular, MDS-cod și ordinul de derivabilitate recursivă a unui quasigrup 

finit pune problema existenței quasigrupurilor finite (binare sau n-are) recursiv derivabile cu ordin dat 

de derivabilitate recursivă. Printre problemele nesoluționate până în prezent se numără cea referitoare 

la existența quasigrupurilor binare recursiv 1-derivabile de ordinul 14, 18 sau 26.  

Prelungirea quasigrupurilor finite este o metodă cunoscută prin care pot fi obținute quasigupuri  

de ordin mai mare prin adăugarea unuia sau a mai multor elemente noi la un quasigrup finit şi 

redefinirea operaţiei acestui quasigrup. În literatura de specialitate sunt cunoscute mai multe metode 

de prelungire (extindere) a quasigrupurilor finite. Studiul derivabilității recursive a prelungirilor 

quasigrupurilor reprezintă o posibilitate de a obține caracterizări ale spectrului (ordinu lui) 

quasigrupurilor recursiv derivabile. Una dintre abordările existente în elaborarea metodelor de 

construcție a prelungirilor quasigrupurilor finite este cea care utilizează substituțiile complete, 

respectiv quasicomplete, ale quasigrupurilor. Substituțiile complete ale unui quasigrup finit definesc 

transversale în pătratul latin corespunzător. Astfel, metodele de prelungire a quasigrupurilor finite cu 

ajutorul substituțiilor complete se regăsesc în combinatorică, ca metode de extindere a pătratelor latine 

ce utilizează transversale ale acestor pătrate latine. 

În acest capitol sunt prezentate rezultate generale referitoare la substituțiile complete ale unui 

quasigrup și la existența transversalelor în pătratele latine. Sunt descrise și ilustrate prin exemple 

metodele cunoscute de prelungire a quasigrupurilor finite (Bruck, Belousov, Belyavskaya, Dudek-

Derienko ș.a.).  

Prin urmare, capitolul 1 caracterizează relații dintre structura algebrică de quasigrup, teoria 
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codurilor și aspecte combinatorice ale pătratelor latine, oferind un cadru teoretic riguros pentru 

construcția quasigrupurilor recursiv derivabile, construcția și analiza codurilor recursive cu parametri 

optimali, metode de construcție a prelungirilor quasigrupurilor finite (pătratelor latine) .  

  



55 
 

2. QUASIGRUPURI RECURSIV DERIVABILE 

2.1. Quasigrupuri binare recursiv derivabile 

Quasigrupurile recursiv derivabile au apărut in teoria codurilor complete recursive, în calitate 

de funcții de control. Condiția ca derivatele recursive ale unui quasigrup să formeze un sistem puternic 

ortogonal, este una necesară și suficientă ca un cod complet recursiv să fie un MDS-cod [4, 6]. Pe de 

altă parte, operațiile unui sistem puternic ortogonal, diferite de selectori, sunt operații de quasigrup, 

ceea ce implică necesitatea studierii derivabilității recursive a quasigrupurilor, în particular, a 

quasigrupurilor finite [10]. De asemenea, caracterizarea spectrului quasigrupurilor recursiv derivabile 

este o problemă care apare în procesul de caracterizare a parametrilor MDS-codurilor, devenită o 

direcție independentă de cercetare în domeniul teoriei quasigrupurilor. 

Definiția 2.1.1. Fie 𝑄(𝐴) un grupoid binar și 𝑘 ∈ ℕ. Numim derivată recursivă de ordinul 𝑘 a 

operaţiei 𝐴, operaţia 𝐴(𝑘) definită în felul următor: 

𝐴(0)(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦), 

𝐴(1)(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦,𝐴(𝑥, 𝑦)), 

𝐴(𝑘)(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝐴(𝑘−2)(𝑥, 𝑦), 𝐴(𝑘−1)(𝑥, 𝑦)), ∀𝑘 ≥ 2.  

Dacă notăm 𝐴 = " ⋅ " şi 𝐴(𝑘) = " ⋅
𝑘
", 𝑘 ∈ ℕ, atunci  

 𝑥 ⋅
0
𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦, 

𝑥 ⋅
1
𝑦 = 𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦), 

𝑥 ⋅
𝑘
𝑦 = (𝑥 ⋅

𝑘−2
𝑦) ⋅ (𝑥 ⋅

𝑘−1
𝑦),∀  𝑘 ≥ 2.  

Definiția 2.1.2. Un quasigrup binar (𝑄,𝐴) se numește recursiv s-derivabil (𝑠 ≥ 0), dacă 

derivatele sale recursive 𝐴(0), 𝐴(1), . . . , 𝐴(𝑠) sunt operații de quasigrup. 

Propoziția 2.1.1. [69] Un quasigrup binar (𝑄,⋅) este recursiv 1-derivabil dacă şi numai dacă (∗) ⊥

(/), unde 𝑥 ∗ 𝑦 =
𝑑𝑒𝑓

𝑦 ⋅ 𝑥, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, iar "/" este împărţirea la dreapta în quasigrupul (𝑄,⋅).  

Demonstrația acestei afirmații rezultă din echivalențele: 

{
𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎

𝑥/𝑦 = 𝑏
⇔ {

𝑦 ⋅ 𝑥 = 𝑎

𝑏 ⋅ 𝑦 = 𝑥
⇔ {

𝑦 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑦) = 𝑎

𝑏 ⋅ 𝑦 = 𝑥
⇔ {

𝑏 ⋅
1
𝑦 = 𝑎

𝑏 ⋅
0
𝑦 = 𝑥
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și din faptul că ⋅
0
 este o operaţe de quasigrup.  

Considerăm modul de notare a parastrofilor unui quasigrup binar, utilizat în [9]:   

 𝑠(⋅) =  (12)(⋅),  𝑙(⋅) =  (13)(⋅),  𝑟(⋅) =  (23)(⋅). 

Aplicând Propoziţia 2.1.1 putem deduce condiţiile necesare şi suficiente ca parastrofii unei operaţii 

de quasigrup recursiv 1-derivabile să fie recursiv 1-derivabili. 

Propoziția 2.1.2. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup binar. Sunt adevărate afirmațiile: 

1.  𝑙(⋅) este recursiv 1-derivabilă daca și numai dacă (⋅) ⊥𝑙𝑟 (⋅) ; 

2.  𝑟(⋅)  este recursiv 1-derivabilă daca și numai dacă  𝑟𝑙(⋅) ⊥𝑙𝑟 (⋅) ; 

3.  𝑟𝑙(⋅) este recursiv 1-derivabilă daca și numai dacă  𝑠(⋅) ⊥𝑟 (⋅) ; 

4.  𝑙𝑟(⋅) este recursiv 1-derivabilă daca și numai dacă  𝑙(⋅) ⊥𝑟 (⋅);  

5.  𝑠(⋅) este recursiv 1-derivabilă daca și numai dacă (⋅) ⊥𝑟𝑙 (⋅). 

Demonstrație. Conform Propoziţiei 2.1.1, operația (⋅) este recursiv 1-derivabilă dacă şi numai dacă 

 𝑠(⋅) ⊥𝑙 (⋅). Utilizând relația  ( (⋅)𝛼𝛽 ) = (⋅)𝛼𝛽 , ∀𝛼,𝛽 ∈ 𝑆3, avem: 

1.  𝑙(⋅) este recursiv 1-derivabilă dacă şi numai dacă  

 𝑙𝑠(⋅) ⊥𝑙𝑙 (⋅) ⇔𝑙𝑠 (⋅) ⊥ (⋅) ⇔𝑟𝑙 (⋅) ⊥ (⋅); 

2.  𝑟(⋅) este recursiv 1-derivabilă dacă şi numai dacă  

 𝑟𝑠(⋅) ⊥𝑟𝑙 (⋅) ⇔𝑟𝑟𝑙𝑟 (⋅) ⊥𝑟𝑙 (⋅) ⇔𝑟𝑙 (⋅) ⊥𝑙𝑟 (⋅); 

3.  𝑟𝑙(⋅) este recursiv 1-derivabilă dacă şi numai dacă  

 𝑟𝑙𝑠(⋅) ⊥𝑟𝑙𝑙 (⋅) ⇔𝑟𝑙𝑙𝑟𝑙 (⋅) ⊥𝑟 (⋅) ⇔𝑙 (⋅) ⊥𝑟 (⋅); 

4.  𝑙𝑟(⋅) este recursiv 1-derivabilă dacă şi numai dacă  

 𝑙𝑟𝑠(⋅) ⊥𝑙𝑟𝑙 (⋅) ⇔𝑙𝑟𝑟𝑙𝑟 (⋅) ⊥𝑠 (⋅) ⇔𝑟 (⋅) ⊥𝑠 (⋅); 

5.  𝑠(⋅) este recursiv 1-derivabilă dacă şi numai dacă  

 𝑠𝑠(⋅) ⊥𝑠𝑙 (⋅) ⇔ (⋅) ⊥𝑙𝑟𝑙𝑙 (⋅) ⇔ (⋅) ⊥𝑙𝑟 (⋅).      □ 

Aceste criterii sunt rezumate în următorul tabel:  
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  Parastroful   Condiţia necesară şi suficientă de 1-derivabilitate recursivă  

 (⋅)    𝑠(⋅) ⊥𝑙 (⋅)  

  𝑙(⋅)   (⋅) ⊥𝑟𝑙 (⋅)  

  𝑟(⋅)    𝑟𝑙(⋅) ⊥𝑙𝑟 (⋅)  

  𝑟𝑙(⋅)    𝑙(⋅) ⊥𝑟 (⋅)  

  𝑙𝑟(⋅)    𝑠(⋅) ⊥𝑟 (⋅)  

  𝑠(⋅)   (⋅) ⊥𝑙𝑟 (⋅)  

   Tabelul 2.1 

Utilizând rezultatele incluse în Tabelul 2.1 şi faptul că identităţile minimale (din clasificarea 

dată de V. Belousov în [9]) implică ortogonalitatea unor perechi de parastrofi ai quasigrupului 

respectiv, putem exprima 1-derivabilitatea recursivă în limbajul identităților.  

Propoziția 2.1.3. Dacă quasigrupul (𝑄,⋅) verifică identităţile:  

 𝑥 ⋅ (𝑦 ⋅ 𝑦𝑥) = 𝑦, 

𝑥𝑦 ⋅ 𝑥 = 𝑦 ⋅ 𝑥𝑦, 

𝑥𝑦 ⋅ 𝑦𝑥 = 𝑦, 

atunci toţi cei şase parastrofi ai săi sunt quasigrupuri recursiv 1-derivabile.  

Demonstrație. Conform [9], cele trei identități implică ortogonalitatea tuturor perechilor de 

parastrofi care apar în Tabelul 2.1.  □ 

Propoziția 2.1.4.  Există exact 6 quasigrupuri de ordinul 3 recursiv 1-derivabile. 

Demonstrație. Se știe că există în total 12 quasigrupuri de ordinul 3. Prezentăm mai jos pătratele latine 

date de tablele Cayley ale celor 12 quasigrupuri de ordinul 3, definite pe mulțimea 𝑄 = {1,2,3}:  

 1 2 3  1 2 3  2 1 3  2 1 3 

𝐿1: 2 3 1 𝐿2: 3 1 2 𝐿3: 1 3 2 𝐿4: 3 2 1 

 3 1 2  2 3 1  3 2 1  1 3 2 
 

 3 1 2  3 1 2  1 3 2  1 3 2 

𝐿5: 1 2 3 𝐿6: 2 3 1 𝐿7: 2 1 3 𝐿8: 3 2 1 
 2 3 1  1 2 3  3 2 1  2 1 3 

 

 2 3 1  2 3 1  3 2 1  3 2 1 

𝐿9: 1 2 3 𝐿10: 3 1 2 𝐿11: 1 3 2 𝐿12: 2 1 3 

 3 1 2  1 2 3  2 1 3  1 3 2 

Figura 2.1 
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Notăm cu 𝐿(𝑖) derivata recursivă de ordinul 𝑖 a quasigrupului dat de pătratul latin 𝐿. Prin calcule 

directe deducem că: 

𝐿1
(1) = 𝐿7, 𝐿4

(1) = 𝐿7
(1) = 𝐿11

(1) = 𝐿8, 𝐿5
(1) = 𝐿4, 𝐿10

(1) = 𝐿11 

Quasigrupurile date de pătratele latine 𝐿2, 𝐿3, 𝐿6, 𝐿8, 𝐿9 , 𝐿12 nu sunt recursive 1-derivabile. 

Conform [116] ordinul r de derivabilitate recursivă a unui quasigrup finit de ordinul 𝑞 

verifică inegalitatea 𝑟 ≤ 𝑞 − 2, deci ordinul de derivabilitate recursivă a quasigrupurilor de ordinul 

3 este cel mult 1. □ 

Corolarul 2.1.1.  Izotopul unui quasigrup binar recursiv 1-derivabil în caz general nu este recursiv 

1-derivabil. 

Afirmația rezultă, de exemplu, din faptul că cele 12 quasigrupuri de ordinul 3 sunt izotope 

între ele însă nu toate sunt recursiv 1-derivabile. 

Propoziția 2.1.5. Există exact 48 de quasigrupuri de ordinul 4 recursiv 1-derivabile, dintre care 8 

sunt recursiv 2-derivabile (ordinul maximal posibil). 

Demonstrație. Se știe că există în total 576 de pătrate latine de ordinul 4. Aceste pătrate latine pot fi 

generate, de exemplu, cu ajutorul unui program (cod) GAP, dat în Anexa 2. Prin verificare directă 

obținem că 48 de quasigrupuri de ordinul 4 sunt recursiv 1-derivabile. Lista acestor quasigrupuri este 

dată mai jos. 

 1 2 3 4  1 2 3 4  1 2 4 3  1 2 4 3 

𝐿1: 3 4 1 2 𝐿2: 4 3 2 1 𝐿3: 3 4 2 1 𝐿4: 4 3 1 2 

 4 3 2 1  2 1 4 3  4 3 1 2  2 1 3 4 

 2 1 4 3  3 4 1 2  2 1 3 4  3 4 2 1 
 

 1 3 2 4  1 3 2 4  1 3 4 2  1 3 4 2 

𝐿5: 3 1 4 2 𝐿6: 4 2 3 1 𝐿7: 2 4 3 1 𝐿8: 3 1 2 4 

 4 2 3 1  2 4 1 3  3 1 2 4  4 2 1 3 

 2 4 1 3  3 1 4 2  4 2 1 3  2 4 3 1 
 

 1 4 2 3  1 4 2 3  1 4 3 2  1 4 3 2 

𝐿9: 2 3 1 4 𝐿10: 4 1 3 2 𝐿11: 3 2 1 4 𝐿12: 4 1 2 3 

 3 2 4 1  2 3 1 4  4 1 2 3  2 3 4 1 

 4 1 3 2  3 2 4 1  2 3 4 1  3 2 1 4 
 

 2 1 3 4  2 1 3 4  2 1 4 3  2 1 4 3 

𝐿13: 3 4 2 1 𝐿14: 4 3 1 2 𝐿15: 3 4 1 2 𝐿16: 4 3 2 1 

 1 2 4 3  3 4 2 1  1 2 3 4  3 4 1 2 

 4 3 1 2  1 2 4 3  4 3 2 1  1 2 3 4 
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 2 3 1 4  2 3 1 4  2 3 4 1  2 3 4 1 

𝐿17: 1 4 2 3 𝐿18: 3 2 4 1 𝐿19: 3 2 1 4 𝐿20: 4 1 2 3 

 4 1 3 2  1 4 2 3  1 4 3 2  3 2 1 4 

 3 2 4 1  4 1 3 2  4 1 2 3  1 4 3 2 
 

 2 4 1 3  2 4 1 3  2 4 3 1  2 4 3 1 

𝐿21: 3 1 4 2 𝐿22: 4 2 3 1 𝐿23: 1 3 4 2 𝐿24: 4 2 1 3 

 1 3 2 4  3 1 4 2  4 2 1 3  3 1 2 4 

 4 2 3 1  1 3 2 4  3 1 2 4  1 3 4 2 
 

 3 1 2 4  3 1 2 4  3 1 4 2  3 1 4 2 

𝐿25: 1 3 4 2 𝐿26: 4 2 1 3 𝐿27: 1 3 2 4 𝐿28: 2 4 1 3 

 2 4 3 1  1 3 4 2  2 4 1 3  4 2 3 1 

 4 2 1 3  2 4 3 1  4 2 3 1  1 3 2 4 
 

 3 2 1 4  3 2 1 4  3 2 4 1  3 2 4 1 

𝐿29: 1 4 3 2 𝐿30: 2 3 4 1 𝐿31: 2 3 1 4 𝐿32: 4 1 3 2 

 2 3 4 1  4 1 2 3  4 1 3 2  1 4 2 3 

 4 1 2 3  1 4 3 2  1 4 2 3  2 3 1 4 
 

 3 4 1 2  3 4 1 2  3 4 2 1  3 4 2 1 

𝐿33: 1 2 3 4 𝐿34: 2 1 4 3 𝐿35: 1 2 4 3 𝐿36: 2 1 3 4 

 2 1 4 3  4 3 2 1  2 1 3 4  4 3 1 2 
 4 3 2 1  1 2 3 4  4 3 1 2  1 2 4 3 

 

 4 1 2 3  4 1 2 3  4 1 3 2  4 1 3 2 

𝐿37: 1 4 3 2 𝐿38: 2 3 4 1 𝐿39: 1 4 2 3 𝐿40: 3 2 4 1 

 3 2 1 4  1 4 3 2  3 2 4 1  2 3 1 4 

 2 3 4 1  3 2 1 4  2 3 1 4  1 4 2 3 
 

 4 2 1 3  4 2 1 3  4 2 3 1  4 2 3 1 

𝐿41: 2 4 3 1 𝐿42: 3 1 2 4 𝐿43: 1 3 2 4 𝐿44: 2 4 1 3 

 1 3 4 2  2 4 3 1  3 1 4 2  1 3 2 4 

 3 1 2 4  1 3 4 2  2 4 1 3  3 1 4 2 
 

 4 3 1 2  4 3 1 2  4 3 2 1  4 3 2 1 

𝐿45: 1 2 4 3 𝐿46: 2 1 3 4 𝐿47: 1 2 3 4 𝐿48: 2 1 4 3 

 3 4 2 1  1 2 4 3  3 4 1 2  1 2 3 4 

 2 1 3 4  3 4 2 1  2 1 4 3  3 4 1 2 

Dintre aceste 48 de pătrate latine recursiv 1-derivabile, exact 8 sunt și recursiv 2-derivabile. 

Observăm că ordinul posibil de derivabilitate recursivă a quasigrupurilor de ordinul 4 nu depășește 2 

deoarece ordinul r de derivabilitate recursivă a unui quasigrup finit de ordinul 𝑞 verifică inegalitatea 

𝑟 ≤ 𝑞 − 2. Prezentăm mai jos cele 8 pătrate latine de ordinul 4, care sunt recursiv 2-derivabile și 
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derivatele lor recursive de ordinul 2: 

 1 3 4 2  1 4 2 3  2 3 1 4  2 4 3 1 

𝐿8: 3 1 2 4 𝐿10: 4 1 3 2 𝐿18: 3 2 4 1 𝐿24: 4 2 1 3 

 4 2 1 3  2 3 1 4  1 4 2 3  3 1 2 4 

 2 4 3 1  3 2 4 1  4 1 3 2  1 3 4 2 
 

 3 1 2 4  3 2 4 1  4 1 3 2  4 2 1 3 

𝐿25: 1 3 4 2 𝐿31: 2 3 1 4 𝐿39: 1 4 2 3 𝐿41: 2 4 3 1 

 2 4 3 1  4 1 3 2  3 2 4 1  1 3 4 2 
 4 2 1 3  1 4 2 3  2 3 1 4  3 1 2 4 

Notând cu 𝐿
𝑖
(2)

 derivata recursivă de ordinul 2 a quasigrupului dat de pătratul latin 𝐿𝑖 , 𝑖 = 1,48̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

obținem: 

 1 2 3 4  1 2 3 4  4 3 2 1  3 4 1 2 

𝐿8
(2)
: 3 4 1 2 𝐿10

(2)
: 4 3 2 1 𝐿18

(2)
: 1 2 3 4 𝐿24

(2)
: 1 2 3 4 

 4 3 2 1  2 1 4 3  3 4 1 2  2 1 4 3 

 2 1 4 3  3 4 1 2  2 1 4 3  4 3 2 1 
 

 4 3 2 1  2 1 4 3  3 4 1 2  2 1 4 3 

𝐿25
(2): 2 1 4 3 𝐿31

(2): 3 4 1 2 𝐿39
(2): 2 1 4 3 𝐿41

(2): 4 3 2 1 

 1 2 3 4  1 2 3 4  4 3 2 1  3 4 1 2 
 3 4 1 2  4 3 2 1  1 2 3 4  1 2 3 4 

□ 

În propoziția următoare este dată o condiție necesară și suficientă de 2-derivabilitate 

recursivă a unui quasigrup binar. 

Propoziția 2.1.6. [69] Un quasigrup binar finit (𝑄,⋅) este recursiv 2-derivabil dacă şi numai dacă 

(𝑄,⋅) verifică implicaţiile:   

    1.  𝑦 ⋅ 𝑥𝑦 = 𝑧 ⋅ 𝑥𝑧 ⇒ 𝑦 = 𝑧  

    2.  𝑥𝑦 ⋅ (𝑦 ⋅ 𝑥𝑦) = 𝑥𝑧 ⋅ (𝑧 ⋅ 𝑥𝑧) ⇒ 𝑦 = 𝑧, pentru ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄.  

Quasigrupuri recursiv derivabile pot fi construite utilizând produsul cartezian. Se știe că [39]  

dacă (Q1, f1) este un quasigrup recursiv k1-derivabil şi (Q2, f2) este un quasigrup recursiv k2- 

derivabil, atunci produsul lor direct (Q1 ×Q2, f),  este recursiv k -derivabil, unde    k =

min{k1,k2}. Într-adevăr, dacă (𝑄1, 𝑓1) este un quasigrup recursiv 𝑘1-derivabil şi (𝑄2, 𝑓2) este un 

quasigrup recursiv 𝑘2 -derivabil, atunci produsul lor direct (𝑄1 × 𝑄2, 𝑓) , unde 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2)  este 
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recursiv 𝑘  - derivabil pentru 𝑘 = 𝑚𝑖𝑛{𝑘1,𝑘2},  deoarece ecuațiile 𝑓1
(𝑘)
(𝑥1, 𝑎1) = 𝑏1  şi 

𝑓2
(𝑘)(𝑥2, 𝑎2) = 𝑏2 au soluţie unică pentru ∀𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ 𝑄, 𝑖 = 1,2, şi ∀𝑘 ≤ 𝑘1, adică 𝑓 (𝑘)(𝑥, 𝑎) = 𝑏, au 

soluţie unică pe 𝑄1× 𝑄2 , ∀𝑘 ≤ 𝑘1 , unde 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2). Analog se demonstrează că 

ecuaţiile 𝑓 (𝑘)(𝑎, 𝑦) = 𝑏, pentru ∀𝑘 ≤ 𝑘1 au soluţie unică pe 𝑄1 × 𝑄2. 

Definiția 2.1.3. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup şi 𝜃 o relaţie de echivalenţa pe 𝑄. 𝜃 se numeşte congruenţă 

dacă, pentru ∀𝑐 ∈ 𝑄, are loc implicaţia:  

𝑥𝜃𝑦 ⇒ {
𝑐 ⋅ 𝑥𝜃𝑐 ⋅ 𝑦

𝑥 ⋅ 𝑐𝜃𝑦 ⋅ 𝑐.
 

Propoziția 2.1.7. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup recursiv 1-derivabil şi fie (𝑄,∘) derivata sa recursivă de 

ordinul 1: 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 . Atunci orice congruenţă a quasigrupului (𝑄,⋅)  este o 

congruenţă şi în (𝑄,∘).  

Demonstrație. Fie 𝜃 o congruenţă în (𝑄,⋅). Atunci:  

 𝑥𝜃𝑦 ⇒ {

𝑐𝑥𝜃𝑐𝑦

𝑥𝑐𝜃𝑦𝑐

∀𝑐 ∈ 𝑄

⇒

{
 

 
𝑥 ⋅ 𝑐𝑥𝜃𝑥 ⋅ 𝑐𝑦

𝑐 ⋅ 𝑥𝑐𝜃𝑐 ⋅ 𝑦𝑐

𝑥𝜃𝑦

∀𝑐 ∈ 𝑄

⇒

{
 

 
𝑥 ⋅ 𝑐𝑥𝜃𝑥 ⋅ 𝑐𝑦

𝑐 ⋅ 𝑥𝑐𝜃𝑐 ⋅ 𝑦𝑐

𝑥 ⋅ 𝑐𝑦𝜃𝑦 ⋅ 𝑐𝑦

∀𝑐 ∈ 𝑄

⇒  

⇒ {

𝑥 ⋅ 𝑐𝑥𝜃𝑦 ⋅ 𝑐𝑦

𝑐 ⋅ 𝑥𝑐𝜃𝑐 ⋅ 𝑦𝑐

∀𝑐 ∈ 𝑄

⇒ {

𝑐 ∘ 𝑥𝜃𝑐 ∘ 𝑦

𝑥 ∘ 𝑐𝜃𝑦 ∘ 𝑐

∀𝑐 ∈ 𝑄

 

Prin urmare 𝜃 este congruenţă în (𝑄,∘). □ 

Definiția 2.1.4. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup şi 𝑎 ∈ 𝑄, atunci:   

1. funcţia 𝑅𝑎:𝑄 ↦ 𝑄,𝑅𝑎(𝑥) = 𝑥𝑎,∀𝑥 ∈ 𝑄 se numeşte translaţie la dreapta cu elementul 𝑎; 

2. funcţia 𝐿𝑎:𝑄 ↦ 𝑄,𝐿𝑎(𝑥) = 𝑎𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄 se numeşte translaţie la stânga cu elementul 𝑎.  

Notăm:  

〈𝐿𝑎|𝑎 ∈ 𝑄〉 = 𝐿𝑀(𝑄,⋅), 

〈𝑅𝑏|𝑏 ∈ 𝑄〉 = 𝑅𝑀(𝑄,⋅) 

〈𝐿𝑎 , 𝑅𝑏|𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄〉 = 𝑀(𝑄,⋅) 

Fiecare din mulțimile 𝐿𝑀(𝑄,⋅), 𝑅𝑀(𝑄,⋅), 𝑀(𝑄,⋅) formează grup în raport cu operatia de compunere 
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a funcțiilor și se numesc, respectiv, grupul multiplicativ la stânga, grupul multiplicativ la dreapta, 

grupul multiplicativ al quasigrupului (𝑄,⋅). 

Propoziția 2.1.8. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup recursiv 1-derivabil şi fie (𝑄,∘) derivata sa recursivă de 

ordinul 1. Au loc incluziunile:   

    a)  𝑅𝑀(𝑄,∘) ⊆ 𝑀(𝑄,⋅);  

    b)  𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) ⊆ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘).  

Demonstrație. Dacă (𝑄,⋅) este un quasigrup recursiv 1-derivabil şi (𝑄,∘) este derivata sa recursivă 

de ordinul 1, atunci 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, deci 𝑅𝑦
(∘)(𝑥) = 𝐿𝑦

(⋅)𝑅𝑦
(⋅)(𝑥), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, de unde rezultă 

𝑅𝑦
(∘) = 𝐿𝑦

(⋅)𝑅𝑦
(⋅), ∀𝑦 ∈ 𝑄. Prin urmare, 𝑅𝑀(𝑄,∘) ⊆ 𝑀(𝑄,⋅).  

Pentru a demonstra incluziunea b), observăm că: 

𝜑 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) ⇒ 𝜑(𝑥𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) ⇒ 𝜑(𝑦) ⋅ 𝜑(𝑥𝑦) = 𝜑(𝑦) ⋅ 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) ⇒ 

𝜑(𝑦 ⋅ 𝑥𝑦) = 𝜑(𝑦) ⋅ 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) ⇒ 𝜑(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜑(𝑥) ∘ 𝜑(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, 

deci 𝜑 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘). □ 

Dacă (𝑄,⋅) este un quasigrup recursiv 1-derivabil şi (𝑄,∘)  este derivata sa recursivă de 

ordinul 1, atunci 𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅)  poate fi scufundat în 𝐴𝑢𝑡𝑅𝑀(𝑄,∘) , respectiv, în 𝐴𝑢𝑡𝐿𝑀(𝑄,∘),   

𝐴𝑢𝑡𝑀(𝑄,∘), deoarece  𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) ≤ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘), iar  𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘) este izomorf cu un subgrup al grupului 

𝐴𝑢𝑡𝑅𝑀(𝑄,∘). 

Definiția 2.1.5. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup. Funcția bijectivă 𝜑:𝑄 ↦ 𝑄, care satisface relaţia  

 𝜑(𝑥 ⋅ 𝑦𝑥) = 𝜑(𝑥) ⋅ 𝜑(𝑦)𝜑(𝑥), pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄,  

se numeşte semiautomorfism al quasigrupului (𝑄,⋅).  

Notăm cu 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) mulţimea tuturor semiautomorfismelor quasigrupului (𝑄,⋅).  

Propoziția 2.1.9. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup și fie (𝑄,∘) - derivata sa recursivă de ordinul 1.  

Sunt adevărate afirmaţiile:   

    1.  Mulţimea 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) formează grup în raport cu operaţia de compunere a funcţiilor.  

    2.  𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘) = 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅).  

    3.  𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) ⊆ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘).  
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Demonstrație. 1. Deoarece 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) este o submulţime a mulţimii tuturor aplicaţiilor bijective pe 

𝑄, pentru a demonstra că 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) formează grup e suficient de arătat că este parte stabilă în raport 

cu operaţia de compunere a funcţiilor şi împreună cu fiecare semiautomorfism conţine şi inversul său. 

Fie 𝜑,𝜙 ∈ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅), atunci:  

𝜙𝜑(𝑦 ⋅ 𝑥𝑦) = 𝜙(𝜑(𝑦) ⋅ 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦)) = 𝜙𝜑(𝑦) ⋅ 𝜙𝜑(𝑥)𝜙𝜑(𝑦), 

pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 ⇒ 𝜙𝜑 ∈ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅). De asemenea,  

𝜑−1𝜑(𝑦 ⋅ 𝑥𝑦) = 𝑦 ⋅ 𝑥𝑦 = 𝜑−1𝜑(𝑦) ⋅ 𝜑−1𝜑(𝑥)𝜑−1𝜑(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 ⇔ 𝜑−1(𝑏 ⋅ 𝑎𝑏) = 

= 𝜑−1(𝑏) ⋅ 𝜑−1(𝑎)𝜑−1(𝑏), ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 ⇒ 𝜑−1 ∈ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) 

2. Fie 𝜑 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘) , atunci 𝜑(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜑(𝑥) ∘ 𝜑(𝑦), deci 𝜑(𝑦 ⋅ 𝑥𝑦) = 𝜑(𝑦) ⋅ 𝜙(𝑥)𝜑(𝑦), pentru 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin urmare 𝜑 ∈ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅), de unde rezultă 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘) ⊆ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅). 

Considerăm acum 𝜙 ∈ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) . Avem: 𝜙(𝑦 ⋅ 𝑥𝑦) = 𝜙(𝑦) ⋅ 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦)  ⇒ 𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) =

𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦), pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Astfel 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘) , adică 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘) ⊇ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) . Prin urmare, 

𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘) = 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅). 

3. Fie 𝜑 ∈ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅). Conform 2, 𝜑 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘), adică 𝜑(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜑(𝑥) ∘ 𝜑(𝑦). Prin urmare 

𝜑(𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦)) = 𝜑(𝑦) ∘ 𝜑(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜑(𝑦) ∘ [𝜑(𝑥) ∘ 𝜑(𝑦)], 

pentru ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, deci 𝜑 ∈ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘), de unde rezultă 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,⋅) ⊆ 𝑆𝐴𝑢𝑡(𝑄,∘). □  

Vom prezenta mai jos un algoritm de construcție a quasigrupurilor binare liniare (peste ℤ𝑛), 

care sunt recursiv derivabile de ordin înalt. 

Conform Lemei 1.1.2, dacă (Q,∗) este un quasigrup binar, atunci, pentru orice x, y ∈ Q şi ∀s ≥ 1,  

 𝑥 ∗
𝑠
𝑦 = 𝑦 ∗

𝑠−1
(𝑥 ∗ 𝑦). (2.1) 

Lema 2.1.1. Fie 𝑎 ∈ ℤ\{0} şi 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑦,∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ. Următoarele afirmaţii sunt adevărate: 

1. Există 𝑢𝑠, 𝑣𝑠 ∈ ℤ astfel încât 𝑥 ∗
𝑠
𝑦 = 𝑢𝑠𝑥 + 𝑣𝑠𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ,∀𝑠 ≥ 1; 

2. Dacă 𝑛 ≥ 2 este un număr natural, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1} şi 𝑎 = 𝑛 − 𝑘, atunci există 𝑏𝑠+2 ∈ ℤ 

astfel încât 𝑣𝑠+2 = 𝑛𝑏𝑠−2 + (−𝑘𝑐𝑠 + 𝑐𝑠+1), pentru ∀𝑠 ≥ 1, unde 𝑐𝑠 şi 𝑐𝑠+1 sunt resturile de la 

împărţirea lui 𝑣𝑠 şi 𝑣𝑠+1 la 𝑛, respectiv.  

Demonstrație. 1. În acest caz 𝑥 ∗
1
𝑦 = 𝑦 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑎𝑥 + (𝑎 + 1)𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ . Notând 𝑥 ∗

𝑠−1
𝑦 =

𝑢𝑠−1𝑥 + 𝑣𝑠−1𝑦 şi utilizând inducţia matematică şi (2.1), obţinem  

𝑥 ∗
𝑠
𝑦 = 𝑢𝑠−1𝑦 + 𝑣𝑠−1(𝑎𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑣𝑠−1𝑥 + (𝑢𝑠−1 + 𝑣𝑠−1)𝑦. 
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2. Deoarece 𝑥 ∗
𝑠+2

𝑦 = (𝑥 ∗
𝑠
𝑦) ∗ (𝑥 ∗

𝑠+1
𝑦) = (𝑎𝑢𝑠 + 𝑢𝑠+1)𝑥 + (𝑎𝑣𝑠 + 𝑣𝑠+1)𝑦 , au loc următoarele 

egalităţi: 

𝑣𝑠+2 = 𝑎𝑣𝑠 + 𝑣𝑠+1 = (𝑛 − 𝑘)(𝑛𝑏𝑠 + 𝑐𝑠) + (𝑛𝑏𝑠+1 + 𝑐𝑠+1) = 

𝑛(𝑛𝑏𝑠 + 𝑐𝑠 − 𝑘𝑏𝑠 + 𝑏𝑠+1) + (−𝑘𝑐𝑠 + 𝑐𝑠+1) 

unde 𝑐𝑠 şi 𝑐𝑠+1 sunt resturile de la împărţirea lui 𝑣𝑠 şi 𝑣𝑠+1 la 𝑛, respectiv. □ 

Teorema 2.1.1. Fie 𝑛 ≥ 2, 𝑎 = 𝑛 − 𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1}, (𝑎, 𝑛) = 1 şi 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑦,∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ𝑛. 

Dacă, pentru un oarecare 𝑠 ≥ 1, derivatele recursive (ℤ𝑛 ,∗
𝑠
) şi (ℤ𝑛, ∗

𝑠+1
), unde 𝑥 ∗

𝑖
𝑦 = 𝑢𝑖𝑥 + 𝑣𝑖𝑦,

𝑖 = 𝑠, 𝑠 + 1, sunt quasigrupuri, atunci (ℤ𝑛, ∗
𝑠+2
) este un quasigrup dacă şi numai dacă (−𝑘𝑐𝑠 +

𝑐𝑠+1, 𝑛) = 1, unde 𝑐𝑠 şi 𝑐𝑠+1 sunt resturile de la împărţirea lui 𝑣𝑠 şi 𝑣𝑠+1 la 𝑛, respectiv.  

Demonstrație. Considerăm operaţia 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑦  în inelul ℤ𝑛  al claselor de resturi modulo 𝑛 , 

unde (𝑎, 𝑛) = 1. Atunci (ℤ𝑛 ,∗) este un quasigrup şi, conform Lemei 2.1.2, există 𝑢𝑠 , 𝑣𝑠 ∈ ℤ𝑛 astfel 

încât 𝑥 ∗
𝑠
𝑦 = 𝑢𝑠𝑥 + 𝑣𝑠𝑦,∀𝑠 ≥ 0. Avem: 

𝑥 ∗
𝑠+2

𝑦 = 𝑢𝑠+2𝑥 + 𝑣𝑠+2𝑦 = 𝑎𝑣𝑠+1𝑥 + (𝑢𝑠+1 + 𝑣𝑠+1)𝑦, 

deci 𝑣𝑠+2 = 𝑢𝑠+1 + 𝑣𝑠+1 = −𝑘𝑐𝑠 + 𝑐𝑠+1, unde 𝑐𝑠  şi 𝑐𝑠+1  sunt resturile de la împărţirea lui 𝑣𝑠  şi 

𝑣𝑠+1 la 𝑛, respectiv.  

Dacă (ℤ𝑛 ,∗
𝑠
) şi (ℤ𝑛 , ∗

𝑠+1
) sunt quasigrupuri, atunci (𝑎𝑣𝑠+1, 𝑛) = 1, deci (ℤ𝑛, ∗

𝑠+2
) este un quasigrup 

dacă şi numai dacă (−𝑘𝑐𝑠 + 𝑐𝑠+1, 𝑛) = 1. □ 

Utilizând Teorema 2.1.1. obţinem, de exemplu, că quasigrupurile (ℤ7 ,∗), 𝑥 ∗ 𝑦 = 4𝑥 + 𝑦, şi 

(ℤ11,∗),  𝑥 ∗ 𝑦 = 3𝑥 + 𝑦 , sunt recursiv 5- şi 9-derivabile, respectiv. Reamintim că ordinul 𝑟 de 

derivabilitate recursivă a unui quasigrup binar, definit peste o mulţime de 𝑞 elemente, satisface 

inegalitatea 𝑟 ≤ 𝑞 − 2 . Următorul corolar prezintă toate valorile elementului 𝑎  pentru care 

quasigrupul (ℤ𝑝 ,∗), unde 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ𝑝 , este recursiv derivabil de ordin maximal, 

pentru orice prim impar 𝑝 ≤ 19.  

Propoziția 2.1.10. Fie (ℤ𝑝,∗), unde 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ𝑝, este un quasigrup. Următoarele 

afirmaţii sunt adevărate:   

    1.  (ℤ3,∗) este recursiv 1-derivabil dacă şi numai dacă 𝑎 = 1;  

    2.  (ℤ5,∗) este recursiv 3-derivabil dacă şi numai dacă 𝑎 = 3;  
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    3.  (ℤ7,∗) este recursiv 5-derivabil dacă şi numai dacă 𝑎 = 1 sau 4;  

    4.  (ℤ11,∗) este recursiv 9-derivabil dacă şi numai dacă 𝑎 = 3 sau 4;  

    5.  (ℤ13,∗) este recursiv 11-derivabil dacă şi numai dacă 𝑎 = 5,8 sau 11;  

    6.  (ℤ17,∗) este recursiv 15-derivabil dacă şi numai dacă 𝑎 = 7 sau 10;  

    7.  (ℤ19 ,∗) este recursiv 17-derivabil dacă şi numai dacă 𝑎 = 1,5 sau 7. 

Demonstrație. Conform Teoremei 2.1.1 (ℤ𝑝,∗) este un quasigrup, unde  

𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑝 − 𝑘)𝑥 + 𝑦,∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ𝑝 

În Tabelul 2.2 prezentăm valorile primilor 20 termeni ai șirului (𝑡𝑖)𝑖≥1 unde:  

𝑡0 = 1, 𝑡1 = −𝑘 + 1, 

𝑡𝑠+2 = −𝑘𝑡𝑠 + 𝑡𝑠+1, ∀𝑠 ≥ 0,∀𝑘 = 2,… ,10 

Quasigrupul binar (ℤ𝑝,∗) este recursiv 𝑟-derivabil, dacă 𝑡𝑟+1 este divizibil cu 𝑝, iar toți termenii 

𝑡0, … , 𝑡𝑟 nu sunt divizibili cu 𝑝. Utilizând Tabelul 2.2 avem: 

1. Pentru quasigrupul (ℤ3,∗) se ia în considerare doar linia cu 𝑘 = 2 și obținem: 

𝑎 = 𝑝 − 𝑘 = 3 − 2 = 1, 

prin urmare (ℤ3,∗) este recursiv 1-derivabil. 

2. Pentru quasigrupul (ℤ5,∗) evaluăm primele trei linii ale Tabelului 2.1, cercetând valorile lui k:  

a) 𝑘 = 2, 𝑎 = 𝑝 − 𝑘 = 5− 2 = 3, deci (ℤ5,∗) este recursiv 3-derivabil,  

b) 𝑘 = 3, 𝑎 = 𝑝 − 𝑘 = 5 − 3 = 2, deci (ℤ5,∗) este recursiv 1-derivabil,  

c) 𝑘 = 4, 𝑎 = 𝑝 − 𝑘 = 5− 4 = 1, deci (ℤ5,∗) este recursiv 2-derivabil,  

Ordinul maximal de derivabilitate recursivă este 3 pentru 𝑎 = 3. 

3. Pentru (ℤ7,∗) se iau în considerare primele cinci linii ale Tabelului 2.1:  

a) 𝑘 = 2, 𝑎 = 7 − 2 = 5, ⇒ (ℤ7,∗) este recursiv 4-derivabil,  

b) 𝑘 = 3, 𝑎 = 7 − 3 = 4, ⇒ (ℤ7,∗) este recursiv 5-derivabil,  

c) 𝑘 = 4, 𝑎 = 7 − 4 = 3, ⇒ (ℤ7,∗) este recursiv 1-derivabil,  

d) 𝑘 = 5, 𝑎 = 7 − 5 = 2, ⇒ (ℤ7,∗) este recursiv 3-derivabil,  

e) 𝑘 = 6, 𝑎 = 7 − 6 = 1, ⇒ (ℤ7,∗) este recursiv 5-derivabil.  
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Ordinul maximal de derivabilitate recursivă este 5 și se obține în cazurile când 𝑎 = 1 sau 4. 

4. Pentru (ℤ11,∗) evaluăm toate liniile Tabelului 2.1:  

a) 𝑘 = 2, 𝑎 = 11 − 2 = 9, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 7-derivabil,  

b) 𝑘 = 3, 𝑎 = 11 − 3 = 8, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 8-derivabil, 

c) 𝑘 = 4, 𝑎 = 11 − 4 = 7, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 3-derivabil,  

d) 𝑘 = 5, 𝑎 = 11 − 5 = 6, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 2-derivabil,  

e) 𝑘 = 6, 𝑎 = 11 − 6 = 5, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 1-derivabil,  

f) 𝑘 = 7, 𝑎 = 11− 7 = 4, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 9-derivabil, 

g) 𝑘 = 8, 𝑎 = 11 − 8 = 3, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 9-derivabil, 

h) 𝑘 = 9, 𝑎 = 11 − 9 = 2, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 2-derivabil, 

i) 𝑘 = 10, 𝑎 = 11− 10 = 1, ⇒ (ℤ11,∗) este recursiv 7-derivabil. 

Ordinul maximal de derivabilitate recursivă este 9 și se obține în cazurile când 𝑎 = 3 sau 4. 

5. Pentru (ℤ13,∗) se iau în considerare toate liniile Tabelului 2.1: 

a) 𝑘 = 2, 𝑎 = 13 − 2 = 11, ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 11-derivabil,  

b) 𝑘 = 3, 𝑎 = 13 − 3 = 10, ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 4-derivabil,  

c) 𝑘 = 4, 𝑎 = 13 − 4 = 9, ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 4-derivabil,  

d) 𝑘 = 5, 𝑎 = 13 − 5 = 8, ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 11-derivabil,  

e) 𝑘 = 6, 𝑎 = 13 − 6 = 7, ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 9-derivabil,  

f) 𝑘 = 7, 𝑎 = 13− 7 = 6, ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 1-derivabil, 

g) 𝑘 = 8, 𝑎 = 13 − 8 = 5 ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 11-derivabil, 

h) 𝑘 = 9, 𝑎 = 13 − 9 = 4, ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 3-derivabil, 

i) 𝑘 = 10, 𝑎 = 13− 10 = 3, ⇒ (ℤ13,∗) este recursiv 10-derivabil. 

Ordinul maximal de derivabilitate recursivă este 11 și se obține în cazurile când 𝑎 = 5, 8 sau 11. 

Analog se demonstrează și pentru ℤ17 și ℤ19.     □ 
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Tabelul 2.2 

 



În Tabelul 2.3 sunt date estimările cunoscute 𝑟0 ≤ 𝑟  pentru ordinul 𝑟  de derivabilitate 

recursivă a quasigrupurilor binare finite de ordinul 𝑞 ≤ 200. În celula cu coordonatele (𝑚,𝑘) sunt 

date valorile cunoscute ale parametrului 𝑟 pentru quasigrupurile de ordinul 𝑚 + 𝑘. Menţionăm că 

celula (0,0) conţine valoarea cunoscută a lui 𝑟 pentru quasigrupurile de ordinul 200. În [38] este dat 

un tabel analog care conţine lungimea maximală a MDS-codurilor recursive, definită de 

quasigrupurile de ordin până la 100. Noi utilizăm acest tabel în primele zece linii ale Tabelului 2.3. 

     0   1   2   3   4   5   6   7   8   9 

 0(200)   𝑟 ≥ 2   0   0   1   2   3   0   5   6   7 

 10   1   9   1   11    1   14   15     17 

 20   2   2   1   21   2   23    25   2   27 

 30   1   29   30   1   1   3   1   35   1   2 

 40   1   39  1  41   2   1   1   45   1   47 

 50   4   1   2   51   3   3   5   4   4   57 

 60   2   59   3   5   62   4   3   65   3   3 

 70   4   69   6   71   3   3   3   5   4   77 

 80   5   79   3   81   4   4   4   3   6   87 

 90   3   5   4   3   4   4   4   95   4   7  

 100   2   99   1   101   6   1   1   105   1   107  

 110   1   1   5   111   1   3   2   1   1   5  

 120   1   119   1   1   2   123   1   125   126   1  

 130   1   129   1   5   1   1   6   135   1   137  

 140   2   1   1   9   1   3   1   1   2   147  

 150   1   149   6   1   1   3   1   155   1   1  

 160   3   5   1   161   2   1   1   165   1   167  

 170   1   1   2   171   1   3   5   1   1   177  

 180   2   179   1   1   6   3   1   9   2   1  

 190   1   189   1   191   1   1   2   195   1   197  

Tabelul 2.3 

 

2.2. Grupuri binare recursiv derivabile  

Derivabilitatea recursivă a grupurilor abeliene finite este caracterizată în [69]. În caz general, 

caracterizarea spectrului grupurilor finite rîmâne o problemă deschisă. 

Propoziția 2.2.1. [69] Fie (𝐺,⋅) un grup abelian. Pentru orice ∀𝑛 ≥ 3, și orice 𝑥, 𝑦, 𝑎 ∈ 𝐺, au loc 

egalitățile: 

 𝑥 ⋅
𝑛
𝑎 = 𝑥𝑏𝑛 ⋅ 𝑎𝑏𝑛+1; 𝑎 ⋅

𝑛
𝑦 = 𝑦𝑏𝑛+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑛 ,  

unde (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ∗  este şirul lui Fibonacci: 

𝑏1 = 𝑏2 = 1, 𝑏𝑘 = 𝑏𝑘−2 + 𝑏𝑘−1, ∀𝑘 ≥ 3. 
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Schema demonstrației. (Aplicăm metoda inducției matematice după n) 

Fie (𝐺,⋅) un grup abelian, atunci:  

 𝑥 ⋅
0
𝑎 = 𝑥 ⋅ 𝑎, 𝑎 ⋅

0
𝑦 = 𝑎 ⋅ 𝑦, 

𝑥 ⋅
1
𝑎 = 𝑎 ⋅ 𝑥𝑎 = 𝑥 ⋅ 𝑎2 , 𝑎 ⋅

1
𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑎𝑦 = 𝑦2 ⋅ 𝑎, 

𝑥 ⋅
2
𝑎 = 𝑥𝑎 ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑥𝑎) = 𝑥2 ⋅ 𝑎3 = 𝑥𝑏2 ⋅ 𝑎𝑏3 , 

𝑎 ⋅
2
𝑦 = 𝑎𝑦 ⋅ (𝑦 ⋅ 𝑎𝑦) = 𝑎2 ⋅ 𝑦3 = 𝑎𝑏2 ⋅ 𝑦𝑏3 = 𝑦𝑏3 ⋅ 𝑎𝑏2 .  

Presupunem că afirmaţia are loc pentru 𝑛 ≤ 𝑘:  

 𝑥 ⋅
𝑘−1

𝑎 = 𝑥𝑏𝑘−1 ⋅ 𝑎𝑏𝑘 ; 𝑥 ⋅
𝑘
𝑎 = 𝑥𝑏𝑘 ⋅ 𝑎𝑏𝑘+1; 

𝑎 ⋅
𝑘−1

𝑦 = 𝑦𝑏𝑘 ⋅ 𝑎𝑏𝑘−1; 𝑎 ⋅
𝑘
𝑦 = 𝑦𝑏𝑘+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑘 .  

Verificăm pentru 𝑛 = 𝑘 + 1:  

 𝑥 ⋅
𝑘+1

𝑎 = (𝑥 ⋅
𝑘+1−2

𝑎) ⋅ (𝑥 ⋅
𝑘+1−1

𝑎) = (𝑥 ⋅
𝑘−1

𝑎) ⋅ (𝑥 ⋅
𝑘
𝑎) = (𝑥 ⋅

𝑘−1
𝑎) ⋅ (𝑥𝑏𝑘 ⋅ 𝑎𝑏𝑘+1) = 

= 𝑥𝑏𝑘−1 ⋅ 𝑎𝑏𝑘 ⋅ 𝑥𝑏𝑘 ⋅ 𝑎𝑏𝑘+1 = 𝑥𝑏𝑘+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑘+2, 

𝑎 ⋅
𝑘+1

𝑦 = (𝑎 ⋅
𝑘+1−2

𝑦) ⋅ (𝑎 ⋅
𝑘+1−1

𝑦) = (𝑎 ⋅
𝑘−1

𝑦) ⋅ (𝑎 ⋅
𝑘
𝑦) = (𝑎 ⋅

𝑘−1
𝑦) ⋅ (𝑎𝑏𝑘 ⋅ 𝑦𝑏𝑘+1) = 

= 𝑎𝑏𝑘−1 ⋅ 𝑦𝑏𝑘 ⋅ 𝑎𝑏𝑘 ⋅ 𝑦𝑏𝑘+1 = 𝑦𝑏𝑘+2 ⋅ 𝑎𝑏𝑘+1.  

Prin urmare am obţinut că 

𝑥 ⋅
𝑘+1

𝑎 = 𝑥𝑏𝑘+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑘+2 şi 𝑎 ⋅
𝑘+1

𝑦 = 𝑦𝑏𝑘+2 ⋅ 𝑎𝑏𝑘+1. 

Astfel am observat că exponenţii obţinuţi sunt elemente ale şirului lui Fibonacci , pentru ∀𝑛 ∈ ℕ. □ 

Din Propoziţia 2.2.1. rezultă următoarea afirmație. 

Propoziția 2.2.2. Fie (𝐺,⋅) un grup abelian finit și fie că (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ∗  este şirul lui Fibonacci, unde 

𝑏1 = 𝑏2 = 1. Sunt adevărate afirmaţiile: 

1. Grupul (𝐺,⋅) este recursiv 𝑘-derivabil dacă şi numai dacă funcția 𝜑𝑖(𝑥) = 𝑥
𝑏𝑖  este injectivă 

pentru fiecare 𝑖 = 1, 𝑘 + 1. 

2. Grupul (𝐺,⋅)  este recursiv 𝑘 -derivabil dacă şi numai dacă 𝑥𝑏𝑖 ≠ 𝑒,∀𝑥 ∈ 𝐺\  {𝑒},           

𝑖 = 1, 𝑘 + 1. 

3. Orice grup abelian finit de ordin impar este recursiv 1-derivabil. 
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4. Orice grup abelian finit de ordin par nu este recursiv 1-derivabil.  

Demonstrație.  1. Dacă (𝐺,⋅) este un grup abelian finit, atunci conform Propoziţiei 2.2.1.:  

 𝑥 ⋅
𝑛
𝑎 = 𝑥𝑏𝑛 ⋅ 𝑎𝑏𝑛+1 şi 

𝑎 ⋅
𝑛
𝑦 = 𝑦𝑏𝑛+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑛 .  

Prin urmare avem 

𝑥 ⋅
𝑛
𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑥𝑏𝑛 ⋅ 𝑎𝑏𝑛+1 = 𝑏 ⇔ 𝑥𝑏𝑛 = 𝑏 ⋅ 𝑎−𝑏𝑛+1. 

Deci ecuaţia 𝑥 ⋅
𝑛
𝑎 = 𝑏 are soluţie unică dacă şi numai dacă funcția 𝜑𝑛(x) = 𝑥

𝑏𝑛  este injectivă. 

Analog obţinem: 

𝑎 ⋅
𝑛
𝑦 = 𝑏 ⇔ 𝑦𝑏𝑛+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑛 = 𝑏 ⇔ 𝑦𝑏𝑛+1 = 𝑏 ⋅ 𝑎−𝑏𝑛 . 

Deci ecuaţia 𝑎 ⋅
𝑛
𝑦 = 𝑏 are soluţie unică dacă şi numai dacă funcția 𝜑𝑛+1(x) = 𝑥

𝑏𝑛+1 este injectivă. 

Prin urmare " ∘
𝑛
" este operaţie de quasigrup dacă şi numai dacă funcţiile 𝜑𝑛, 𝜑𝑛+1  sunt injective. 

Astfel am obţinut că (𝐺,⋅) este recursiv 𝑘-derivabil dacă 𝜑𝑖 = 𝑥
𝑏𝑖  este aplicaţie injectivă 

pentru orice 𝑖 = 1, 𝑘 + 1. 

Fie acum (𝐺,⋅)  un grup abelian recursiv 𝑘 -derivabil. Atunci ecuaţiile de forma          

𝑥 ⋅
𝑖
𝑎 = 𝑏, 𝑎 ⋅

𝑖
𝑦 = 𝑏 au soluţie unică pentru orice 𝑖 = 1, 𝑘. Deci, conform Propoziţiei 2.2.1., ecuaţiile 

𝑥𝑏𝑖 ⋅ 𝑎𝑏𝑖+1 = 𝑏, 𝑦𝑏𝑖+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑖 = 𝑏 au cîte o singură soluţie pentru orice 𝑖 = 1, 𝑘. Adică  

 𝑥1
𝑏𝑖 ⋅ 𝑎𝑏𝑖+1 = 𝑥2

𝑏𝑖 ⋅ 𝑎𝑏𝑖+1 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2, 

𝑦1
𝑏𝑖+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑖 = 𝑦2

𝑏𝑖+1 ⋅ 𝑎𝑏𝑖 ⇒ 𝑦1 = 𝑦2  

pentru orice 𝑖 = 1, 𝑘, ceea ce este echivalent cu faptul că funcţiile 𝜑𝑛, 𝜑𝑛+1  sunt injective.  

2. Fie (𝐺,⋅) un grup abelian finit recursiv 𝑘-derivabil. Atunci, conform p.1, 𝜑𝑖(𝑥) = 𝑥𝑏𝑖  este 

aplicaţie injectivă, deci şi surjectivă, pentru 𝑖 = 1, 𝑘 + 1, unde (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ∗  este şirul lui Fibonacci. 

Notând cu 𝑒  unitatea grupului (𝐺,⋅)  avem: 𝜑𝑖(𝑥) = 𝑒 ⇔ 𝑥𝑏𝑖 = 𝑒 ⇔ 𝑥 = 𝑒, 𝑖 = 1, 𝑘 + 1 . Din 

injectivitatea funcţiilor 𝜑𝑖(𝑥) = 𝑥
𝑏𝑖 , rezultă că 𝑥𝑏𝑖 ≠ 𝑒, ∀𝑥 ∈ 𝐺\{𝑒}, 𝑖 = 1, 𝑘 + 1. Fie acum (𝐺,⋅) 

un grup abelian finit pentru care are loc 𝑥𝑏𝑖 ≠ 𝑒, ∀𝑥 ∈ 𝐺\{𝑒}, 𝑖 = 1, 𝑘 + 1. Pentru a demonstra că 

(𝐺,⋅) este recursiv 𝑘-derivabil este suficient de demonstrat că funcţia 𝜑𝑖(𝑥) = 𝑥
𝑏𝑖  este injectivă 

pentru 𝑖 = 1, 𝑘 + 1. Fie că 𝜑𝑖(𝑥) = 𝜑𝑖(𝑦), atunci  
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 𝑥𝑏𝑖 = 𝑦𝑏𝑖 ⇔ 𝑥𝑏𝑖 ⋅ 𝑦−𝑏𝑖 = 𝑒 ⇔ (𝑥 ⋅ 𝑦−1)𝑏𝑖 = 𝑒 ⇔ 𝑥 ⋅ 𝑦−1 = 𝑒 ⇔ 𝑥 = 𝑦.  

Prin urmare aplicaţia 𝜑𝑖(𝑥) = 𝑥
𝑏𝑖  este injectivă pentru 𝑖 = 1, 𝑘 + 1 şi, conform p.1, (𝐺,⋅) 

este recursiv 𝑘-derivabil.  

3. Fie (𝐺,⋅) un grup abelian finit de ordin impar. Atunci, pentru ∀𝑥 ∈ 𝐺\{𝑒}, 𝑥2 ≠ 𝑒, unde 𝑒 

este unitatea grupului 𝐺. Astfel am obţinut că 𝑥𝑏𝑖 ≠ 𝑒, ∀𝑥 ∈ 𝐺\{𝑒}, 𝑖 = 1,3, unde (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ∗  este 

şirul lui Fibonacci. Conform p.2., rezultă că (𝐺,⋅) este recursiv 1-derivabil. 

4. Dacă (𝐺,⋅) este un grup abelian finit de ordin par, atunci ∃𝑥 ∈ (𝐺,⋅) astfel încât 𝑥2 = 𝑒, 

unde 𝑒 este unitatea grupului 𝐺. Prin urmare, G nu este recursiv 1-derivabil. □ 

 
2.3. Quasigrupuri 𝒏-are recursiv derivabile 

Definiția 2.3.1. Fie 𝑄(𝐴) un grupoid 𝑛-ar. Numim derivată recursivă de ordinul 𝑘 a operaţiei 𝐴, 

operaţia  

 𝐴(𝑘)(𝑥1
𝑛) = {

𝐴(𝑥𝑘+1
𝑛 , 𝐴(0)(𝑥1

𝑛), . . . , 𝐴(𝑘−1)(𝑥1
𝑛)), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 < 𝑛,

𝐴(𝐴(𝑘−𝑛)(𝑥1
𝑛), . . . , 𝐴(𝑘−1)(𝑥1

𝑛)), 𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑘 ≥ 𝑛.
  

Prin definiţie considerăm 𝐴(0)(𝑥1
𝑛) = 𝐴(𝑥1

𝑛).  

Definiția 2.3.2. Fie 𝑄(𝐴) un quasigrup 𝑛-ar. Dacă 𝐴(0), 𝐴(1), . . . , 𝐴(𝑠)  sunt quasigrupuri 𝑛-are, 

atunci 𝑄(𝐴) se numeşte quasigrup recursiv 𝑠-derivabil.  

Lema 2.3.1. Fie 𝑛 ≥ 2 şi fie (𝑄𝑖 , 𝐴𝑖) un 𝑛-quasigrup recursiv 𝑟𝑖-derivabil, 𝑖 = 1,… ,𝑚. Atunci 

produsul lor direct (𝑄1 ×. . .× 𝑄𝑚 , 𝐵), dat de 

 𝐵((𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚)) = (𝐴1(𝑥11
𝑛1), . . . , 𝐴𝑚(𝑥1𝑚

𝑛𝑚)), (2.2) 

pentru orice (𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚) ∈ 𝑄1 ×. . .× 𝑄𝑚, este un 𝑛-quasigrup recursiv 𝑟-derivabil, unde  

𝑟 = 𝑚𝑖𝑛{𝑟1, . . . , 𝑟𝑚}.  

Demonstrație. Reamintim că un quasigrup 𝑛-ar (𝑄,𝐵) este un quasigrup 𝑛-ar dacă fiecare element 

𝑢𝑖  din egalitatea 𝐵(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 𝑢𝑛+1  este determinat în mod unic de către 𝑛  elemente rămase. 

Prin urmare, din (2.2) avem că (𝑄1 ×. . .× 𝑄𝑚, 𝐵)  este un 𝑛 -quasigrup. Pentru a găsi derivatele 

recursive ale lui 𝐵 vom considera următoarele 2 cazuri: 
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(i)  1 ≤ 𝑡 < 𝑛: 

𝐵(𝑡)((𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚)) =

= 𝐵((𝑥𝑡+1,1
𝑡+1,𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚), 𝐵(0)((𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚)), . . . , 𝐵(𝑡−1)((𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚))) = 

= 𝐵 ((𝑥𝑡+1,1
𝑡+1,𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚), (𝐴1
(0)(𝑥11

𝑛1), . . . , 𝐴𝑚
(0)(𝑥1𝑚

𝑛𝑚)) , . . . , (𝐴1
(𝑡−1)(𝑥11

𝑛1), . . . , 𝐴𝑚
(𝑡−1)(𝑥1𝑚

𝑛𝑚))) = 

= (𝐴1
(𝑡)(𝑥11

𝑛1), . . . , 𝐴𝑚
(𝑡)(𝑥1𝑚

𝑛𝑚)); 

(ii)  𝑡 ≥ 𝑛: 

 𝐵(𝑡)((𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚)) = 𝐵(𝐵(𝑡−𝑛)((𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚)), . . . , 𝐵(𝑡−1)((𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚))) = 

 = 𝐵((𝐴1
(𝑡−𝑛)(𝑥11

𝑛1), . . . , 𝐴𝑚
(𝑡−𝑛)(𝑥1𝑚

𝑛𝑚)), . . . , (𝐴(𝑡−1)(𝑥11
𝑛1), . . . , 𝐴𝑚

(𝑡−1)(𝑥1𝑚
𝑛𝑚))) = 

 = (𝐴1(𝐴1
(𝑡−𝑛)

(𝑥11
𝑛1), . . . , 𝐴1

(𝑡−1)
(𝑥11

𝑛1)), . . . , 𝐴𝑚(𝐴𝑚
(𝑡−𝑛)

(𝑥1𝑚
𝑛𝑚), . . . , 𝐴𝑚

(𝑡−1)
(𝑥1𝑚

𝑛𝑚))) = 

= (𝐴1
(𝑡)(𝑥11

𝑛1), . . . , 𝐴𝑚
(𝑡)(𝑥1𝑚

𝑛𝑚)). 

Prin urmare, 

𝐵(𝑡)((𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚)) = (𝐴1
(𝑡)(𝑥11

𝑛1), . . . , 𝐴𝑚
(𝑡)(𝑥1𝑚

𝑛𝑚), 

pentru orice 𝑡 ≥ 1  şi orice (𝑥11
1𝑚), . . . , (𝑥𝑛1

𝑛𝑚) ∈ 𝑄1 ×. . .× 𝑄𝑚 . Deoarece fiecare din operaţiile 

𝐴1, . . . , 𝐴𝑚  este recursiv 𝑟 -derivabilă, unde 𝑟 = 𝑚𝑖𝑛{𝑟1, . . . , 𝑟𝑚}, obţinem că 𝐵  este recursiv 𝑟 -

derivabil. □ 

Propoziția 2.3.1. Fie (𝑄,⋅) este un grup binar finit şi 𝑛 ≥ 2. Grupul 𝑛-ar (𝑄,𝐵), unde 𝐵(𝑥1
𝑛) =

𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛, ∀𝑥1,𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑄, este recursiv 1-derivabil dacă şi numai dacă funcţia 𝑥 → 𝑥2 

este o bijecţie în (𝑄,⋅).  

Demonstrație. 𝑛-Grupul (𝑄, 𝐵) este recursiv 1-derivabil dacă şi numai dacă derivata recursivă 𝐵(1) 

este o operaţie de quasigrup, adică dacă şi numai dacă în egalitatea  

 𝐵(1)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏, (2.3) 

orice 𝑛  elemente determină în mod unic elementul al (𝑛 + 1)-lea rămas. Luând 𝑥𝑗 = 𝑎𝑗 ∈ 𝑄 în 

(2.3), pentru orice 𝑗 = 2,… , 𝑛, obţinem ecuaţia 𝑥1 ⋅ 𝑎2 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑛 = 𝑏, care are o soluţie unică în 𝑄. 

Pentru 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛}, luând 𝑥𝑗 = 𝑎𝑗 ∈ 𝑄,∀𝑗 ≠ 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, avem:  
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𝐵(1)(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥𝑖 ,𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏

⇔ 𝐵(𝑎2, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥𝑖 ,𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛 , 𝐵(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥𝑖 ,𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛)) = 𝑏 ⇔ 

𝑎2 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑖−1 ⋅ 𝑥𝑖 ⋅ 𝑎𝑖+1 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑛 ⋅ 𝑎1 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑖−1 ⋅ 𝑥𝑖 ⋅ 𝑎𝑖+1 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑛 = 𝑏 ⇔  

(𝑎1 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑖−1 ⋅ 𝑥𝑖 ⋅ 𝑎𝑖+1 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑛)
2 = 𝑎1 ⋅ 𝑏. 

Prin urmare, notând 𝑎1 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑖−1 ⋅ 𝑥𝑖 ⋅ 𝑎𝑖+1 ⋅. . .⋅ 𝑎𝑛 prin 𝑦, obţinem că 𝑛-grupul (𝑄,𝐵) este recursiv 

1-derivabil dacă şi numai dacă, pentru orice 𝑏 ∈ 𝑄, ecuaţia 𝑦2 = 𝑏 are o soluţie unică. □ 

Corolarul 2.3.1. Există 𝑛-quasigrupuri finite recursiv 1-derivabile de orice ordin impar 𝑞 ≥ 3, 

pentru orice 𝑛 ≥ 2.  

Demonstrație. Această afirmaţie rezultă din faptul că funcția 𝑥 → 𝑥2 este o bijecţie în orice grup binar 

finit de ordin impar 𝑞 ≥ 3. □ 

Teorema 2.3.1. Fie (𝑄,⋅) este un grup abelian binar finit şi fie 𝑛 ≥ 2, 𝑟 ≥ 1 două numere naturale. 

Grupul 𝑛 -ar (𝑄,𝐵),  unde 𝐵(𝑥1
𝑛) = 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛,  pentru orice 𝑥1,𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑄,  este recursiv 

𝑟 -derivabil dacă şi numai dacă funcțiile 𝑥 → 𝑥𝑠𝑖
𝑘

 sunt bijecţii în grupul (𝑄,⋅) , ∀𝑖 = 1, … , 𝑛  şi 

pentru orice 𝑘 = 1, … , 𝑟, unde șirurile (𝑠𝑖
𝑘)𝑘≥0 sunt definite în felul următor:   

1.  𝑘 = 0 

  𝑠1
0 =. . .= 𝑠𝑛

0 = 1; 

2.  1 ≤ 𝑘 < 𝑛 

  𝑠𝑡
𝑘 = 𝑠𝑡

0+. . . +𝑠𝑡
𝑘−1,  ∀𝑡 = 1, … , 𝑘; 

  𝑠𝑡
𝑘 = 1 + 𝑠𝑡

0+. . .+𝑠𝑡
𝑘+1,  ∀𝑡 = 𝑘 + 1,… , 𝑛; 

3.  𝑘 ≥ 𝑛 

  𝑠𝑡
𝑘 = 𝑠𝑡

𝑘−𝑛+. . .+𝑠𝑡
𝑘−1, ∀𝑡 = 1,… , 𝑛.  

Demonstrație. Deoarece (𝑄,⋅) este un grup abelian şi 𝐵(0)(𝑥1
𝑛) = 𝑥1 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛 , derivatele recursive 

𝐵(1) şi 𝐵(2) sunt următoarele: 

𝐵(1)(𝑥1
𝑛) = 𝐵(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝐵

(0)(𝑥1
𝑛)) = 𝑥2 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛 ⋅ 𝑥1 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛 = 𝑥1 ⋅ 𝑥2

2 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛
2; 

𝐵(2)(𝑥1
𝑛) = 𝐵(𝑥3, . . . , 𝑥𝑛, 𝐵

(0)(𝑥1
𝑛), 𝐵(1)(𝑥1

𝑛)) = 𝑥3 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛 ⋅ 𝑥1 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2
2 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛

2 = 

= 𝑥1
2 ⋅ 𝑥2

3 ⋅ 𝑥3
4 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛

4. 
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Fie 𝐵(𝑘)(𝑥1
𝑛) = 𝑥1

𝑠1
𝑘

⋅ 𝑥2
𝑠2
𝑘

⋅. . .⋅ 𝑥𝑛
𝑠𝑛
𝑘

, unde 𝑘 ≥ 0. Pentru a găsi șirurile (𝑠𝑖
𝑘)𝑘≥0, unde 𝑖 = 1,… , 𝑛 , 

vom considera următoarele două cazuri:   

1.  0 ≤ 𝑘 < 𝑛 

𝐵(𝑘)(𝑥1
𝑛) = 𝐵 (𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝐵

(0)(𝑥1
𝑛), . . . , 𝐵(𝑘−1)(𝑥1

𝑛)) = 

= 𝑥𝑘+1 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛 ⋅ 𝑥1
𝑠1
0

⋅. . .⋅ 𝑥𝑛
𝑠𝑛
0
⋅. . .⋅ 𝑥1

𝑠1
𝑘−1

⋅. . .⋅ 𝑥𝑛
𝑠𝑛
𝑘−1

= 

= 𝑥1
𝑠1
0+...+𝑠1

𝑘−1

⋅. . .⋅ 𝑥
𝑘

𝑠𝑘
0+...+𝑠𝑘

𝑘−1

⋅ 𝑥
𝑘+1

1+𝑠𝑘+1
0 +...+𝑠𝑘+1

𝑘−1

⋅. . .⋅ 𝑥𝑛
1+𝑠𝑛

0+...+𝑠𝑛
𝑘−1

; 

2.  𝑘 ≥ 𝑛 

𝐵(𝑘)(𝑥1
𝑛) = 𝐵(𝐵(𝑘−𝑛)(𝑥1

𝑛), . . . , 𝐵(𝑘−1)(𝑥1
𝑛)) = 𝐵(𝑘−𝑛)(𝑥1

𝑛) ⋅. . .⋅ 𝐵(𝑘−1)(𝑥1
𝑛) = 

= 𝑥1
𝑠1
𝑘−𝑛+...+𝑠1

𝑘−1

⋅. . .⋅ 𝑥𝑛
𝑠𝑛
𝑘−𝑛+...+𝑠𝑛

𝑘−1
. 

Derivatele recursive 𝐵(𝑘), unde 𝑘 = 1,2,… , 𝑟, sunt operaţii de quasigrup dacă şi numai dacă funcțiile 

𝑥 → 𝑥𝑠𝑖
𝑘
 sunt bijecţii în grupul (𝑄,⋅), ∀𝑖 = 1, … , 𝑛 şi ∀𝑘 = 1, … , 𝑟. □ 

Corolarul 2.3.2. [69] Grupul abelian binar finit (𝑄,⋅) este recursiv 𝑟-derivabil (𝑟 ≥ 1) dacă şi 

numai dacă funcţiile 𝑥 → 𝑥𝑠𝑖
𝑘
 sunt bijecţii, ∀𝑖 = 1,2 şi ∀𝑘 = 1, . . . , 𝑟, unde șirurile (𝑠1

𝑘)𝑘≥0 şi 

(𝑠2
𝑘)𝑘≥0 sunt definite în felul următor: 𝑠1

0 = 𝑠2
0 = 1;  𝑠1

1 = 1, 𝑠2
1 = 2;  𝑠𝑖

𝑘 = 𝑠𝑖
𝑘−2 + 𝑠𝑖

𝑘−1, pentru 

orice 𝑘 ≥ 2 și orice 𝑖 = 1,2.  

 

2.4. Concluzii la Capitolul 2 

Quasigrupurile recursiv derivabile finite joacă un rol important în teoria algebrică a codurilor complete 

recursive, fiind utilizate la construcția și caracterizarea parametrilor acestor coduri. Ordinul maximal 

de derivabilitate recursivă a unui quasigrup binar finit, de ordinul 𝑞, nu depășește 𝑞 − 2 [115] și 

această margine superioară se atinge, de exemplu, în cazul quasigrupurilor finite de ordin primar. Însă 

determinarea acestui ordin maximal rămâne o problemă deschisă în caz general. De asemenea, în 

prezent nu se cunoaște daca există quasigrupuri binare recursiv 1-derivabile de ordinul 14, 18 sau 26. 

Problema determinării ordinului maximal de derivabilitate recursivă este deschisă și în cazul 

quasigrupurilor n-are finite (𝑛 ≥ 3). 

În Capitolul 2 sunt prezentate proprietăți algebrice ale quasigrupurilor binare și 𝑛-are, în particular 

ale grupurilor binare și 𝑛-are. Sunt date criterii de derivabilitate recursivă a quasigrupurilor binare, 
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fiind caracterizată 1-derivabilitatea recursivă a parastrofilor lor (Propoziția 2.1.2), sunt determinate 

relații între unele grupuri (grupul multiplicativ, grupul multiplicativ la dreapta, grupul 

automorfismelor, grupul semiautomorfismelor) unui quasigrup recursiv 1-derivabil și cele ale 

derivatei sale recursive de ordinul 1 (Propozițiile 2.1.7 și 2.1.8). În Teorema 2.1.1 este caracterizată 

𝑠 -derivabilitatea recursivă a quasigrupului (ℤ𝑛,∗),  unde 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎 𝑥 + 𝑦,∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ𝑛 , (𝑎, 𝑛) = 1 , 

(𝑠 ≥ 1) . Aplicând această teoremă, în Propoziția 2.1.10 sunt obținute exemple de quasigrupuri 

recursive (𝑞 − 2) - derivabile de ordin prim 3 ≤ 𝑞 ≤ 19.  

În Propozițiile 2.1.4 și 2.1.5 sunt determinate toate quasigrupurile recursiv 1-derivabile de 

ordinul 3 și, respectiv 4, și toate quasigrupurile recursiv 2-derivabile de ordinul 4. Se arată că există 6 

quasigrupuri de ordinul 3 recursiv 1-derivabile, 48 quasigrupuri recursiv 1-derivabile de ordinul 4 și 

8 quasigrupuri recursiv 2-derivabile de ordinul 4. 

În Tabelul 2.3 sunt date estimările cunoscute 𝑟0 ≤ 𝑟  pentru ordinul 𝑟  de derivabilitate 

recursivă a quasigrupurilor binare finite de ordinul 𝑞 ≤ 200. 

În paragraful 2.2 sunt studiate grupurile binare recursiv derivabile. Pentru criteriul de 𝑠-

derivabilitate recursivă a grupurilor abeliene finite, dat în [69], sunt prezentate noi condiții echivalente 

(Propoziția 2.2.2).  

În ultimul paragraf al Capitolului 2 sunt cercetate quasigrupurile 𝑛-are recursiv derivabile. 

Rezultatul principal al acestui paragraf se conține în Teorema 2.3.1, unde este dat un criteriu de 𝑟-

derivabilitate recursivă (𝑟 ≥ 1)  a grupului 𝑛-ar (𝑄,𝐵), unde 𝐵(𝑥1
𝑛) = 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛, (𝑄,⋅) fiind 

un grup abelian binar finit şi 𝑛 ≥ 2. Acest rezultat generalizează în caz 𝑛 −ar criteriul obținut de V. 

Izbash și P. Syrbu pentru grupurile abeliene finite în [69]. 
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3. DERIVABILITATEA RECURSIVĂ A UNOR PRELUNGIRI  

ALE QUASIGRUPURILOR 

3.1. Derivabilitatea recursivă a prelungirilor quasigrupurilor, construite  

prin metoda lui Belousov 

Unul dintre scopurile noastre este de a determina condiţiile necesare şi suficiente pentru ca 

prelungirile quasigrupurilor binare finite, obţinute utilizând construcţiile Bruck şi Belousov să fie 

recursiv 1-derivabile. Fie (𝑄,⋅)  un quasigrup finit de ordinul 𝑞  şi 𝑄 = {1,2, . . . , 𝑞}  astfel încât 

funcția 𝑥 ↦ 𝑥 ⋅ 𝑥  este o bijecţie. Atunci diagonala principală a tablei Cayley a lui (𝑄,⋅) este o 

transversală, a cărei elemente sunt date de funcția 𝜃: 𝑄 ↦ 𝑄,𝜃(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝑥. Bruck a considerat astfel 

de prelungiri pentru quasigrupurile idempotente, adică în cazul 𝜃 = 𝜀, unde 𝜀 - substituţia identică 

pe Q. 

Conform metodei lui Bruck, prelungirea (𝑄′,∘) a quasigrupului (𝑄,⋅), unde  

𝑄 = {1, . . . , 𝑞} şi 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉}, 𝜉 ∈ 𝑄 , este definită în felul următor:  

 𝑥 ∘ 𝑦 =

{
 
 

 
 
𝑥 ⋅ 𝑦  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 ≠ 𝑦  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦  ș𝑖  𝑥 ∈ 𝑄;

𝜃(𝑥)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜉  ș𝑖  𝑥 ∈ 𝑄;

𝜃(𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝜉  ș𝑖  𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦 = 𝜉.

 (3.1) 

 Deci, prelungirea (𝑄′,∘) este un quasigrup cu tabla Cayley: 

∘ 1 … 𝑞 𝜉 

1 𝜉 … … 𝜃(1) 

… … … … … 

𝑞 … … 𝜉 𝜃(𝑞) 

𝜉 𝜃(1) … 𝜃(𝑞) 𝜉 

Tabelul 3.1. 

unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦, pentru orice 𝑥 ≠ 𝑦 din 𝑄. 

Remarcăm că nu orice transversală de pe diagonala principală dă o prelungire  recursiv 1-

derivabilă, așa cum rezultă din următoarea afirmaţie.  

Propoziția 3.1.1. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup finit astfel încât funcția 𝜃: 𝑄 ↦ 𝑄, 𝜃(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝑥  este o 

bijecţie. Dacă prelungirea (𝑄′,∘) dată în (3.1), unde 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉}, 𝜉 ∈ 𝑄, este un quasigrup, atunci 
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𝜃(𝑥) ≠ 𝑥,∀𝑥 ∈ 𝑄.  

Demonstrație. Într-adevăr, dacă există un element 𝑎 ∈ 𝑄  astfel încât 𝑎 = 𝜃(𝑎) = 𝑎 ⋅ 𝑎 , atunci 

utilizând (3.1) obţinem: 

𝑎 ∘
1
𝑎 = 𝑎 ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑎) = 𝑎 ⋅ 𝑎 = 𝑎 şi 𝜉 ∘

1
𝑎 = 𝑎 ⋅ (𝜉 ⋅ 𝑎) = 𝑎 ⋅ 𝜃(𝑎) = 𝑎 ⋅ 𝑎 = 𝑎, 

deci (𝑄′,∘) nu poate fi un quasigrup. □ 

Dacă funcția θ:Q ↦ Q, θ(x) = x ⋅ x  este o bijecţie şi θ(x) ≠ x , ∀x ∈ Q , atunci spunem că 

prelungirea (𝑄′,∘) dată de Tabelul 3.1 este obținută prin metoda Bruck modificată. 

Lema 3.1.1. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup finit de ordinul 𝑛,𝑄 = {1, . . . , 𝑛} şi 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉} unde 𝜉 ∈ 𝑄. 

Dacă funcția 𝜃:𝑄 ↦ 𝑄, 𝜃(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝑥 este o bijecţie şi 𝜃(𝑥) ≠ 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄, atunci derivata recursivă 

de ordinul 1 a operaţiei " ∘ ", dată în (3.1), este următoarea:  

 𝑥 ∘
1
𝑦 =

{
  
 

  
 
𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 ≠ 𝑥 ⋅ 𝑦, 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦  𝑥 ≠ 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃(𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑄;

𝜃2(𝑥)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜉, 𝑥 ∈ 𝑄;

𝑦 ⋅ 𝜃(𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝜉, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦 = 𝜉.

 (3.2) 

 Demonstrație. Utilizând (3.1) şi faptul că 𝑥 ∘
1
𝑦 = 𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄′, avem:  

 𝑥 ∘
1
𝑦 =

{
 
 

 
 
𝑦 ∘ (𝑥 ⋅ 𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 ≠ 𝑦  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝑦 ∘ 𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉 ∘ 𝜃(𝑥)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜉, 𝑥 ∈ 𝑄;

𝑦 ∘ 𝜃(𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝜉, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦 = 𝜉.

  

Acum, utilizând (3.1) pentru " ∘ " în formulele precedente, obţinem:  

 𝑥 ∘
1
𝑦 =

{
 
 
 

 
 
 
𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 ≠ 𝑥 ⋅ 𝑦, 𝑥 ≠ 𝑦  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦, 𝑥 ≠ 𝑦  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃(𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃2(𝑥)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜉, 𝑥 ∈ 𝑄;

𝑦 ⋅ 𝜃(𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝜉, 𝑦 ≠ 𝜃(𝑦), 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝜉, 𝑦 = 𝜃(𝑦), 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦 = 𝜉.

  

Dacă funcția 𝜃: 𝑄 ↦ 𝑄, 𝜃(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝑥 este o bijecţie şi 𝜃(𝑥) ≠ 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄, atunci prelungirea  

(𝑄′,∘) este un quasigrup şi derivata sa recursivă (∘
1
) este definită așa cum este arătat în (3.2).  



78 
 

Conform Lemei 3.1.1, tabla Cayley a derivatei recursive (Q′,∘
1
) este următoarea:  

∘
1
 … 𝑥 … 𝑦 … 𝜉 

… … … … … … … 

𝑥 … 𝜃(𝑥) … 𝑧 … 𝜃2(𝑥) 

… … … … … … … 

𝜉 … 𝑥 ⋅ 𝜃(𝑥) … … … 𝜉 

Tabelul 3.2 

unde  

 𝑧 = {
𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 ≠ 𝑥 ⋅ 𝑦;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦.
  

Teoremă 3.1.1. Fie (𝑄,⋅) este un quasigrup finit astfel încât funcția 𝜃: 𝑄 ↦ 𝑄, 𝜃(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝑥 este o 

bijecţie şi 𝜃(𝑥) ≠ 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄. Atunci prelungirea (𝑄′,∘), obţinută utilizând metoda Bruck 

modificată, unde 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉}, 𝜉 ∈ 𝑄, este recursiv 1-derivabilă dacă şi numai dacă sunt 

satisfăcute următoarele condiţii:   

    1.  {𝑓𝑥   |  𝑥 ∈ 𝑄} = 𝑄, unde 𝑓𝑥 ⋅ 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄;  

    2.  𝜃 este o substituţie completă a lui (𝑄,⋅);  

    3.  pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄, {𝜃(𝑥), 𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦), 𝜃2(𝑥)|  𝑦 ∈ 𝑄, 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑦 ≠ 𝑥 ⋅ 𝑦} = 𝑄 .  

Demonstrație. Conform Propoziţiei 3.1.1, condiţia 𝜃(𝑥) ≠ 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄, implică faptul că prelungirea 

(𝑄′,∘) este un quasigrup, deci ecuaţia 𝑥 ∘
1
𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑎 ∘ (𝑥 ∘ 𝑎) = 𝑏 are o soluţie unică în (𝑄′,∘

1
) şi, 

prin urmare, liniile în Tabelul 3.2 sunt permutări ale lui 𝑄′. Pentru 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, intrarea celulei (𝑥, 𝑦) 

este 𝜉 dacă şi numai dacă 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦, adică dacă şi numai dacă 𝑥 = 𝑓𝑦  este unitatea locală la stânga 

a lui 𝑦. Deci 𝜉 va apărea exact o dată în fiecare linie şi fiecare coloană a Tabelului 3.2 dacă şi numai 

dacă {𝑓𝑦  |  𝑦 ∈ 𝑄} = 𝑄. Linia elementului 𝜉 în Tabelul 3.2 este permutare a lui 𝑄′ dacă şi numai 

dacă 𝑥 ↦ 𝑥 ⋅ 𝜃(𝑥) este o bijecţie în 𝑄, adică dacă şi numai dacă 𝜃 este o substituţie completă a lui 

(𝑄,⋅). În final, linia lui 𝑥 ∈ 𝑄 este o permutare a lui 𝑄′ dacă şi numai dacă  

{𝜃(𝑥), 𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦), 𝜃2(𝑥)  |𝑥 ≠ 𝑦, 𝑦 ≠ 𝑥 ⋅ 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑄} = 𝑄. □ 
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Exemplul 3.1.1. Considerăm quasigrupul (𝑄,⋅), dat de tabla: 

⋅ 1 2 3 

1 𝟐 1 3 

2 1 𝟑 2 

3 3 2 𝟏 

Prelungirea (Q′,∘), unde 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉}, 𝜉 ∈ 𝑄, obţinută utilizând transversala 

𝑇 = {(1,1), (2,2), (3,3)} este următoarea: 

∘ 1 2 3 𝜉 

1 𝜉 1 3 2 

2 1 𝜉 2 3 

3 3 2 𝜉 1 

𝜉 2 3 1 𝜉 

Derivata recursivă de ordinul 1 a prelungirii (𝑄′,∘): 

∘
1
 1 2 3 𝜉 

1 2 1 𝜉 3 

2 𝜉 3 2 1 

3 3 𝜉 1 2 

𝜉 1 2 3 𝜉 

este un quasigrup, deci (𝑄′,∘) este recursiv 1-derivabil. 

Metoda de prelungire a lui Belousov utilizează o transversală arbitrară a tablei Cayley, nu 

neapărat una de pe diagonala principală. Fie că {(𝑥, 𝜃(𝑥))  |  𝑥 ∈ 𝑄}, unde 𝜃 ∈ 𝑆𝑄, este o transversală 

a unui quasigrup finit (𝑄,⋅). Atunci funcția 𝜃′:𝑄 → 𝑄, 𝜃′(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝜃(𝑥) este o bijecţie. Conform 

metodei lui Belousov, prelungirea (𝑄′,∘), unde 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉}, 𝜉 ∈ 𝑄, este definită în felul următor:  

 𝑥 ∘ 𝑦 =

{
 
 

 
 
𝑥 ⋅ 𝑦  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 ≠ 𝜃(𝑥)  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜃(𝑥)  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃′(𝜃−1(𝑦))  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝜉  ș𝑖  𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃′(𝑥)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜉  ș𝑖  𝑥 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦 = 𝜉.

 (3.3) 

Observăm că dacă θ′ este o bijecţie, atunci (Q′,∘) este un quasigrup cu următoarea tablă Cayley: 
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∘ … 𝜃(𝑥) … 𝑦 … 𝜉 

… … … … … … … 

𝑥 … 𝜃′(𝑥) … 𝑥 ⋅ 𝑦 … 𝜃′(𝑥) 

… … … … … … … 

𝜉 … … … 𝜃′(𝜃−1(𝑥)) … 𝜉 

Tabelul 3.3 

Propoziția 3.1.2. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup finit şi 𝜃 ∈ 𝑆𝑄  astfel încât 𝜃′:𝑄 → 𝑄, 𝜃′(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝜃(𝑥) 

este o bijecţie. Atunci derivata recursivă (𝑄′,∘
1
) a prelungirii (𝑄′,∘) dată în (3.3) este următoarea:  

 𝑥 ∘
1
𝑦 =

{
 
 
 

 
 
 
𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 ≠ 𝜃(𝑥 ⋅ 𝑦), 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥)  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜃(𝑥 ⋅ 𝑦), 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥)  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃′(𝜃(𝑥))  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜃(𝑥)  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝑦 ⋅ 𝜃′(𝜃−1(𝑦))  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 ≠ 𝜃(𝜃′(𝜃−1(𝑦))), 𝑥 = 𝜉  ș𝑖  𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜃(𝜃′(𝜃−1(𝑦))), 𝑥 = 𝜉  ș𝑖  𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃′(𝜃−1(𝜃′(𝑥)))  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜉  ș𝑖  𝑥 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦 = 𝜉.

 (3.4) 

Demonstrație. Într-adevăr (3.4) rezultă din (3.3), utilizând definiţia derivatei recursive  𝑥 ∘
1
𝑦 = 𝑦 ∘

(𝑥 ∘ 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. □ 

Dacă y = θ(θ′(θ−1(y))), unde y ∈ Q, atunci ξ ∘
1
y = ξ = ξ ∘

1
ξ, deci (Q′,∘

1
) nu este un quasigrup.  

Acum, utilizând (3.4) obţinem următoarea afirmaţie.  

Lema 3.1.2. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup finit, fie 𝜃 ∈ 𝑆𝑄 astfel încât 𝜃′: 𝑄 ↦ 𝑄, 𝜃′(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝜃(𝑥) este 

o bijecţie şi fie 𝑦 ≠ 𝜃(𝜃′(𝜃−1(𝑦))), ∀𝑦 ∈ 𝑄. Atunci derivata recursivă (𝑄′,∘
1
) a prelungirii (𝑄′,∘), 

conform metodei lui Belousov, este:  

 𝑥 ∘
1
𝑦 =

{
  
 

  
 
𝑦 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦)  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 ≠ 𝜃(𝑥 ⋅ 𝑦), 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥)  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜃(𝑥 ⋅ 𝑦), 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥)  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃′(𝜃(𝑥))  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜃(𝑥)  ș𝑖  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄;

𝑦 ⋅ 𝜃′(𝜃−1(𝑦))  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝜉  ș𝑖  𝑦 ∈ 𝑄;

𝜃′(𝜃−1(𝜃′(𝑥)))  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜉  ș𝑖  𝑥 ∈ 𝑄;

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑥 = 𝑦 = 𝜉.

 (3.5) 

Demonstrație. Demonstraţia rezultă din (3.4) şi condiţia 𝑦 ≠ 𝜃(𝜃′(𝜃−1(𝑦))), ∀𝑦 ∈ 𝑄. □ 

Tabla Cayley a derivatei recursive (Q′,∘
1
), dată în (3.5), este următoarea:  
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∘
1
 … 𝜃(𝑥) … 𝑦 … 𝜉 

… … … … … … … 

𝑥 … 𝜃′(𝜃(𝑥)) … 𝜔 … 𝜃′ (𝜃−1(𝜃′(𝑥))) 

… … … … … … … 

𝜉 … … … 𝑦 ⋅ 𝜃′(𝜃−1(𝑦)) … 𝜉 

Tabelul 3.4 

unde  

 𝑤 = {
𝑦 ⋅ 𝑥𝑦  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 ≠ 𝜃(𝑥 ⋅ 𝑦), 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥);

𝜉  𝑑𝑎𝑐𝑎̆  𝑦 = 𝜃(𝑥 ⋅ 𝑦), 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥).
  

Teorema 3.1.2. Fie (𝑄,⋅) un quasigrup finit, 𝜃 ∈ 𝑆𝑄 astfel încât funcția 𝜃′:𝑄 ↦ 𝑄, 𝜃′(𝑥) = 𝑥 ⋅

𝜃(𝑥) este o bijecţie şi fie 𝜃−1(𝑦) ≠ 𝜃′(𝜃−1(𝑦)), ∀𝑦 ∈ 𝑄. Atunci prelungirea (𝑄′,∘), obținută prin 

metoda lui Belousov, este recursiv 1-derivabilă dacă şi numai dacă următoarele condiţii au loc:   

    1.  {𝜃−1(𝑦)/𝑦  |  𝑦 ∈ 𝑄} = 𝑄;  

    2.  substituţia 𝑦 ↦ 𝑦 ⋅ 𝜃′(𝜃−1(𝑦)) este o bijecţie în 𝑄;  

    3.  pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄, {𝜃′(𝜃(𝑥)), 𝑦 ⋅ 𝑥𝑦, 𝜃′(𝜃−1(𝜃′(𝑥)))|𝑦 ≠ 𝜃(𝑥 ⋅ 𝑦), 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥), 𝑦 ∈ 𝑄} = 𝑄.  

Demonstrație. Conform metodei lui Belousov, (𝑄′,∘) este un quasigrup, deci ecuaţia 𝑥 ∘
1
𝑎 = 𝑏 ⇔

𝑎 ∘ (𝑥 ∘ 𝑎) = 𝑏 are o soluţie unică în 𝑄′, pentru orice 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄′. Prin urmare liniile din tabla Cayley 

(3.5) sunt permutări ale lui 𝑄′. Elementul 𝜉 apare în celulele (𝑥, 𝑦) cu 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 pentru 𝑦 = 𝜃(𝑥 ⋅

𝑦), 𝑦 ≠ 𝜃(𝑥), adică pentru 𝑥 = 𝜃−1(𝑦)/𝑦. Dacă (𝑄′,∘
1
) este un quasigrup, atunci {𝜃−1(𝑦)/𝑦  |  𝑦 ∈

𝑄} = 𝑄. Conform Tabelului 3.4, linia lui 𝜉 este o permutare a lui 𝑄′ dacă şi numai dacă funcţia 𝑦 ↦

𝑦 ⋅ 𝜃′(𝜃−1(𝑦)) este o bijecţie peste 𝑄. În final, linia lui 𝑥 ∈ 𝑄 în Tabelul 3.4, este o permutare a lui 

𝑄′ dacă şi numai dacă condiţia a 3-a este îndeplinită. □ 
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Exemplul 3.1.2. Considerăm quasigrupul (𝑄,⋅), dat de tabla: 

⋅ 1 2 3 

1 2 3 1 

2 1 2 3 

3 3 1 2 

Prelungirea (Q′,∘), unde 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉}, 𝜉 ∈ 𝑄, obţinută utilizând transversala 

T = {(1,2), (2,1), (3,3)} este următoarea: 

∘ 1 2 3 𝜉 

1 2 𝜉 1 3 

2 𝜉 2 3 1 

3 3 1 𝜉 2 

𝜉 1 3 2 𝜉 

Derivata recursivă de ordinul 1 a prelungirii (𝑄′,∘): 

∘
1
 1 2 3 𝜉 

1 𝜉 1 3 2 

2 3 2 𝜉 1 

3 1 𝜉 2 3 

𝜉 2 3 1 𝜉 

este un quasigrup, deci (𝑄′,∘) este recursiv 1-derivabil. 

 

3.2. Metoda de prelungire a quasigrupurilor prin utilizarea a două trasversale care  se 

intersectează într-o singură celulă 

După cum am menționat anterior, prin “prelungire” a unui quasigrup finit înțelegem un proces 

de extindere a quasigrupului prin adăugarea unuia sau mai multor elemente noi şi redefinirea operaţiei 

pentru a obține un quasigrup nou de ordin mai mare. În acest paragraf vom considera o metodă de 

construcție a prelungirilor unui quasigrup finit prin utilizarea a două trasversale (ale tablei Cayley a 

quasigrupului) care se intersectează într-un singur punct. Amintim că transversală (obișnuită) a unui 
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pătrat latin de ordinul 𝑛 este un set din 𝑛 celule luate câte una din fiecare linie și fiecare coloană, în 

care elementele sunt distincte două câte două. În acest paragraf vom utiliza noțiunea mai generală de 

transversală liberă, definită mai jos. 

Definița 3.2.1. Numim transversală liberă a unui pătrat latin 𝐿 de ordinul n, orice set din n celule 

luate exact câte una din fiecare linie și din fiecare coloană ale lui 𝐿. 

Propoziția 3.2.1. Un pătrat latin de ordinul 𝑛 poate avea cel mult 𝑛 − 2 transversale obișnuite 

care se intersectează într-un singur punct, fiind disjuncte 2 câte două în celelalte puncte.  

Demonstrație. Fie că într-un pătrat latin de ordinul 𝑛 am fixat 𝑛 − 2 transversale (obișnuite) care se 

intersectează într-o singură celulă şi fie coordonatele acestei celule (𝑥, 𝑦). 

Notăm cu "𝑎" elementul din celula (𝑥, 𝑦). Deoarece 𝑛 − 2 transversale au exact un punct comun 

(punctul din celula (𝑥, 𝑦)), fiind disjuncte 2 câte două în celelalte puncte, pentru construcţia celei de-

a 𝑛 − 1 transversale în fiecare linie diferită de 𝑥 şi fiecare coloană diferită de 𝑦 vom avea câte 2 

celule, în una dintre care este elementul "𝑎". Cel de-al doilea element se va afla într-o celulă din linia 

lui 𝑥 sau coloana lui 𝑦, respectiv. Prin urmare nu vom putea construi o nouă transversală deoarece s-

ar repeta sau elementul "𝑎" sau elementele ar fi din aceeaşi linie (sau coloană). □ 

Corolarul 3.2.1. Nu există pătrate latine de ordinul 3 cu 2 transversale care să se intersecteze  exact 

într-un punct.  

Propoziția 3.2.2. Pătratul latin de ordinul patru posedă exact 24 de transversale libere. 

Demonstrație. Fie 𝐿 un pătrat latin de ordinul patru. Orice transversală liberă a pătratului latin 𝐿 are 

exact o celulă în prima linie a lui 𝐿. Fixând o celulă în prima linie a lui 𝐿 găsim toate transversalele 

libere posibile ale lui 𝐿 care conțin această celulă. Observăm (epuizând toate cazurile posibile) că 

pentru fiecare celulă din prima linie a lui 𝐿 există exact șase transversale libere, care conțin celula 

dată. Deci numărul total de transversale libere ale pătratului latin este 24. Aceste transversale libere 

sunt date în schemele de mai jos, fiind marcate în pătrățele:  

                              

                              

𝑇1     𝑇2     𝑇3     𝑇4     𝑇5     𝑇6     

                              
 

                              

                              

𝑇7     𝑇8     𝑇9     𝑇10     𝑇11     𝑇12     
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𝑇13     𝑇14     𝑇15     𝑇16     𝑇17     𝑇18     

                              
 

                              

                              

𝑇19     𝑇20     𝑇21     𝑇22     𝑇23     𝑇24     

                              

Figura 3.1 

Corolarul 3.2.2. Orice pătrat latin de ordinul patru posedă exact 576 de transversale (obișnuite). 

Demonstrație. Celulele fiecăreia dintre cele 24 de transversale libere ale unui pătrat latin de ordinul 4 

pot fi completate în câte 4! moduri cu elementele mulțimii pe care este definit acest pătrat latin. □ 

Propoziția 3.2.3. În orice pătrat latin de ordinul patru există exact 96 de perechi de transversale 

libere care se intersectează exact într-o celulă. 

Demonstrație. Cele 96 de perechi de transversale libere care se intersectează într-o singură celulă ale 

unui pătrat latin 𝐿 de ordinul 4 se obțin analizând cele 24 de transversale libere ale pătratului latin 𝐿. 

Perechile de transversale sunt indicate mai jos, în Figura 3.2. Notația 𝑇𝑖,𝑗 se referă la perechea de 

transversale (𝑇𝑖 ,𝑇𝑗), unde transversalele 𝑇𝑖 și 𝑇𝑗 sunt date în Figura 3.1. 

                              

                              

𝑇1,4     𝑇1,5     𝑇2,3     𝑇2,6     𝑇3,6     𝑇4,5     

                              

 

                              

                              

𝑇7,10     𝑇7,11     𝑇8,9     𝑇8,12     𝑇9,12     𝑇10,11     

                              

 

                              

                              

𝑇13,16     𝑇13,17     𝑇14,15     𝑇14,18     𝑇15,18     𝑇16,17     

                              

 

                              

                              

𝑇19,22     𝑇19,23     𝑇20,21     𝑇20,24     𝑇21,24     𝑇22,23     
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𝑇7,14     𝑇7,19     𝑇8,13     𝑇8,20     𝑇13,20     𝑇14,19     

                              
 

                              

                              

𝑇1,16     𝑇1,21     𝑇2,15     𝑇2,22     𝑇15,22     𝑇16,21     

                              
 

                              

                              

𝑇3,10     𝑇3,23     𝑇4,9     𝑇4,24     𝑇9,24     𝑇10,23     

                              

 

                              

                              

𝑇5,12     𝑇5,17     𝑇6,11     𝑇6,18     𝑇11,18     𝑇12,17     

                              

 

                              

                              

𝑇9,21     𝑇9,17     𝑇11,15     𝑇11,23     𝑇15,23     𝑇17,21     

                              

 

                              

                              

𝑇3,18     𝑇3,19     𝑇5,13     𝑇5,24     𝑇13,24     𝑇18,19     

                              

 

                              

                              

𝑇1,12     𝑇1,20     𝑇6,7     𝑇6,22     𝑇7,22     𝑇12,20     

                              

 

                              

                              

𝑇2,10     𝑇2,14     𝑇4,8     𝑇4,16     𝑇8,16     𝑇10,14     

                              

 

                              

                              

𝑇10,18     𝑇10,22     𝑇12,16     𝑇12,24     𝑇16,24     𝑇18,22     
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𝑇4,17     𝑇4,20     𝑇6,14     𝑇6,23     𝑇14,23     𝑇17,20     

                              

 

                              

                              

𝑇2,11     𝑇2,19     𝑇5,8     𝑇5,21     𝑇8,21     𝑇11,19     

                              

 

                              

                              

𝑇1,9     𝑇1,13     𝑇3,7     𝑇3,15     𝑇7,15     𝑇9,13     

                              

Figura 3.2 

□ 

Corolarul 3.2.3. În orice pătrat latin de ordinul patru există exact 13824 de perechi de transversale 

obișnuite care se intersectează exact într-o celulă. 

Demonstrație. Fixând una din două transversale, putem completa celulele ei în 4! moduri. Atunci 

celulele trasnversalei a 2-a (care se intersectează cu prima exact într-o celulă) pot fi completate în 3! 

moduri. Prin urmare, există în total 96 ⋅ 4! ⋅ 3! = 13824 perechi de transversale obișnuite, care au o 

singură celulă comună.      □ 

Fie (𝑄,⋅) un quasigrup finit de ordinul 𝑞 și fie că tabla Cayley a quasigrupului (𝑄,⋅) conține 

2 transversale 𝑇1 și 𝑇2, care au o singură celulă comună, aflată la intersecția liniei elementului 𝑥 cu 

coloana elementului 𝑦 . Notăm elementul din celula comună a transversalelor 𝑇1  și 𝑇2  cu 𝑎 . 

Considerăm acum mulțimea 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝜉1, 𝜉2}, unde 𝜉1, 𝜉2 ∉ 𝑄. Pe mulțimea 𝑄 ′ definim operația ∘ 

în felul următor: completăm celulele, diferite de celula comună, ale unei transversale cu 𝜉1, iar ale 

celeilalte cu 𝜉2. Elementele din celulele celor două transversale, cu excepția elementului din celula 

comună, le transferăm păstrând ordinea lor, în celulele liniei și, respectiv, a coloanei elementelor 𝜉1 

și 𝜉2. Celulele rămase în linia elementului 𝑥, coloana elementului 𝑦  și la intersecția liniilor și a 

coloanelor elementelor 𝜉1 și 𝜉2 pot fi completate în mai multe moduri posibile, însă, urmând această 

metodă, există exact 12 posibilități de prelungire a quasigrupului 𝑄 prin adjuncția a două elemente 

noi și prin utilizarea a 2 transversale care se intersectează exact într-o celulă. Aceste posibilități sunt 

ilustrate în schemele de mai jos: 
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 ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2   ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

I. 𝑥0 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2  II. 𝑥0 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1   𝜉1 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎 

 𝜉2 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎   𝜉2 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1 
 

 ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2   ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

III. 𝑥0 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎  IV. 𝑥0 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1   𝜉1 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2 

 𝜉2 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2   𝜉2 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1 
 

 ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2   ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

V. 𝑥0 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1  VI. 𝑥0 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2   𝜉1 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎 

 𝜉2 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎   𝜉2 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2 
 

 ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2   ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

VII. 𝑥0 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎  VIII. 𝑥0 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2   𝜉1 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1 

 𝜉2 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1   𝜉2 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2 
 

 ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2   ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

IX. 𝑥0 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2  X. 𝑥0 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎   𝜉1 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1 

 𝜉2 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1   𝜉2 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎 
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 ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2   ∘ … … 𝑦0  … … 𝜉1 𝜉2 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

XI. 𝑥0 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1  XII. 𝑥0 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 … … … … … … … …   … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎   𝜉1 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2 

 𝜉2 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2   𝜉2 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎 

Figura 3.3 

Propoziția 3.2.4. Șase prelungiri din cele 12 posibile (Cazurile I, IV, VI, VII, X, XI), prin adjuncția a 

două elemente noi și utilizând două trasversale care se intersectează exact într-o celulă, nu sunt 

recursiv 1-derivabile. 

Demonstrație. Considerăm pe rând cele 6 cazuri. 

Cazul I. 

 ∘ … … 𝑦0 … … 𝜉1 𝜉2 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝑥0 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1 
 𝜉2 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎 

Observăm că 𝜉1 ∘
1
𝜉1 = 𝜉1 ∘ (𝜉1 ∘ 𝜉1) = 𝜉1 ∘ 𝜉2 = 𝜉1  și 𝜉1 ∘

1
𝜉2 = 𝜉2 ∘ (𝜉1 ∘ 𝜉2) = 𝜉2 ∘ 𝜉1 = 𝜉1 , prin 

urmare, în acest caz (𝑄′,∘
1
) nu este un quasigrup. 

Cazul IV. 

 ∘ … … 𝑦0 … … 𝜉1 𝜉2 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝑥0 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎 

 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2 
 𝜉2 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1 

Avem: 𝜉1 ∘
1
𝜉1 = 𝜉1 ∘ (𝜉1 ∘ 𝜉1) = 𝜉1 ∘ 𝜉1 = 𝜉1 și 𝜉1 ∘

1
𝜉2 = 𝜉2 ∘ (𝜉1 ∘ 𝜉2) = 𝜉2 ∘ 𝜉2 = 𝜉1, deci ∘

1
 nu 

este operație de quasigrup. 
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Cazul VI. 

 ∘ … … 𝑦0 … … 𝜉1 𝜉2 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝑥0 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎 

 𝜉2 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2 

Deoarece 𝜉2 ∘
1
𝜉1 = 𝜉1 ∘ (𝜉2 ∘ 𝜉1) = 𝜉1 ∘ 𝜉1 = 𝜉2  și 𝜉2 ∘

1
𝜉2 = 𝜉2 ∘ (𝜉2 ∘ 𝜉2) = 𝜉2 ∘ 𝜉2 = 𝜉2, operația 

∘
1
 nu este operație de quasigrup. 

Cazul VII. 

 ∘ … … 𝑦0 … … 𝜉1 𝜉2 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝑥0 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎 

 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2 
 𝜉2 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1 

Observăm că 𝜉2 ∘
1
𝜉1 = 𝜉1 ∘ (𝜉2 ∘ 𝜉1) = 𝜉1 ∘ 𝜉2 = 𝜉2 și 𝜉2 ∘

1
𝜉2 = 𝜉2 ∘ (𝜉2 ∘ 𝜉2) = 𝜉2 ∘ 𝜉1 = 𝜉2, prin 

urmare operația ∘
1
 nu este operație de quasigrup. 

Cazul X. 

 ∘ … … 𝑦0 … … 𝜉1 𝜉2 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝑥0 … … 𝑎 … … 𝜉1 𝜉2 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝜉2 … … 𝑎 𝜉1 
 𝜉2 … … 𝜉1 … … 𝜉2 𝑎 

 

Pentru această construcție avem: 

𝑥0 ∘
1
𝜉
1
= 𝜉

1
∘ (𝑥0 ∘ 𝜉1) = 𝜉1 ∘ 𝜉1 = 𝑎 și 𝑥0 ∘

1
𝜉
2
= 𝜉

2
∘ (𝑥0 ∘ 𝜉2)= 𝜉2 ∘ 𝜉2 = 𝑎 

prin urmare, operația ∘
1
 nu este operație de quasigrup. 
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Cazul XI. 

 ∘ … … 𝑦0 … … 𝜉1 𝜉2 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝑥0 … … 𝑎 … … 𝜉2 𝜉1 
 … … … … … … … … 

 … … … … … … … … 

 𝜉1 … … 𝜉2 … … 𝜉1 𝑎 

 𝜉2 … … 𝜉1 … … 𝑎 𝜉2 

Observăm că 𝑥0 ∘
1
𝜉
1
= 𝜉

1
∘ (𝑥0 ∘ 𝜉1) = 𝜉1 ∘ 𝜉2 = 𝑎  și 𝑥0 ∘

1
𝜉
2
= 𝜉

2
∘ (𝑥0 ∘ 𝜉2)= 𝜉2 ∘ 𝜉1 = 𝑎 , deci 

(𝑄′,∘
1
) nu este un quasigrup. 

Problema 3.2.1. Pot oare prelungirile unui quasigrup recursiv 1-derivabil, obținute prin utilizarea a 

două trasversale care se intersectează exact într-o celulă, să fie recursiv 1-derivabile? 

Conform Propoziției 3.2.4, pentru soluționarea Problemei 3.2.1 este suficient de cercetat doar șase 

modalități de astfel de prelungiri (cazurile II, III, V, VIII, IX, XII) . În paragraful următor vom cerceta 

derivabilitatea recursivă a prelungirilor de acest tip a quasigrupurilor de ordinul 5.  

3.3. Prelungirea quasigrupurilor de ordinul cinci prin utilizarea a două transversale care se 

intersectează într-o singură celulă 

Considerăm prelungirile quasigrupurilor finite, de ordinul 5, prin metoda propusă în paragraful 

precedent, deci prin adjuncția a două elemente noi și utilizarea a două transversale care se 

intersectează exact într-o singură celulă. 

Pentru aceasta evaluăm toate cazurile posibile de intersecţie într-un punct a 2 transversale, una pe 

diagonala principală, iar alta arbitrară. Arătăm cu ajutorul schemelor acest lucru. 

Propoziția 3.3.1. Într-un pătrat latin L de ordinul 5 există 45 de perechi de trasversale libere, una 

din ele fiind diagonala principală a lui L, fiecare pereche de transversale având câte o singură celulă 

comună.  

Demonstrație. Fie T transversala liberă aflată pe diagonala principală (marcată în albastru) a lui 𝐿. 

Atunci există următoarele 45 de configurații posibile pentru cea de-a 2 trasversală liberă (marcată în 

roșu), care are o singură celulă comună (colorată în roșu) cu T:  
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1.      2.      3.      4.      5.      

                              

                              

 

                              

                              

6.      7.      8.      9.      10.      

                              

                              
 

                              

                              

11.      12.      13.      14.      15.      

                              

                              

 

                              

                              

16.      17.      18.      19.      20.      

                              

                              

 

                              

                              

21.      22.      23.      24.      25.      

                              

                              
 

                              

                              

26.      27.      28.      29.      30.      

                              

                              

 

                              

                              

31.      32.      33.      34.      35.      

                              

                              

 

                              

                              

36.      37.      38.      39.      40.      

                              

                              

 
 



92 
 

 

                              

                              

41.      42.      43.      44.      45.      

                              

                              

Figura 3.4 

Propoziția 3.3.2. Există exact 48 de pătrate latine de ordinul 5, care posedă 2 transversale ce se 

intersectează îtr-o singură celulă, una din aceste transversale fiind diagonala principală, cu ordinea 

fixată a elementelor. 

Demonstrație. Notăm cu 𝑆  cea de-a doua transversală, iar cu 𝑇  transversala de pe diagonala 

principală. Fie că ordinea elementelor în celulele (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) ale transversalei 𝑇 

este, respectiv, 1, 2, 3, 4, 5. Sunt considerate toate cazurile posibile pentru a doua transversală 𝑆, 

astfel încât 𝑆 și 𝑇 să aibă o singură celulă comună. Obținem că există exact 48 de pătrate latine 

diferite, de ordinul 5, care posedă transversala 𝑇 pe diagonala principală. Aceste pătrate latine sunt 

prezentate mai jos, în Figura 3.5, unde cu " ∗ "  sunt menționate pătratele latine care corespund 

quasigrupurilor recursiv 1-derivabile. 

 

 𝐿1
∗  𝐿2

∗  𝐿3
∗  𝐿4

∗   𝐿5     

 1 3 5 2 4  1 3 5 2 4  1 5 4 3 2  1 4 2 5 3  1 4 5 2 3 

 3 2 4 5 1  5 2 4 1 3  4 2 5 1 3  4 2 5 3 1  3 2 4 5 1 

 5 4 3 1 2  4 1 3 5 2  2 1 3 5 4  2 5 3 1 4  2 5 3 1 4 

 2 5 1 4 3  3 5 2 4 1  5 3 2 4 1  5 3 1 4 2  5 3 1 4 2 

 4 1 2 3 5  2 4 1 3 5  3 4 1 2 5  3 1 4 2 5  4 1 2 3 5 
 

 𝐿6  𝐿7
∗  𝐿8

∗  𝐿9
∗   𝐿10

∗     

 1 3 2 5 4  1 4 5 3 2  1 3 2 5 4  1 5 4 2 3  1 3 2 5 4 

 5 2 4 1 3  3 2 4 5 1  5 2 4 3 1  3 2 5 1 4  4 2 5 1 3 

 4 5 3 2 1  2 5 3 1 4  4 5 3 1 2  2 4 3 5 1  5 4 3 2 1 

 3 1 5 4 2  5 1 2 4 3  2 1 5 4 3  5 3 1 4 2  3 5 1 4 2 

 2 4 1 3 5  4 3 1 2 5  3 4 1 2 5  4 1 2 3 5  2 1 4 3 5 
 

 𝐿11  𝐿12  𝐿13
∗  𝐿14

∗   𝐿15
∗     

 1 5 4 3 2  1 3 2 5 4  1 4 5 2 3  1 5 2 3 4  1 3 4 5 2 

 3 2 5 1 4  4 2 5 3 1  5 2 4 3 1  5 2 4 1 3  4 2 5 3 1 

 2 4 3 5 1  5 4 3 1 2  2 1 3 5 4  2 4 3 5 1  5 1 3 2 4 

 5 1 2 4 3  2 5 1 4 3  3 5 1 4 2  3 1 5 4 2  2 5 1 4 3 

 4 3 1 2 5  3 1 4 2 5  4 3 2 1 5  4 3 1 2 5  3 4 2 1 5 

 

 

 

 



93 
 

 

 

 

 

 

 𝐿16
∗  𝐿17

∗  𝐿18
∗  𝐿19   𝐿20

∗     

 1 3 4 5 2  1 4 2 5 3  1 5 4 3 2  1 4 5 2 3  1 4 5 2 3 

 3 2 5 1 4  5 2 1 3 4  3 2 1 5 4  5 2 1 3 4  3 2 1 5 4 

 4 5 3 2 1  4 5 3 2 1  5 4 3 2 1  4 1 3 5 2  4 5 3 1 2 

 5 1 2 4 3  3 1 5 4 2  2 1 5 4 3  3 5 2 4 1  5 3 2 4 1 

 2 4 1 3 5  2 3 4 1 5  4 3 2 1 5  2 3 4 1 5  2 1 4 3 5 
 

 𝐿21
∗  𝐿22  𝐿23

∗  𝐿24
∗   𝐿25     

 1 5 2 3 4  1 5 4 3 2  1 5 4 2 3  1 4 5 3 2  1 3 4 5 2 

 4 2 1 5 3  4 2 1 5 3  5 2 1 3 4  4 2 1 5 3  4 2 5 1 3 

 5 4 3 1 2  5 1 3 2 4  4 1 3 5 2  5 1 3 2 4  5 1 3 2 4 

 2 3 5 4 1  2 3 5 4 1  2 3 5 4 1  3 5 2 4 1  3 5 2 4 1 

 3 1 4 2 5  3 4 2 1 5  3 4 2 1 5  2 3 4 1 5  2 4 1 3 5 
 

 𝐿26  𝐿27  𝐿28  𝐿29   𝐿30     

 1 5 4 2 3  1 4 5 3 2  1 3 5 2 4  1 5 2 3 4  1 4 2 5 3 

 3 2 1 5 4  3 2 1 5 4  5 2 4 3 1  4 2 5 1 3  5 2 4 3 1 

 5 4 3 1 2  4 5 3 2 1  4 1 3 5 2  2 4 3 5 1  2 5 3 1 4 

 2 3 5 4 1  5 1 2 4 3  2 5 1 4 3  5 3 1 4 2  3 1 5 4 2 

 4 1 2 3 5  2 3 4 1 5  3 4 2 1 5  3 1 4 2 5  4 3 1 2 5 
 

 𝐿31  𝐿32  𝐿33  𝐿34   𝐿35     

 1 4 5 3 2  1 4 2 5 3  1 5 4 2 3  1 5 2 3 4  1 3 5 2 4 

 5 2 4 1 3  5 2 1 3 4  4 2 5 3 1  4 2 1 5 3  3 2 4 5 1 

 2 1 3 5 4  4 5 3 1 2  2 1 3 5 4  5 4 3 2 1  4 5 3 1 2 

 3 5 2 4 1  2 3 5 4 1  5 3 1 4 2  3 1 5 4 2  5 1 2 4 3 

 4 3 1 2 5  3 1 4 2 5  3 4 2 1 5  2 3 4 1 5  2 4 1 3 5 
 

 𝐿36  𝐿37  𝐿38  𝐿39   𝐿40     

 1 3 4 5 2  1 3 4 5 2  1 3 5 2 4  1 5 4 2 3  1 5 2 3 4 

 3 2 5 1 4  5 2 1 3 4  5 2 4 1 3  3 2 5 1 4  3 2 4 5 1 

 5 4 3 2 1  4 5 3 2 1  2 4 3 5 1  4 1 3 5 2  5 4 3 1 2 

 2 5 1 4 3  2 1 5 4 3  3 5 1 4 2  5 3 2 4 1  2 1 5 4 3 

 4 1 2 3 5  3 4 2 1 5  4 1 2 3 5  2 4 1 3 5  4 3 1 2 5 
 

 𝐿41  𝐿42  𝐿43  𝐿44   𝐿45     

 1 4 2 5 3  1 4 5 3 2  1 3 4 5 2  1 3 5 2 4  1 4 5 3 2 

 4 2 5 3 1  4 2 1 5 3  4 2 5 3 1  4 2 1 5 3  3 2 4 5 1 

 5 1 3 2 4  2 5 3 1 4  2 5 3 1 4  5 4 3 1 2  5 1 3 2 4 

 3 5 1 4 2  5 3 2 4 1  5 1 2 4 3  3 5 2 4 1  2 5 1 4 3 

 2 3 4 1 5  3 1 4 2 5  3 4 1 2 5  2 1 4 3 5  4 3 2 1 5 
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   𝐿46  𝐿47  𝐿48        

       1 4 2 5 3  1 5 2 3 4  1 5 4 2 3       

       3 2 5 1 4  5 2 4 1 3  5 2 1 3 4       

       4 5 3 2 1  4 1 3 5 2  2 4 3 5 1       

       5 3 1 4 2  2 3 5 4 1  3 1 5 4 2       

       2 1 4 3 5  3 4 1 2 5  4 3 2 1 5       

Figura 3.5 

Cele 240 de perechi de transversale (𝑇, 𝑆), ce se intersectează într-o singură celulă, care există 

în pătratele latine 𝐿1− 𝐿48, sunt date în Figura 3.6. Menționăm că unele transversale 𝑆 conțin același 

set de celule, însă ordinea elementelor în aceste celule e diferită, deci prelungirile construite cu aceste 

240 de perechi de transversale vor fi diferite două câte două. 

 

 1.1.∗  1.2.∗  1.3.∗  1.4.∗   2.1.     

 1 3 5 2 4  1 3 5 2 4  1 5 4 3 2  1 4 2 5 3  1 4 5 2 3 

 3 2 4 5 1  5 2 4 1 3  4 2 5 1 3  4 2 5 3 1  3 2 4 5 1 

 5 4 3 1 2  4 1 3 5 2  2 1 3 5 4  2 5 3 1 4  2 5 3 1 4 

 2 5 1 4 3  3 5 2 4 1  5 3 2 4 1  5 3 1 4 2  5 3 1 4 2 

 4 1 2 3 5  2 4 1 3 5  3 4 1 2 5  3 1 4 2 5  4 1 2 3 5 
 

 2.2.  2.3.∗  2.4.∗  2.5.∗   2.6.∗     

 1 3 2 5 4  1 4 5 3 2  1 3 2 5 4  1 5 4 2 3  1 3 2 5 4 

 5 2 4 1 3  3 2 4 5 1  5 2 4 3 1  3 2 5 1 4  4 2 5 1 3 

 4 5 3 2 1  2 5 3 1 4  4 5 3 1 2  2 4 3 5 1  5 4 3 2 1 

 3 1 5 4 2  5 1 2 4 3  2 1 5 4 3  5 3 1 4 2  3 5 1 4 2 

 2 4 1 3 5  4 3 1 2 5  3 4 1 2 5  4 1 2 3 5  2 1 4 3 5 
 

 2.7.  2.8.  3.1.∗  3.2.∗   3.3.∗     

 1 5 4 3 2  1 3 2 5 4  1 4 5 2 3  1 5 2 3 4  1 3 4 5 2 

 3 2 5 1 4  4 2 5 3 1  5 2 4 3 1  5 2 4 1 3  4 2 5 3 1 

 2 4 3 5 1  5 4 3 1 2  2 1 3 5 4  2 4 3 5 1  5 1 3 2 4 

 5 1 2 4 3  2 5 1 4 3  3 5 1 4 2  3 1 5 4 2  2 5 1 4 3 

 4 3 1 2 5  3 1 4 2 5  4 3 2 1 5  4 3 1 2 5  3 4 2 1 5 
 

 3.4.∗  4.1.∗  4.2.∗  4.3∗   4.4.∗     

 1 3 4 5 2  1 4 2 5 3  1 4 2 5 3  1 5 4 3 2  1 3 5 2 4 

 3 2 5 1 4  4 2 5 3 1  5 2 1 3 4  3 2 1 5 4  3 2 4 5 1 

 4 5 3 2 1  2 5 3 1 4  4 5 3 2 1  5 4 3 2 1  5 4 3 1 2 

 5 1 2 4 3  5 3 1 4 2  3 1 5 4 2  2 1 5 4 3  2 5 1 4 3 

 2 4 1 3 5  3 1 4 2 5  2 3 4 1 5  4 3 2 1 5  4 1 2 3 5 
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 5.1.  5.2.  5.3.∗  5.4∗   5.5.∗     

 1 4 5 2 3  1 3 2 5 4  1 3 4 5 2  1 4 5 2 3  1 4 5 2 3 

 5 2 1 3 4  4 2 5 3 1  4 2 5 3 1  5 2 4 3 1  3 2 1 5 4 

 4 1 3 5 2  5 4 3 1 2  5 1 3 2 4  2 1 3 5 4  4 5 3 1 2 

 3 5 2 4 1  2 5 1 4 3  2 5 1 4 3  3 5 1 4 2  5 3 2 4 1 

 2 3 4 1 5  3 1 4 2 5  3 4 2 1 5  4 3 2 1 5  2 1 4 3 5 
 

 5.6.∗  5.7.  5.8.  6.1∗   6.2∗     

 1 5 2 3 4  1 5 4 3 2  1 4 5 2 3  1 5 4 2 3  1 3 2 5 4 

 4 2 1 5 3  4 2 1 5 3  3 2 4 5 1  5 2 1 3 4  5 2 4 3 1 

 5 4 3 1 2  5 1 3 2 4  2 5 3 1 4  4 1 3 5 2  4 5 3 1 2 

 2 3 5 4 1  2 3 5 4 1  5 3 1 4 2  2 3 5 4 1  2 1 5 4 3 

 3 1 4 2 5  3 4 2 1 5  4 1 2 3 5  3 4 2 1 5  3 4 1 2 5 
 

 6.3.∗  6.4.∗  7.1.∗  7.2.∗   7.3.∗     

 1 4 5 3 2  1 4 5 3 2  1 5 2 3 4  1 5 2 3 4  1 3 4 5 2 

 4 2 1 5 3  3 2 4 5 1  5 2 4 1 3  4 2 1 5 3  3 2 5 1 4 

 5 1 3 2 4  2 5 3 1 4  2 4 3 5 1  5 4 3 1 2  4 5 3 2 1 

 3 5 2 4 1  5 1 2 4 3  3 1 5 4 2  2 3 5 4 1  5 1 2 4 3 

 2 3 4 1 5  4 3 1 2 5  4 3 1 2 5  3 1 4 2 5  2 4 1 3 5 
 

 7.4.∗  8.1.∗  8.2∗  8.3.∗   8.4.∗     

 1 4 5 2 3  1 4 5 3 2  1 3 2 5 4  1 5 4 2 3  1 5 4 2 3 

 3 2 1 5 4  4 2 1 5 3  4 2 5 1 3  3 2 5 1 4  5 2 1 3 4 

 4 5 3 1 2  5 1 3 2 4  5 4 3 2 1  2 4 3 5 1  4 1 3 5 2 

 5 3 2 4 1  3 5 2 4 1  3 5 1 4 2  5 3 1 4 2  2 3 5 4 1 

 2 1 4 3 5  2 3 4 1 5  2 1 4 3 5  4 1 2 3 5  3 4 2 1 5 
 

 9.1.  9.2.  9.3.∗  9.4.∗   9.5.∗     

 1 5 4 3 2  1 3 2 5 4  1 5 4 3 2  1 3 5 2 4  1 5 4 3 2 

 4 2 1 5 3  5 2 4 1 3  4 2 5 1 3  5 2 4 1 3  3 2 1 5 4 

 5 1 3 2 4  4 5 3 2 1  2 1 3 5 4  4 1 3 5 2  5 4 3 2 1 

 2 3 5 4 1  3 1 5 4 2  5 3 2 4 1  3 5 2 4 1  2 1 5 4 3 

 3 4 2 1 5  2 4 1 3 5  3 4 1 2 5  2 4 1 3 5  4 3 2 1 5 
 

 9.6.∗  9.7.  9.8.  10.1.∗   10.2.∗     

 1 4 2 5 3  1 5 4 3 2  1 4 5 2 3  1 3 4 5 2  1 5 4 2 3 

 5 2 1 3 4  3 2 5 1 4  5 2 1 3 4  3 2 5 1 4  3 2 5 1 4 

 4 5 3 2 1  2 4 3 5 1  4 1 3 5 2  4 5 3 2 1  2 4 3 5 1 

 3 1 5 4 2  5 1 2 4 3  3 5 2 4 1  5 1 2 4 3  5 3 1 4 2 

 2 3 4 1 5  4 3 1 2 5  2 3 4 1 5  2 4 1 3 5  4 1 2 3 5 
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 10.3.∗  10.4.∗  11.1.∗  11.2.∗   11.3.∗     

 1 4 5 3 2  1 4 5 2 3  1 5 4 3 2  1 5 4 2 3  1 4 5 3 2 

 4 2 1 5 3  5 2 4 3 1  4 2 5 1 3  5 2 1 3 4  3 2 4 5 1 

 5 1 3 2 4  2 1 3 5 4  2 1 3 5 4  4 1 3 5 2  2 5 3 1 4 

 3 5 2 4 1  3 5 1 4 2  5 3 2 4 1  2 3 5 4 1  5 1 2 4 3 

 2 3 4 1 5  4 3 2 1 5  3 4 1 2 5  3 4 2 1 5  4 3 1 2 5 
 

 11.4.∗  12.1.  12.2.  12.3.∗   12.4.∗     

 1 3 5 2 4  1 3 4 5 2  1 5 4 2 3  1 3 4 5 2  1 5 4 3 2 

 3 2 4 5 1  4 2 5 1 3  3 2 1 5 4  4 2 5 3 1  3 2 1 5 4 

 5 4 3 1 2  5 1 3 2 4  5 4 3 1 2  5 1 3 2 4  5 4 3 2 1 

 2 5 1 4 3  3 5 2 4 1  2 3 5 4 1  2 5 1 4 3  2 1 5 4 3 

 4 1 2 3 5  2 4 1 3 5  4 1 2 3 5  3 4 2 1 5  4 3 2 1 5 
 

 12.5.∗  12.6.∗  12.7.  12.8.   13.1.∗     

 1 3 5 2 4  1 4 5 2 3  1 4 5 3 2  1 3 5 2 4  1 3 4 5 2 

 5 2 4 1 3  3 2 1 5 4  3 2 1 5 4  5 2 4 3 1  3 2 5 1 4 

 4 1 3 5 2  4 5 3 1 2  4 5 3 2 1  4 1 3 5 2  4 5 3 2 1 

 3 5 2 4 1  5 3 2 4 1  5 1 2 4 3  2 5 1 4 3  5 1 2 4 3 

 2 4 1 3 5  2 1 4 3 5  2 3 4 1 5  3 4 2 1 5  2 4 1 3 5 
 

 13.2.∗  13.3.∗  13.4.∗  14.1.   14.2.     

 1 3 2 5 4  1 4 5 3 2  1 5 2 3 4  1 4 5 3 2  1 5 2 3 4 

 5 2 4 3 1  4 2 1 5 3  4 2 1 5 3  3 2 1 5 4  4 2 5 1 3 

 4 5 3 1 2  5 1 3 2 4  5 4 3 1 2  4 5 3 2 1  2 4 3 5 1 

 2 1 5 4 3  3 5 2 4 1  2 3 5 4 1  5 1 2 4 3  5 3 1 4 2 

 3 4 1 2 5  2 3 4 1 5  3 1 4 2 5  2 3 4 1 5  3 1 4 2 5 
 

 14.3.∗  14.4.∗  14.5.∗  14.6.∗   14.7.     

 1 4 5 3 2  1 5 4 3 2  1 3 2 5 4  1 4 2 5 3  1 3 4 5 2 

 3 2 4 5 1  4 2 5 1 3  4 2 5 1 3  5 2 1 3 4  4 2 5 1 3 

 2 5 3 1 4  2 1 3 5 4  5 4 3 2 1  4 5 3 2 1  5 1 3 2 4 

 5 1 2 4 3  5 3 2 4 1  3 5 1 4 2  3 1 5 4 2  3 5 2 4 1 

 4 3 1 2 5  3 4 1 2 5  2 1 4 3 5  2 3 4 1 5  2 4 1 3 5 
 

 14.8.  15.1.∗  15.2.∗  15.3.∗   15.4.∗     

 1 4 2 5 3  1 3 4 5 2  1 4 2 5 3  1 5 4 3 2  1 5 2 3 4 

 5 2 4 3 1  4 2 5 3 1  4 2 5 3 1  3 2 1 5 4  5 2 4 1 3 

 2 5 3 1 4  5 1 3 2 4  2 5 3 1 4  5 4 3 2 1  2 4 3 5 1 

 3 1 5 4 2  2 5 1 4 3  5 3 1 4 2  2 1 5 4 3  3 1 5 4 2 

 4 3 1 2 5  3 4 2 1 5  3 1 4 2 5  4 3 2 1 5  4 3 1 2 5 
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 16.1.∗  16.2.∗  16.3.∗  16.4.∗   17.1.∗     

 1 4 2 5 3  1 5 4 2 3  1 3 5 2 4  1 3 2 5 4  1 4 2 5 3 

 5 2 1 3 4  5 2 1 3 4  3 2 4 5 1  4 2 5 1 3  4 2 5 3 1 

 4 5 3 2 1  4 1 3 5 2  5 4 3 1 2  5 4 3 2 1  2 5 3 1 4 

 3 1 5 4 2  2 3 5 4 1  2 5 1 4 3  3 5 1 4 2  5 3 1 4 2 

 2 3 4 1 5  3 4 2 1 5  4 1 2 3 5  2 1 4 3 5  3 1 4 2 5 
 

 17.2.∗  17.3.∗  17.4.∗  18.1.   18.2.     

 1 4 5 2 3  1 5 2 3 4  1 3 5 2 4  1 4 2 5 3  1 5 4 2 3 

 3 2 1 5 4  5 2 4 1 3  5 2 4 1 3  5 2 4 3 1  3 2 1 5 4 

 4 5 3 1 2  2 4 3 5 1  4 1 3 5 2  2 5 3 1 4  5 4 3 1 2 

 5 3 2 4 1  3 1 5 4 2  3 5 2 4 1  3 1 5 4 2  2 3 5 4 1 

 2 1 4 3 5  4 3 1 2 5  2 4 1 3 5  4 3 1 2 5  4 1 2 3 5 
 

 18.3.∗  18.4.∗  18.5.∗  18.6.∗   18.7     

 1 4 5 2 3  1 5 4 2 3  1 3 2 5 4  1 5 2 3 4  1 3 5 2 4 

 5 2 4 3 1  3 2 5 1 4  5 2 4 3 1  4 2 1 5 3  5 2 4 3 1 

 2 1 3 5 4  2 4 3 5 1  4 5 3 1 2  5 4 3 1 2  4 1 3 5 2 

 3 5 1 4 2  5 3 1 4 2  2 1 5 4 3  2 3 5 4 1  2 5 1 4 3 

 4 3 2 1 5  4 1 2 3 5  3 4 1 2 5  3 1 4 2 5  3 4 2 1 5 
 

 18.8.  19.1∗  19.2∗  19.3∗   19.4.∗     

 1 5 2 3 4  1 4 5 3 2  1 4 2 5 3  1 5 4 3 2  1 5 4 2 3 

 4 2 5 1 3  3 2 4 5 1  4 2 5 3 1  3 2 1 5 4  5 2 1 3 4 

 2 4 3 5 1  2 5 3 1 4  2 5 3 1 4  5 4 3 2 1  4 1 3 5 2 

 5 3 1 4 2  5 1 2 4 3  5 3 1 4 2  2 1 5 4 3  2 3 5 4 1 

 3 1 4 2 5  4 3 1 2 5  3 1 4 2 5  4 3 2 1 5  3 4 2 1 5 
 

 20.1.  20.2.  20.3.∗  20.4.∗   20.5.∗     

 1 4 5 3 2  1 4 2 5 3  1 4 5 2 3  1 4 2 5 3  1 5 4 3 2 

 5 2 4 1 3  5 2 1 3 4  5 2 4 3 1  5 2 1 3 4  4 2 5 1 3 

 2 1 3 5 4  4 5 3 1 2  2 1 3 5 4  4 5 3 2 1  2 1 3 5 4 

 3 5 2 4 1  2 3 5 4 1  3 5 1 4 2  3 1 5 4 2  5 3 2 4 1 

 4 3 1 2 5  3 1 4 2 5  4 3 2 1 5  2 3 4 1 5  3 4 1 2 5 
 

 20.6.∗  20.7.  20.8.  21.1.∗   21.2.∗     

 1 5 2 3 4  1 5 4 2 3  1 5 2 3 4  1 5 4 2 3  1 5 2 3 4 

 4 2 1 5 3  4 2 5 3 1  4 2 1 5 3  3 2 5 1 4  5 2 4 1 3 

 5 4 3 1 2  2 1 3 5 4  5 4 3 2 1  2 4 3 5 1  2 4 3 5 1 

 2 3 5 4 1  5 3 1 4 2  3 1 5 4 2  5 3 1 4 2  3 1 5 4 2 

 3 1 4 2 5  3 4 2 1 5  2 3 4 1 5  4 1 2 3 5  4 3 1 2 5 
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 21.3.∗  21.4.∗  22.1.∗  22.2.∗   22.3.∗     

 1 4 5 3 2  1 4 5 2 3  1 5 4 2 3  1 3 5 2 4  1 4 2 5 3 

 4 2 1 5 3  3 2 1 5 4  5 2 1 3 4  5 2 4 1 3  4 2 5 3 1 

 5 1 3 2 4  4 5 3 1 2  4 1 3 5 2  4 1 3 5 2  2 5 3 1 4 

 3 5 2 4 1  5 3 2 4 1  2 3 5 4 1  3 5 2 4 1  5 3 1 4 2 

 2 3 4 1 5  2 1 4 3 5  3 4 2 1 5  2 4 1 3 5  3 1 4 2 5 
 

 22.4.∗  23.1.  23.2.  23.3.∗   23.4.∗     

 1 3 2 5 4  1 5 4 2 3  1 3 5 2 4  1 5 4 2 3  1 4 5 2 3 

 4 2 5 1 3  4 2 5 3 1  3 2 4 5 1  3 2 5 1 4  3 2 1 5 4 

 5 4 3 2 1  2 1 3 5 4  4 5 3 1 2  2 4 3 5 1  4 5 3 1 2 

 3 5 1 4 2  5 3 1 4 2  5 1 2 4 3  5 3 1 4 2  5 3 2 4 1 

 2 1 4 3 5  3 4 2 1 5  2 4 1 3 5  4 1 2 3 5  2 1 4 3 5 
 

 23.5.∗  23.6.∗  23.7.  23.8.   24.1.∗     

 1 3 4 5 2  1 3 2 5 4  1 4 2 5 3  1 3 4 5 2  1 4 5 2 3 

 4 2 5 3 1  5 2 4 3 1  5 2 1 3 4  3 2 5 1 4  5 2 4 3 1 

 5 1 3 2 4  4 5 3 1 2  4 5 3 1 2  5 4 3 2 1  2 1 3 5 4 

 2 5 1 4 3  2 1 5 4 3  2 3 5 4 1  2 5 1 4 3  3 5 1 4 2 

 3 4 2 1 5  3 4 1 2 5  3 1 4 2 5  4 1 2 3 5  4 3 2 1 5 
 

 24.2.∗  24.3.∗  24.4.∗  25.1.∗   25.2.∗     

 1 3 5 2 4  1 3 4 5 2  1 4 2 5 3  1 3 4 5 2  1 4 5 3 2 

 3 2 4 5 1  3 2 5 1 4  5 2 1 3 4  4 2 5 3 1  4 2 1 5 3 

 5 4 3 1 2  4 5 3 2 1  4 5 3 2 1  5 1 3 2 4  5 1 3 2 4 

 2 5 1 4 3  5 1 2 4 3  3 1 5 4 2  2 5 1 4 3  3 5 2 4 1 

 4 1 2 3 5  2 4 1 3 5  2 3 4 1 5  3 4 2 1 5  2 3 4 1 5 
 

 25.3.∗  25.4.∗  26.1.∗  26.2.∗   26.3.∗     

 1 3 2 5 4  1 5 2 3 4  1 5 4 3 2  1 3 4 5 2  1 3 5 2 4 

 5 2 4 3 1  5 2 4 1 3  4 2 5 1 3  3 2 5 1 4  3 2 4 5 1 

 4 5 3 1 2  2 4 3 5 1  2 1 3 5 4  4 5 3 2 1  5 4 3 1 2 

 2 1 5 4 3  3 1 5 4 2  5 3 2 4 1  5 1 2 4 3  2 5 1 4 3 

 3 4 1 2 5  4 3 1 2 5  3 4 1 2 5  2 4 1 3 5  4 1 2 3 5 
 

 26.4.∗  27.1.  27.2.  27.3.∗   27.4.∗     

 1 5 2 3 4  1 4 5 3 2  1 3 4 5 2  1 3 2 5 4  1 3 5 2 4 

 4 2 1 5 3  5 2 4 1 3  3 2 5 1 4  4 2 5 1 3  5 2 4 1 3 

 5 4 3 1 2  2 1 3 5 4  5 4 3 2 1  5 4 3 2 1  4 1 3 5 2 

 2 3 5 4 1  3 5 2 4 1  2 5 1 4 3  3 5 1 4 2  3 5 2 4 1 

 3 1 4 2 5  4 3 1 2 5  4 1 2 3 5  2 1 4 3 5  2 4 1 3 5 
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 27.5.∗  27.6.∗  27.7.  27.8.   28.1.∗     

 1 5 4 3 2  1 4 5 3 2  1 3 5 2 4  1 5 2 3 4  1 3 4 5 2 

 3 2 1 5 4  3 2 4 5 1  3 2 4 5 1  4 2 1 5 3  3 2 5 1 4 

 5 4 3 2 1  2 5 3 1 4  4 5 3 1 2  5 4 3 2 1  4 5 3 2 1 

 2 1 5 4 3  5 1 2 4 3  5 1 2 4 3  3 1 5 4 2  5 1 2 4 3 

 4 3 2 1 5  4 3 1 2 5  2 4 1 3 5  2 3 4 1 5  2 4 1 3 5 
 

 28.2.∗  28.3.∗  28.4.∗  29.1.∗   29.2.∗     

 1 3 2 5 4  1 5 4 2 3  1 5 2 3 4  1 3 4 5 2  1 3 5 2 4 

 4 2 5 1 3  5 2 1 3 4  4 2 1 5 3  4 2 5 3 1  3 2 4 5 1 

 5 4 3 2 1  4 1 3 5 2  5 4 3 1 2  5 1 3 2 4  5 4 3 1 2 

 3 5 1 4 2  2 3 5 4 1  2 3 5 4 1  2 5 1 4 3  2 5 1 4 3 

 2 1 4 3 5  3 4 2 1 5  3 1 4 2 5  3 4 2 1 5  4 1 2 3 5 
 

 29.3.∗  29.4.∗  30.1.  30.2.   30.3.∗     

 1 5 4 3 2  1 5 2 3 4  1 3 4 5 2  1 3 5 2 4  1 5 4 3 2 

 4 2 5 1 3  5 2 4 1 3  5 2 1 3 4  5 2 4 1 3  3 2 1 5 4 

 2 1 3 5 4  2 4 3 5 1  4 5 3 2 1  2 4 3 5 1  5 4 3 2 1 

 5 3 2 4 1  3 1 5 4 2  2 1 5 4 3  3 5 1 4 2  2 1 5 4 3 

 3 4 1 2 5  4 3 1 2 5  3 4 2 1 5  4 1 2 3 5  4 3 2 1 5 
 

 30.4.∗  30.5.∗  30.6.∗  30.7.   30.8.     

 1 5 4 2 3  1 3 2 5 4  1 3 5 2 4  1 5 4 2 3  1 5 2 3 4 

 3 2 5 1 4  5 2 4 3 1  5 2 4 1 3  3 2 5 1 4  3 2 4 5 1 

 2 4 3 5 1  4 5 3 1 2  4 1 3 5 2  4 1 3 5 2  5 4 3 1 2 

 5 3 1 4 2  2 1 5 4 3  3 5 2 4 1  5 3 2 4 1  2 1 5 4 3 

 4 1 2 3 5  3 4 1 2 5  2 4 1 3 5  2 4 1 3 5  4 3 1 2 5 
 

 31.1.∗  31.2.∗  31.3.∗  31.4.∗   32.1.     

 1 4 2 5 3  1 5 2 3 4  1 4 5 2 3  1 3 5 2 4  1 4 2 5 3 

 5 2 1 3 4  5 2 4 1 3  3 2 1 5 4  3 2 4 5 1  4 2 5 3 1 

 4 5 3 2 1  2 4 3 5 1  4 5 3 1 2  5 4 3 1 2  5 1 3 2 4 

 3 1 5 4 2  3 1 5 4 2  5 3 2 4 1  2 5 1 4 3  3 5 1 4 2 

 2 3 4 1 5  4 3 1 2 5  2 1 4 3 5  4 1 2 3 5  2 3 4 1 5 
 

 32.2.  32.3.∗  32.4.∗  32.5.∗   32.6.∗     

 1 5 2 3 4  1 3 2 5 4  1 5 2 3 4  1 4 5 3 2  1 4 5 2 3 

 3 2 4 5 1  4 2 5 1 3  4 2 1 5 3  3 2 4 5 1  5 2 4 3 1 

 5 4 3 1 2  5 4 3 2 1  5 4 3 1 2  2 5 3 1 4  2 1 3 5 4 

 2 1 5 4 3  3 5 1 4 2  2 3 5 4 1  5 1 2 4 3  3 5 1 4 2 

 4 3 1 2 5  2 1 4 3 5  3 1 4 2 5  4 3 1 2 5  4 3 2 1 5 
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 32.7.  32.8.  33.1.∗  33.2.∗   33.3.∗     

 1 4 5 3 2  1 3 5 2 4  1 4 2 5 3  1 3 2 5 4  1 4 5 3 2 

 4 2 1 5 3  5 2 4 1 3  4 2 5 3 1  5 2 4 3 1  4 2 1 5 3 

 2 5 3 1 4  2 4 3 5 1  2 5 3 1 4  4 5 3 1 2  5 1 3 2 4 

 5 3 2 4 1  3 5 1 4 2  5 3 1 4 2  2 1 5 4 3  3 5 2 4 1 

 3 1 4 2 5  4 1 2 3 5  3 1 4 2 5  3 4 1 2 5  2 3 4 1 5 
 

 33.4.∗  34.1.∗  34.2.∗  34.3.∗   34.4.∗     

 1 3 5 2 4  1 4 5 3 2  1 3 4 5 2  1 4 5 2 3  1 5 4 2 3 

 5 2 4 1 3  3 2 4 5 1  3 2 5 1 4  5 2 4 3 1  5 2 1 3 4 

 4 1 3 5 2  2 5 3 1 4  4 5 3 2 1  2 1 3 5 4  4 1 3 5 2 

 3 5 2 4 1  5 1 2 4 3  5 1 2 4 3  3 5 1 4 2  2 3 5 4 1 

 2 4 1 3 5  4 3 1 2 5  2 4 1 2 5  4 3 2 1 5  3 4 2 1 5 
 

 35.1.∗  35.2.∗  35.3.∗  35.4.∗   36.1.     

 1 4 5 3 2  1 5 4 3 2  1 4 2 5 3  1 5 4 2 3  1 4 5 3 2 

 4 2 1 5 3  3 2 1 5 4  4 2 5 3 1  3 2 5 1 4  4 2 1 5 3 

 5 1 3 2 4  5 4 3 2 1  2 5 3 1 4  2 4 3 5 1  2 5 3 1 4 

 3 5 2 4 1  2 1 5 4 3  5 3 1 4 2  5 3 1 4 2  5 3 2 4 1 

 2 3 4 1 5  4 3 2 1 5  3 1 4 2 5  4 1 2 3 5  3 1 4 2 5 
 

 36.2.  36.3.∗  36.4.∗  36.5.∗   36.6.∗     

 1 3 4 5 2  1 3 4 5 2  1 5 4 3 2  1 4 2 5 3  1 4 5 2 3 

 5 2 1 3 4  4 2 5 3 1  4 2 5 1 3  5 2 1 3 4  3 2 1 5 4 

 4 5 3 2 1  5 1 3 2 4  2 1 3 5 4  4 5 3 2 1  4 5 3 1 2 

 2 1 5 4 3  2 5 1 4 3  5 3 2 4 1  3 1 5 4 2  5 3 2 4 1 

 3 4 2 1 5  3 4 2 1 5  3 4 1 2 5  2 3 4 1 5  2 1 4 3 5 
 

 36.7.  36.8.  37.1.∗  37.2.∗   37.3.∗     

 1 4 2 5 3  1 5 4 2 3  1 3 5 2 4  1 3 2 5 4  1 4 5 3 2 

 4 2 5 3 1  3 2 5 1 4  3 2 4 5 1  5 2 4 3 1  4 2 1 5 3 

 5 1 3 2 4  4 1 3 5 2  5 4 3 1 2  4 5 3 1 2  5 1 3 2 4 

 3 5 1 4 2  5 3 2 4 1  2 5 1 4 3  2 1 5 4 3  3 5 2 4 1 

 2 3 4 1 5  2 4 1 3 5  4 1 2 3 5  3 4 1 2 5  2 3 4 1 5 
 

 37.4.∗  38.1.  38.2.  38.3.∗   38.4.∗     

 1 4 2 5 3  1 3 4 5 2  1 3 5 2 4  1 3 4 5 2  1 3 2 5 4 

 5 2 1 3 4  4 2 5 3 1  4 2 1 5 3  4 2 5 3 1  4 2 5 1 3 

 4 5 3 2 1  2 5 3 1 4  5 4 3 1 2  5 1 3 2 4  5 4 3 2 1 

 3 1 5 4 2  5 1 2 4 3  3 5 2 4 1  2 5 1 4 3  3 5 1 4 2 

 2 3 4 1 5  3 4 1 2 5  2 1 4 3 5  3 4 2 1 5  2 1 4 3 5 
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 38.5.∗  38.6.∗  38.7.  38.8.   39.1.∗     

 1 4 5 3 2  1 4 5 2 3  1 4 5 3 2  1 4 2 5 3  1 3 4 5 2 

 3 2 4 5 1  3 2 1 5 4  3 2 4 5 1  3 2 5 1 4  3 2 5 1 4 

 2 5 3 1 4  4 5 3 1 2  5 1 3 2 4  4 5 3 2 1  4 5 3 2 1 

 5 1 2 4 3  5 3 2 4 1  2 5 1 4 3  5 3 1 4 2  5 1 2 4 3 

 4 3 1 2 5  2 1 4 3 5  4 3 2 1 5  2 1 4 3 5  2 4 1 3 5 
 

 39.2.∗  39.3.∗  39.4.∗  40.1.∗   40.2.∗     

 1 3 5 2 4  1 4 5 2 3  1 4 2 5 3  1 4 2 5 3  1 5 2 3 4 

 5 2 4 1 3  5 2 4 3 1  4 2 5 3 1  4 2 5 3 1  4 2 1 5 3 

 4 1 3 5 2  2 1 3 5 4  2 5 3 1 4  2 5 3 1 4  5 4 3 1 2 

 3 5 2 4 1  3 5 1 4 2  5 3 1 4 2  5 3 1 4 2  2 3 5 4 1 

 2 4 1 3 5  4 3 2 1 5  3 1 4 2 5  3 1 4 2 5  3 1 4 2 5 
 

 40.3.∗  40.4.∗  41.1.  41.2.   41.3∗     

 1 5 4 3 2  1 3 4 5 2  1 4 2 5 3  1 5 2 3 4  1 4 2 5 3 

 3 2 1 5 4  3 2 5 1 4  3 2 5 1 4  5 2 4 1 3  5 2 1 3 4 

 5 4 3 2 1  4 5 3 2 1  4 5 3 2 1  4 1 3 5 2  4 5 3 2 1 

 2 1 5 4 3  5 1 2 4 3  5 3 1 4 2  2 3 5 4 1  3 1 5 4 2 

 4 3 2 1 5  2 4 1 3 5  2 1 4 3 5  3 4 1 2 5  2 3 4 1 5 
 

 41.4.∗  41.5.∗  41.6.∗  41.7.   41.8.     

 1 3 2 5 4  1 5 4 3 2  1 5 4 2 3  1 3 4 5 2  1 5 4 2 3 

 5 2 4 3 1  4 2 5 1 3  3 2 5 1 4  4 2 5 3 1  5 2 1 3 4 

 4 5 3 1 2  2 1 3 5 4  2 4 3 5 1  2 5 3 1 4  2 4 3 5 1 

 2 1 5 4 3  5 3 2 4 1  5 3 1 4 2  5 1 2 4 3  3 1 5 4 2 

 3 4 1 2 5  3 4 1 2 5  4 1 2 3 5  3 4 1 2 5  4 3 2 1 5 
 

 42.1.∗  42.2.∗  42.3.∗  42.4.∗   43.1.∗     

 1 5 2 3 4  1 3 2 5 4  1 3 4 5 2  1 5 4 2 3  1 5 4 2 3 

 5 2 4 1 3  4 2 5 1 3  4 2 5 3 1  5 2 1 3 4  3 2 5 1 4 

 2 4 3 5 1  5 4 3 2 1  5 1 3 2 4  4 1 3 5 2  2 4 3 5 1 

 3 1 5 4 2  3 5 1 4 2  2 5 1 4 3  2 3 5 4 1  5 3 1 4 2 

 4 3 1 2 5  2 1 4 3 5  3 4 2 1 5  3 4 2 1 5  4 1 2 3 5 
 

 43.2.∗  43.3.∗  43.4.∗  44.1.∗   44.2.∗     

 1 3 5 2 4  1 5 4 3 2  1 4 5 3 2  1 5 4 2 3  1 4 5 2 3 

 3 2 4 5 1  4 2 5 1 3  4 2 1 5 3  5 2 1 3 4  3 2 1 5 4 

 5 4 3 1 2  2 1 3 5 4  5 1 3 2 4  4 1 3 5 2  4 5 3 1 2 

 2 5 1 4 3  5 3 2 4 1  3 5 2 4 1  2 3 5 4 1  5 3 2 4 1 

 4 1 2 3 5  3 4 1 2 5  2 3 4 1 5  3 4 2 1 5  2 1 4 3 5 
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 44.3.∗  44.4.∗  45.1.  45.2.   45.3.∗     

 1 4 5 3 2  1 5 2 3 4  1 5 4 2 3  1 3 5 2 4  1 4 5 2 3 

 3 2 4 5 1  5 2 4 1 3  5 2 1 3 4  4 2 1 5 3  5 2 4 3 1 

 2 5 3 1 4  2 4 3 5 1  2 4 3 5 1  5 4 3 1 2  2 1 3 5 4 

 5 1 2 4 3  3 1 5 4 2  3 1 5 4 2  3 5 2 4 1  3 5 1 4 2 

 4 3 1 2 5  4 3 1 2 5  4 3 2 1 5  2 1 4 3 5  4 3 2 1 5 
 

 45.4.∗  45.5.∗  45.6.∗  45.7.   45.8.     

 1 3 5 2 4  1 5 4 3 2  1 5 2 3 4  1 4 5 3 2  1 5 2 3 4 

 5 2 4 1 3  3 2 1 5 4  4 2 1 5 3  3 2 4 5 1  5 2 4 1 3 

 4 1 3 5 2  5 4 3 2 1  5 4 3 1 2  5 1 3 2 4  4 1 3 5 2 

 3 5 2 4 1  2 1 5 4 3  2 3 5 4 1  2 5 1 4 3  2 3 5 4 1 

 2 4 1 3 5  4 3 2 1 5  3 1 4 2 5  4 3 2 1 5  3 4 1 2 5 

Figura 3.6 

În Anexa 1 sunt prezentate cele 240 de perechi de transversale (𝑇, 𝑆), ce se intersectează într-o singură 

celulă, pentru cazul când ordinea elementelor pe diagonala principală 𝑇 este 2,3,4,5,1.    

Propoziția 3.3.3. Prelungirile pătratelor latine de ordinul 5, prin adjuncția a două elemente noi și 

utilizarea a două transversale, cu o singură celulă comună, dintre care una din transversale este pe 

diagonala principală și are fixată ordinea elementelor 1,2,3,4,5 sau 2,3,4,5,1, nu sunt recursiv 1-

derivabile. 

Demonstrație. Demonstrația se obține prin calcul direct. Pentru pătratele latine cu fiecare dintre cele 

240 de perechi de transversale (pentru o ordine fixată a elementelor în celulele transversalei 𝑇) , au 

fost luate în considerare 6 tipuri de prelungiri conform schemelor de prelungire II, III, V, VIII, IX, 

XII date în Figura 3.3.  

Pentru o viziune mai clară asupra calculelor efectuate, prezentăm un exemplu concret . 

Considerăm pătratul latin 2.3.*, de ordinul 5, cu ordinea fixată a elementelor 1,2,3,4,5 pe diagonala 

principală, dat în Figura 3.5: 
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⋅ 1 2 3 4 5 

1 1 4 5 3 2 

2 3 2 4 5 1 

3 2 5 3 1 4 

4 5 1 2 4 3 

5 4 3 1 2 5 

Tabelul 3.5 

unde transversala 𝑇 este pe diagonala principală,  

𝑇 = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5)}, 

iar transversala 

𝑆 = {(1,1), (2,3), (3,2), (4,5), (5,4)} 

se intersectează cu 𝑇 în celula (1,1). Mai întâi de toate verificăm dacă quasigrupul dat în Tabelul 3.5 

este recursiv 1-derivabil. Răspunsul este afirmativ, derivata sa recursivă de ordinul 1 fiind dată de 

tabla: 

⋅
1
 1 2 3 4 5 

1 1 5 4 2 3 

2 5 2 1 3 4 

3 4 1 3 5 2 

4 2 3 5 4 1 

5 3 4 2 1 5 

La pasul următor construim cele 6 prelungiri ale quasigrupul dat în Tabelul 3.5, utilizând schemele 

de extensie II, III, V, VIII, IX, XII, conform Figurii 3.3.  

Prezentăm mai jos în p. a)-f) quasigrupurile de ordinul 7 obținute în acest mod.  

a) Schema de extensie II.  

Prelungim quasigrupul dat în Tabelul 3.5 utilizând schema de prelungire II. Adăugând două 

elemente noi 𝜉1 și 𝜉2, obținem următorul tabel al prelungirii: 
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∘ 1 2 3 4 5 𝜉1 𝜉2 

1 𝜉1 4 5 3 2 1 𝜉2 

2 3 𝜉1 𝜉2 5 1 2 4 

3 2 𝜉2 𝜉1 1 4 3 5 

4 5 1 2 𝜉1 𝜉2 4 3 

5 4 3 1 𝜉2 𝜉1 5 2 

𝜉1 𝜉2 5 4 2 3 𝜉1 1 

𝜉2 1 2 3 4 5 𝜉2 𝜉1 

Observăm că această prelungire nu este recursiv 1-derivabilă. 

 

b) Schema de extensie III.  

Prelungim quasigrupul dat în Tabelul 3.5 utilizând schema de prelungire III. Adăugăm două 

elemente noi 𝜉1 și 𝜉2 și obținem următorul pătrat latin de ordinul 7: 

 

∘ 1 2 3 4 5 𝜉1 𝜉2 

1 𝜉1 4 5 3 2 𝜉2 1 

2 3 𝜉1 𝜉2 5 1 4 2 

3 2 𝜉2 𝜉1 1 4 5 3 

4 5 1 2 𝜉1 𝜉2 3 4 

5 4 3 1 𝜉2 𝜉1 2 5 

𝜉1 𝜉2 5 4 2 3 1 𝜉1 

𝜉2 1 2 3 4 5 𝜉1 𝜉2 

Prin verificare directă obținem că prelungirea dată nu este recursiv 1-derivabilă. 

c) Schema de extensie V.  

Prelungim quasigrupul dat în Tabelul 3.5 utilizând schema de prelungire V. Adăugăm două 
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elemente noi 𝜉1 și 𝜉2 și obținem următorul pătrat latin de ordinul 7: 

∘ 1 2 3 4 5 𝜉1 𝜉2 

1 𝜉2 4 5 3 2 1 𝜉1 

2 3 𝜉1 𝜉2 5 1 4 2 

3 2 𝜉2 𝜉1 1 4 5 3 

4 5 1 2 𝜉1 𝜉2 3 4 

5 4 3 1 𝜉2 𝜉1 2 5 

𝜉1 1 5 4 2 3 𝜉1 𝜉2 

𝜉2 𝜉1 2 3 4 5 𝜉2 1 

Nici prelungirea dată nu este recursiv 1-derivabilă. 

d) Schema de extensie VIII.  

Prelungim quasigrupul dat în Tabelul 3.5 utilizând schema de prelungire VIII. Adăugăm două 

elemente noi 𝜉1 și 𝜉2 și obținem următorul pătrat latin de ordinul 7: 

∘ 1 2 3 4 5 𝜉1 𝜉2 

1 𝜉2 4 5 3 2 𝜉1 1 

2 3 𝜉1 𝜉2 5 1 2 4 

3 2 𝜉2 𝜉1 1 4 3 5 

4 5 1 2 𝜉1 𝜉2 4 3 

5 4 3 1 𝜉2 𝜉1 5 2 

𝜉1 1 5 4 2 3 𝜉2 𝜉1 

𝜉2 𝜉1 2 3 4 5 1 𝜉2 

Prelungirea dată nu este recursiv 1-derivabilă. 

e) Schema de extensie IX.  

Prelungim quasigrupul dat în Tabelul 3.5 utilizând schema de prelungire IX. Adăugăm două 

elemente noi 𝜉1 și 𝜉2 și obținem următorul pătrat latin de ordinul 7: 
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∘ 1 2 3 4 5 𝜉1 𝜉2 

1 1 4 5 3 2 𝜉1 𝜉2 

2 3 𝜉1 𝜉2 5 1 2 4 

3 2 𝜉2 𝜉1 1 4 3 5 

4 5 1 2 𝜉1 𝜉2 4 3 

5 4 3 1 𝜉2 𝜉1 5 2 

𝜉1 𝜉1 2 3 4 5 𝜉2 1 

𝜉2 𝜉2 5 4 2 3 1 𝜉1 

Nici prelungirea dată nu este recursiv 1-derivabilă. 

f) Schema de extensie XII.  

Prelungim quasigrupul dat în Tabelul 3.5 utilizând schema de prelungire XII. Adăugăm două 

elemente noi 𝜉1 și 𝜉2 și obținem următorul pătrat latin de ordinul 7: 

∘ 1 2 3 4 5 𝜉1 𝜉2 

1 1 4 5 3 2 𝜉2 𝜉1 

2 3 𝜉1 𝜉2 5 1 4 2 

3 2 𝜉2 𝜉1 1 4 5 3 

4 5 1 2 𝜉1 𝜉2 3 4 

5 4 3 1 𝜉2 𝜉1 2 5 

𝜉1 𝜉1 2 3 4 5 1 𝜉2 

𝜉2 𝜉2 5 4 2 3 𝜉1 1 

Prelungirea dată nu este recursiv 1-derivabilă. 

Astfel în nici unul din aceste cazuri nu s-a obținut o prelungire recursiv 1-derivabilă. Analog se 

efectuează verificarea și pentru celelalte 239 perechi (T,S) de transversale. □ 

3.4. Concluzii la Capitolul 3 

Capitolul 3 este dedicat analizei posibilității de prelungire (extindere) a unui quasigrup finit 

prin adjuncție de noi elemente și redefinirea operației, căt și studiului derivabilității recursive a 

prelungirilor. 
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În Paragraful 3.1 sunt determinate condiţiile necesare şi suficiente pentru ca prelungirile 

quasigrupurilor binare finite, obţinute utilizând construcţiile Bruck și, respectiv Belousov, să fie 

recursiv 1-derivabile (Teoremele 3.1.1 și 3.1.2). 

În Paragraful 3.2 este propusă o metodă de construcție a prelungirilor unui quasigrup finit prin 

utilizarea a două trasversale (ale tablei Cayley a quasigrupului) care se intersectează într -un singur 

punct (prezentată grafic în Figura 3.3). Este analizată existența unor astfel de perechi de transversale. 

Se arată că: a) Un pătrat latin de ordinul 𝑛  poate avea cel mult 𝑛 − 2  transversale care se 

intersectează într-un singur punct, fiind disjuncte două câte două în celelalte puncte (Propoziția 3.2.1); 

b) În orice pătrat latin de ordinul patru există exact 96 de perechi de transversale libere, și respectiv  

13824 de perechi de transversale obișnuite, care se intersectează exact într-o celulă (Propoziția 3.2.3; 

Corolarul 3.2.3). 

De asemenea, in acest paragraf este analizată derivabilitatea recursivă a prelungirilor , obținute  

prin adjuncția a două elemente noi și utilizarea a două trasversale care se intersectează exact într-o 

celulă (Propoziția 3.2.4, Problema 3.2.1). 

În ultimul paragraf al Capitolului 3 sunt studiate prelungirile quasigrupurilor finite de ordinul 

5 (pătratelor latine de ordinul 5), prin metoda propusă, deci prin adjuncția a două elemente noi și 

utilizarea a două transversale care se intersectează exact într-o singură celulă. Se demonstrează că 

există exact 48 de pătrate latine diferite de ordinul 5, care posedă 2 transversale, dintre care una este 

diagonala principală 𝑇 (cu ordinea fixată a elementelor), iar a doua are o singură celulă comună cu 

𝑇 (Propoziția 3.3.2). În Anexa 1 sunt prezentate 240 de perechi de transversale corespunzătoare celor 

48 de pătrate latine diferite.  

Problema 1-derivabilității recursive a prelungirilor quasigrupurilor de ordinul 5, prin adjuncția 

a două elemente noi și utilizarea a două transversale ce se intersectează exact într-un punct, una dintre 

care este diagonala principală 𝑇, este soluționată (negativ), în cazul când ordinea elementelor în 

transversala 𝑇 este 1, 2, 3, 4, 5 sau 2, 3, 4, 5, 1 (Propoziția 3.3.3).  
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CONCLUZII GENERALE ȘI RECOMANDĂRI 

Lucrarea se referă la teoria quasigrupurilor binare și 𝑛-are recursiv derivabile, metode de 

prelungire (extindere) a quasigrupurilor finite și studiul derivabilității recursive a prelungirilor.  

Problema principală ştiinţifică soluţionată constă în demonstrarea unui criteriu de 

derivabilitate recursivă de ordin arbitrar finit a unei clase de grupuri 𝑛-are, în prezentarea unei metode 

noi de prelungire a quasigrupurilor binare finite prin utilizarea a două transversale care se intersectează 

exact într-o celulă și caracterizarea derivabilității recursive a acestor prelungiri.  

În teză sunt date caracterizări ale derivabilității recursive a quasigrupurilor binare și 𝑛-are, 

inclusiv a prelungirilor quasigrupurilor, sunt date estimări ale ordinului maximal de derivabilitate 

recursivă și a spectrului quasigrupurilor recursiv derivabile finite.  

În lucrare sunt determinate criterii ale derivabilității recursive de ordin 𝑟 ≥ 1  ale 

quasigrupurilor binare și 𝑛-are, este data o metodă nouă de prelungire a quasigrupurilor binare finite 

prin utilizarea a două transversale care se intersectează exact într-o celulă, fiind caracterizat numărul 

de astfel de perechi de transversale în pătratele latine de ordin ≤ 5. Este demonstrată inexistența 

pătratelor latine de ordinul 5, recursiv derivabile, prelungirile cărora obținute prin metoda dată, una 

dintre transversale fiind diagonala principală cu o anumită ordine prestabilită a elementelor, sunt 

recursiv derivabile.  

În cadrul tezei date sunt efectuate cercetări în domeniul teoriei quasigrupurilor recursiv 

derivabile şi a prelungirilor quasigrupurilor finite (pătratelor latine), iar contribuţia autorului poate fi 

formulată în următoarele concluzii principale: 

1. A fost dat un criteriu de 𝑟-derivabilitate recursivă (𝑟 ≥ 1) a grupului 𝑛-ar (𝑄,𝐵), unde 

𝐵(𝑥1
𝑛) = 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅. . .⋅ 𝑥𝑛, (𝑄,⋅) fiind un grup abelian binar finit şi 𝑛 ≥ 2. Acest rezultat generalizează 

în caz 𝑛 -ar criteriul obținut de V. Izbash și P. Syrbu pentru grupurile abeliene finite în [69]. 

Rezultatele sunt publicate în [117]. 

2. A fost caracterizată 𝑠-derivabilitatea recursivă a quasigrupului (ℤ𝑛,∗), unde 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑎𝑥 +

𝑦,∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ𝑛 , (𝑎, 𝑛) = 1, 𝑠 ≥ 1. Acest rezultat permite construcția quasigrupurilor liniare recursiv 

(𝑞 − 2)-derivabile [117]. 

3. Au fost determinate toate quasigrupurile recursiv derivabile de ordin ≤ 4, Se arată că există 

6 quasigrupuri de ordinul 3 recursiv 1-derivabile, 48 quasigrupuri recursiv 1-derivabile de ordinul 4 

și 8 quasigrupuri recursiv 2-derivabile de ordinul 4 (Propozițiile 2.1.4 și 2.1.5). 
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4. A fost propusă o metodă de construcție a prelungirilor unui quasigrup finit prin adjuncția a 

două elemente noi și utilizarea a două trasversale (ale tablei Cayley a quasigrupului) care se 

intersectează într-un singur punct. A fost analizată existența unor astfel de perechi de transversale. În 

particular s-a arătat că:  

a) un pătrat latin de ordinul 𝑛  poate avea cel mult 𝑛 − 2  transversale obișnuite care se 

intersectează într-un singur punct, fiind disjuncte două câte două în celelalte puncte;  

b) în orice pătrat latin de ordinul patru există exact 96 de perechi de transversale libere, și 

respectiv 13824 de perechi de transversale obișnuite, care se intersectează exact într -o celulă;  

c) există exact 48 de pătrate latine diferite de ordinul 5, care posedă câte 2 transversale, dintre 

care una este diagonala principală 𝑇 (cu ordinea fixată a elementelor), iar a doua are o singură celulă 

comună cu 𝑇; există exact 240 de perechi de transversale corespunzătoare celor 48 de pătrate latine 

diferite de ordinul 5 [42]. 

5. A fost soluționată (negativ) problema 1-derivabilității recursive a prelungirilor 

quasigrupurilor de ordinul 5, obținute prin adjuncția a două elemente și utilizarea a două transversale 

ce se intersectează exact într-un punct, una dintre care este diagonala principală 𝑇, în cazul când 

ordinea elementelor în 𝑇 este 1, 2, 3, 4, 5 sau 2, 3, 4, 5, 1 [42]. 

6. Au fost determinate condiţiile necesare şi suficiente pentru ca prelungirile quasigrupurilor 

binare finite, obţinute utilizând construcţiile Bruck și, respectiv Belousov, să fie recursiv 1-derivabile 

[118]. 

Rezultatele autorului, care se referă la tema tezei sunt publicate în [42-52, 117, 118].  

Teza propusă spre susţinere conţine criterii de derivabilitate recursivă a quasigrupurilor  

(grupurilor) binare și 𝑛-are finite, precum și a prelungirilor quasigrupurilor prin diferite metode. În 

lucrare este propusă și studiată o nouă metodă de prelungire a quasigrupurilor finite, prin adjuncția a 

două elemente și utilizarea a două transversale care se intersectează într-o singură celulă. 

Recomandări: 

a)  Metoda propusă de extindere a quasigrupurilor finite poate fi generalizată pentru orice 

număr potrivit de transversale ale unui pătrat latin, care se intersectează într-o singură celulă. 

b) Rezultatele referitoare la 1-derivabilitatea recursivă a prelungirilor pot fi utilizate la 

caracterizarea derivabilității recursive a lor de ordinul 𝑟 ≥ 2. 

c) Condițiile și criteriile de derivabilitate recursivă a quasigrupurilor (grupurilor) binare sau 𝑛-

are finite pot fi aplicate la obținerea unor estimări noi ale spectrului acestor quasigrupuri (grupuri).  
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d) Caracterizările referitoare la metoda nouă de prelungire a quasigrupurilor, prezentată în 

lucrare, pot servi ca instrument pentru cercetarea existenței unor astfel de prelungiri recursiv 

derivabile. În particular, rămâne o problemă deschisă existența prelungirilor de tipul dat, care sunt 

recursiv 1-derivabile, în cazul quasigrupurilor de ordinul 5 (caz general). 

e) Rezultatele lucrării pot fi utilizate pentru cercetări ulterioare în domeniul teoriei 

quasigrupurilor şi în domenii adiacente ale algebrei, geometriei şi combinatoricii, în teoria codurilor 

şi criptografie. De asemenea, rezultatele pot fi utilizate în calitate de suport pentru cursuri universitare 

de specialitate.  
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ANEXE 
ANEXA 1 

Perechile de transversale (𝑻, 𝑺) , unde 𝑻  – diagonala principală cu ordinea elementelor în 

celule: 2,3,4,5,1, corespunzătoare celor 48 de pătrate latine diferite de ordinul 5, date în    

Figura 3.5. 

 

 1′. 1′.∗  1′. 2′.∗  1′. 3′.∗  1′. 4′.∗   2′. 1′.     

 2 4 1 3 5  2 4 1 3 5  2 1 5 4 3  2 5 3 1 4  2 5 1 3 4 

 4 3 5 1 2  1 3 5 2 4  5 3 1 2 4  5 3 1 4 2  4 3 5 1 2 

 1 5 4 2 3  5 2 4 1 3  3 2 4 1 5  3 1 4 2 5  3 1 4 2 5 

 3 1 2 5 4  4 1 3 5 2  1 4 3 5 2  1 4 2 5 3  1 4 2 5 3 

 5 2 3 4 1  3 5 2 4 1  4 5 2 3 1  4 2 5 3 1  5 2 3 4 1 
 

 2′. 2′.  2′. 3′.∗  2′. 4′.∗  2′. 5′.∗   2′. 6′.∗     

 2 4 3 1 5  2 5 1 4 3  2 4 3 1 5  2 1 5 3 4  2 4 3 1 5 

 1 3 5 2 4  4 3 5 1 2  5 3 5 4 2  4 3 1 2 5  5 3 1 2 4 

 5 1 4 3 2  3 1 4 2 5  5 1 4 2 3  3 5 4 1 2  1 5 4 3 2 

 4 2 1 5 3  1 2 3 5 4  3 2 1 5 4  1 4 2 5 3  4 1 2 5 3 

 3 5 2 4 1  5 4 2 3 1  4 5 2 3 1  5 2 3 4 1  3 2 5 4 1 
 

 2′. 7′.  2′. 8′.  3′. 1′.∗  3′. 2′.∗   3′. 3′.∗     

 2 1 5 4 3  2 4 3 1 5  2 5 1 3 4  2 1 3 4 5  2 4 5 1 3 

 4 3 1 2 5  5 3 1 4 2  1 3 5 4 2  1 3 5 2 4  5 3 1 4 2 

 3 5 4 1 2  1 5 4 2 3  3 2 4 1 5  3 5 4 1 2  1 2 4 3 5 

 1 2 3 5 4  3 1 2 5 4  4 1 2 5 3  4 2 1 5 3  3 1 2 5 4 

 5 4 2 3 1  4 2 5 3 1  5 4 3 2 1  5 4 2 3 1  4 5 3 2 1 
 

 3′. 4′.∗  4′. 1′.∗  4′. 2′.∗  4′. 3′∗   4′. 4′.∗     

 2 4 5 1 3  2 5 3 1 4  2 5 3 1 4  2 1 5 4 3  2 4 1 3 5 

 4 3 1 2 5  5 3 1 4 2  1 3 2 4 5  4 3 2 1 5  4 3 5 1 2 

 5 1 4 3 2  3 1 4 2 5  5 1 4 3 2  1 5 4 3 2  1 5 4 2 3 

 1 2 3 5 4  1 4 2 5 3  4 2 1 5 3  3 2 1 5 4  3 1 2 5 4 

 3 5 2 4 1  4 2 5 3 1  3 4 5 2 1  5 4 3 2 1  5 2 3 4 1 
 

 5′. 1′.  5′. 2′.  5′. 3′.∗  5′. 4′∗   5′. 5′.∗     

 2 5 1 3 4  2 4 3 1 5  2 4 5 1 3  2 5 1 3 4  2 5 1 3 4 

 1 3 2 4 5  5 3 1 4 2  5 3 1 4 2  1 3 5 4 2  4 3 2 1 5 

 5 2 4 1 3  1 5 4 2 3  1 2 4 3 5  3 2 4 1 5  5 1 4 2 3 

 4 1 3 5 2  3 1 2 5 4  3 1 2 5 4  4 1 2 5 3  1 4 3 5 2 

 3 4 5 2 1  4 2 5 3 1  4 5 3 2 1  5 4 3 2 1  3 2 5 4 1 
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 5′. 6′.∗  5′. 7′.  5′. 8′.  6′. 1′∗   6′. 2′∗     

 2 1 3 4 5  2 1 5 4 3  2 5 1 3 4  2 1 5 3 4  2 4 3 1 5 

 5 3 2 1 4  5 3 2 1 4  4 3 5 1 2  1 3 2 4 5  1 3 5 4 2 

 1 5 4 2 3  1 2 4 3 5  3 1 4 2 5  5 2 4 1 3  5 1 4 2 3 

 3 4 1 5 2  3 4 1 5 2  1 4 2 5 3  3 4 1 5 2  3 2 1 5 4 

 4 2 5 3 1  4 5 3 2 1  5 2 3 4 1  4 5 3 2 1  4 5 2 3 1 
 

 6′. 3′.∗  6′. 4′.∗  7′. 1′.∗  7′. 2′.∗   7′. 3′.∗     

 2 5 1 4 3  2 5 1 4 3  2 1 3 4 5  2 1 3 4 5  2 4 5 1 3 

 5 3 2 1 4  4 3 5 1 2  1 3 5 2 4  5 3 2 1 4  4 3 1 2 5 

 1 2 4 3 5  3 1 4 2 5  3 5 4 1 2  1 5 4 2 3  5 1 4 3 2 

 4 1 3 5 2  1 2 3 5 4  4 2 1 5 3  3 4 1 5 2  1 2 3 5 4 

 3 4 5 2 1  5 4 2 3 1  5 4 2 3 1  4 2 5 3 1  3 5 2 4 1 
 

 7′. 4′.∗  8′. 1′.∗  8′. 2′∗  8′. 3′.∗   8′. 4′.∗     

 2 5 1 3 4  2 5 1 4 3  2 4 3 1 5  2 1 5 3 4  2 1 5 3 4 

 4 3 2 1 5  5 3 2 1 4  5 3 1 2 4  4 3 1 2 5  1 3 2 4 5 

 5 1 4 2 3  1 2 4 3 5  1 5 4 3 2  3 5 4 1 2  5 2 4 1 3 

 1 4 3 5 2  4 1 3 5 2  4 1 2 5 3  1 4 2 5 3  3 4 1 5 2 

 3 2 5 4 1  3 4 5 2 1  3 2 5 4 1  5 2 3 4 1  4 5 3 2 1 
 

 9′. 1′.  9′. 2′.  9′. 3′.∗  9′. 4′.∗   9′. 5′.∗     

 2 1 5 4 3  2 4 3 1 5  2 1 5 4 3  2 4 1 3 5  2 1 5 4 3 

 5 3 2 1 4  1 3 5 2 4  5 3 1 2 4  1 3 5 2 4  4 3 2 1 5 

 1 2 4 3 5  5 1 4 3 2  3 2 4 1 5  5 2 4 1 3  1 5 4 3 2 

 3 4 1 5 2  4 2 1 5 3  1 4 3 5 2  4 1 3 5 2  3 2 1 5 4 

 4 5 3 2 1  3 5 2 4 1  4 5 2 3 1  3 5 2 4 1  5 4 3 2 1 
 

 9′. 6′.∗  9′. 7′.  9′. 8′.  10′. 1′.∗   10′. 2′.∗     

 2 5 3 1 4  2 1 5 4 3  2 5 1 3 4  2 4 5 1 3  2 1 5 3 4 

 1 3 2 4 5  4 3 1 2 5  1 3 2 4 5  4 3 1 2 5  4 3 1 2 5 

 5 1 4 3 2  3 5 4 1 2  5 2 4 1 3  5 1 4 3 2  3 5 4 1 2 

 4 2 1 5 3  1 2 3 5 4  4 1 3 5 2  1 2 3 5 4  1 4 2 5 3 

 3 4 5 2 1  5 4 2 3 1  3 4 5 2 1  3 5 2 4 1  5 2 3 4 1 
 

 10′. 3′.∗  10′. 4′.∗  11′. 1′.∗  11′. 2′.∗   11′. 3′.∗     

 2 5 1 4 3  2 5 1 3 4  2 1 5 4 3  2 1 5 3 4  2 5 1 4 3 

 5 3 2 1 4  1 3 5 4 2  5 3 1 2 4  1 3 2 4 5  4 3 5 1 2 

 1 2 4 3 5  3 2 4 1 5  3 2 4 1 5  5 2 4 1 3  3 1 4 2 5 

 4 1 3 5 2  4 1 2 5 3  1 4 3 5 2  3 4 1 5 2  1 2 3 5 4 

 3 4 5 2 1  5 4 3 2 1  4 5 2 3 1  4 5 3 2 1  5 4 2 3 1 
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 11′. 4′.∗  12′. 1′.  12′. 2′.  12′. 3′.∗   12′. 4′.∗     

 2 4 1 3 5  2 4 5 1 3  2 1 5 3 4  2 4 5 1 3  2 1 5 4 3 

 4 3 5 1 2  5 3 1 2 4  4 3 2 1 5  5 3 1 4 2  4 3 2 1 5 

 1 5 4 2 3  1 2 4 3 5  1 5 4 2 3  1 2 4 3 5  1 5 4 3 2 

 3 1 2 5 4  4 1 3 5 2  3 4 1 5 2  3 1 2 5 4  3 2 1 5 4 

 5 2 3 4 1  3 5 2 4 1  5 2 3 4 1  4 5 3 2 1  5 4 3 2 1 
 

 12′. 5′.∗  12′. 6′.∗  12′. 7′.  12′. 8′.   13′. 1′.∗     

 2 4 1 3 5  2 5 1 3 4  2 5 1 4 3  2 4 1 3 5  2 4 5 1 3 

 1 3 5 2 4  4 3 2 1 5  4 3 2 1 5  1 3 5 4 2  4 3 1 2 5 

 5 2 4 1 3  5 1 4 2 3  5 1 4 3 2  5 2 4 1 3  5 1 4 3 2 

 4 1 3 5 2  1 4 3 5 2  1 2 3 5 4  3 1 2 5 4  1 2 3 5 4 

 3 5 2 4 1  3 2 5 4 1  3 4 5 2 1  4 5 3 2 1  3 5 2 4 1 
 

 13′. 2′.∗  13′. 3′.∗  13′. 4′.∗  14′. 1′.   14′. 2′.     

 2 4 3 1 5  2 5 1 4 3  2 1 3 4 5  2 5 1 4 3  2 1 3 4 5 

 1 3 5 4 2  5 3 2 1 4  5 3 2 1 4  4 3 2 1 5  5 3 1 2 4 

 5 1 4 2 3  1 2 4 3 5  1 5 4 2 3  5 1 4 3 2  3 5 4 1 2 

 3 2 1 5 4  4 1 3 5 2  3 4 1 5 2  1 2 3 5 4  1 4 2 5 3 

 4 5 2 3 1  3 4 5 2 1  4 2 5 3 1  3 4 5 2 1  4 2 5 3 1 
 

 14′. 3′.∗  14′. 4′.∗  14′. 5′.∗  14′. 6′.∗   14′. 7′.     

 2 5 1 4 3  2 1 5 4 3  2 4 3 1 5  2 5 3 1 4  2 4 5 1 3 

 4 3 5 1 2  5 3 1 2 4  5 3 1 2 4  1 3 2 4 5  5 3 1 2 4 

 3 1 4 2 5  3 2 4 1 5  1 5 4 3 2  5 1 4 3 2  1 2 4 3 5 

 1 2 3 5 4  1 4 3 5 2  4 1 2 5 3  4 2 1 5 3  4 1 3 5 2 

 5 4 2 3 1  4 5 2 3 1  3 2 5 4 1  3 4 5 2 1  3 5 2 4 1 
 

 14′. 8′.  15′. 1′.∗  15′. 2′.∗  15′. 3′.∗   15′. 4′.∗     

 2 5 3 1 4  2 4 5 1 3  2 5 3 1 4  2 1 5 4 3  2 1 3 4 5 

 1 3 5 4 2  5 3 1 4 2  5 3 1 4 2  4 3 2 1 5  1 3 5 2 4 

 2 5 3 1 4  1 2 4 3 5  3 1 4 2 5  1 5 4 3 2  3 5 4 1 2 

 3 1 5 4 2  3 1 2 5 4  1 4 2 5 3  3 2 1 5 4  4 2 1 5 3 

 4 3 1 2 5  4 5 3 2 1  4 2 5 3 1  5 4 3 2 1  5 4 2 3 1 
 

 16′. 1′.∗  16′. 2′.∗  16′. 3′.∗  16′. 4′.∗   17′. 1′.∗     

 2 5 3 1 4  2 1 5 3 4  2 4 1 3 5  2 4 3 1 5  2 5 3 1 4 

 1 3 2 4 5  1 3 2 4 5  4 3 5 1 2  5 3 1 2 4  5 3 1 4 2 

 5 1 4 3 2  5 2 4 1 3  1 5 4 2 3  1 5 4 3 2  3 1 4 2 5 

 4 2 1 5 3  3 4 1 5 2  3 1 2 5 4  4 1 2 5 3  1 4 2 5 3 

 3 4 5 2 1  4 5 3 2 1  5 2 3 4 1  3 2 5 4 1  4 2 5 3 1 
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 17′. 2′.∗  17′. 3′.∗  17′. 4′.∗  18′. 1′.   18′. 2′.     

 2 5 1 3 4  2 1 3 4 5  2 4 1 3 5  2 5 3 1 4  2 1 5 3 4 

 4 3 2 1 5  1 3 5 2 4  1 3 5 2 4  1 3 5 4 2  4 3 2 1 5 

 5 1 4 2 3  3 5 4 1 2  5 2 4 1 3  3 1 4 2 5  1 5 4 2 3 

 1 4 3 5 2  4 2 1 5 3  4 1 3 5 2  4 2 1 5 3  3 4 1 5 2 

 3 2 5 4 1  5 4 2 3 1  3 5 2 4 1  5 4 2 3 1  5 2 3 4 1 
 

 18′. 3′.∗  18′. 4′.∗  18′. 5′.∗  18′. 6′.∗   18′. 7′     

 2 5 1 3 4  2 1 5 3 4  2 4 3 1 5  2 1 3 4 5  2 4 1 3 5 

 1 3 5 4 2  4 3 1 2 5  1 3 5 4 2  5 3 2 1 4  1 3 5 4 2 

 3 2 4 1 5  3 5 4 1 2  5 1 4 2 3  1 5 4 2 3  5 2 4 1 3 

 4 1 2 5 3  1 4 2 5 3  3 2 1 5 4  3 4 1 5 2  3 1 2 5 4 

 5 4 3 1 1  5 2 3 4 1  4 5 2 3 1  4 2 5 3 1  4 5 3 2 1 
 

 18′. 8′.  19′. 1′∗  19′. 2′∗  19′. 3′∗   19′. 4′.∗     

 2 1 3 4 5  2 5 1 4 3  2 5 3 1 4  2 1 5 4 3  2 1 5 3 4 

 5 3 1 2 4  4 3 5 1 2  5 3 1 4 2  4 3 2 1 5  1 3 2 4 5 

 3 5 4 1 2  3 1 4 2 5  3 1 4 2 5  1 5 4 3 2  5 2 4 1 3 

 1 4 2 5 3  1 2 3 5 4  1 4 2 5 3  3 2 1 5 4  3 4 1 5 2 

 4 2 5 3 1  5 4 2 3 1  4 2 5 3 1  5 4 3 2 1  4 5 3 2 1 
 

 20′. 1′.  20′. 2′.  20′. 3′.∗  20′. 4′.∗   20′. 5′.∗     

 2 5 1 4 3  2 5 3 1 4  2 5 1 3 4  2 5 3 1 4  2 1 5 4 3 

 1 3 5 2 4  1 3 2 4 5  1 3 5 4 2  1 3 2 4 5  5 3 1 2 4 

 3 2 4 1 5  5 1 4 2 3  3 2 4 1 5  5 1 4 3 2  3 2 4 1 5 

 4 1 3 5 2  3 4 1 5 2  4 1 2 5 3  4 2 1 5 3  1 4 3 5 2 

 5 4 2 3 1  4 2 5 3 1  5 4 3 2 1  3 4 5 2 1  4 5 2 3 1 
 

 20′. 6′.∗  20′. 7′.  20′. 8′.  21′. 1′.∗   21′. 2′.∗     

 2 1 3 4 5  2 1 5 3 4  2 1 3 4 5  2 1 5 3 4  2 1 3 4 5 

 5 3 2 1 4  5 3 1 4 2  5 3 2 1 4  4 3 1 2 5  1 3 5 2 4 

 1 5 4 2 3  3 2 4 1 5  1 5 4 3 2  3 5 4 1 2  3 5 4 1 2 

 3 4 1 5 2  1 4 2 5 3  4 2 1 5 3  1 4 2 5 3  4 2 1 5 3 

 4 2 5 3 1  4 5 3 2 1  3 4 5 2 1  5 2 3 4 1  5 4 2 3 1 
 

 21′. 3′.∗  21′. 4′.∗  22′. 1′.∗  22′. 2′.∗   22′. 3′.∗     

 2 5 1 4 3  2 5 1 3 4  2 1 5 3 4  2 4 1 3 5  2 5 3 1 4 

 5 3 2 1 4  4 3 2 1 5  1 3 2 4 5  1 3 5 2 4  5 3 1 4 2 

 1 2 4 3 5  5 1 4 2 3  5 2 4 1 3  5 2 4 1 3  3 1 4 2 5 

 4 1 3 5 2  1 4 3 5 2  3 4 1 5 2  4 1 3 5 2  1 4 2 5 3 

 3 4 5 2 1  3 2 5 4 1  4 5 3 2 1  3 5 2 4 1  4 2 5 3 1 
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 22′. 4′.∗  23′. 1′.  23′. 2′.  23′. 3′.∗   23′. 4′.∗     

 2 4 3 1 5  2 1 5 3 4  2 4 1 3 5  2 1 5 3 4  2 5 1 3 4 

 5 3 1 2 4  5 3 1 4 2  4 3 5 1 2  4 3 1 2 5  4 3 2 1 5 

 1 5 4 3 2  3 2 4 1 5  5 1 4 2 3  3 5 4 1 2  5 1 4 2 3 

 4 1 2 5 3  1 4 2 5 3  1 2 3 5 4  1 4 2 5 3  1 4 3 5 2 

 3 2 5 4 1  4 5 3 2 1  3 5 2 4 1  5 2 3 4 1  3 2 5 4 1 
 

 23′. 5′.∗  23′. 6′.∗  23′. 7′.  23′. 8′.   24′. 1′.∗     

 2 4 5 1 3  2 4 3 1 5  2 5 3 1 4  2 4 5 1 3  2 5 1 3 4 

 5 3 1 4 2  1 3 5 4 2  1 3 2 4 5  4 3 1 2 5  1 3 5 4 2 

 1 2 4 3 5  5 1 4 2 3  5 1 4 2 3  1 5 4 3 2  3 2 4 1 5 

 3 1 2 5 4  3 2 1 5 4  3 4 1 5 2  3 1 2 5 4  4 1 2 5 3 

 4 5 3 2 1  4 5 2 3 1  4 2 5 3 1  5 2 3 4 1  5 4 3 2 1 
 

 24′. 2′.∗  24′. 3′.∗  24′. 4′.∗  25′. 1′.∗   25′. 2′.∗     

 2 4 1 3 5  2 4 5 1 3  2 5 3 1 4  2 4 5 1 3  2 5 1 4 3 

 4 3 5 1 2  4 3 1 2 5  1 3 2 4 5  5 3 1 4 2  5 3 2 1 4 

 1 5 4 2 3  5 1 4 3 2  5 1 4 3 2  1 2 4 3 5  1 2 4 3 5 

 3 1 2 5 4  1 2 3 5 4  4 2 1 5 3  3 1 2 5 4  4 1 3 5 2 

 5 2 3 4 1  3 5 2 4 1  3 4 5 2 1  4 5 3 2 1  3 4 5 2 1 
 

 25′. 3′.∗  25′. 4′.∗  26′. 1′.∗  26′. 2′.∗   26′. 3′.∗     

 2 4 3 1 5  2 1 3 4 5  2 1 5 4 3  2 4 5 1 3  2 4 1 3 5 

 1 3 5 4 2  1 3 5 2 4  5 3 1 2 4  4 3 1 2 5  4 3 5 1 2 

 5 1 4 2 3  3 5 4 1 2  3 2 4 1 5  5 1 4 3 2  1 5 4 2 3 

 3 2 1 5 4  4 2 1 5 3  1 4 3 5 2  1 2 3 5 4  3 1 2 5 4 

 4 5 2 3 1  5 4 2 3 1  4 5 2 3 1  3 5 2 4 1  5 2 3 4 1 
 

 26′. 4′.∗  27′. 1′.  27′. 2′.  27′. 3′.∗   27′. 4′.∗     

 2 1 3 4 5  2 5 1 4 3  2 4 5 1 3  2 4 3 1 5  2 4 1 3 5 

 5 3 2 1 4  1 3 5 2 4  4 3 1 2 5  5 3 1 2 4  1 3 5 2 4 

 1 5 4 2 3  3 2 4 1 5  1 5 4 3 2  1 5 4 3 2  5 2 4 1 3 

 3 4 1 5 2  4 1 3 5 2  3 1 2 5 4  4 1 2 5 3  4 1 3 5 2 

 4 2 5 3 1  5 4 2 3 1  5 2 3 4 1  3 2 5 4 1  3 5 2 4 1 
 

 27′. 5′.∗  27′. 6′.∗  27′. 7′.  27′. 8′.   28′. 1′.∗     

 2 1 5 4 3  2 5 1 4 3  2 4 1 3 5  2 1 3 4 5  2 4 5 1 3 

 4 3 2 1 5  4 3 5 1 2  4 3 5 1 2  5 3 2 1 4  4 3 1 2 5 

 1 5 4 3 2  3 1 4 2 5  5 1 4 2 3  1 5 4 3 2  5 1 4 3 2 

 3 2 1 5 4  1 2 3 5 4  1 2 3 5 4  4 2 1 5 3  1 2 3 5 4 

 5 4 3 2 1  5 4 2 3 1  3 5 2 4 1  3 4 5 2 1  3 5 2 4 1 
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 28′. 2′.∗  28′. 3′.∗  28′. 4′.∗  29′. 1′.∗   29′. 2′.∗     

 2 4 3 1 5  2 1 5 3 4  2 1 3 4 5  2 4 5 1 3  2 4 1 3 5 

 5 3 1 2 4  1 3 2 4 5  5 3 2 1 4  5 3 1 4 2  4 3 5 1 2 

 1 5 4 3 2  5 2 4 1 3  1 5 4 2 3  1 2 4 3 5  1 5 4 2 3 

 4 1 2 5 3  3 4 1 5 2  3 4 1 5 2  3 1 2 5 4  3 1 2 5 4 

 3 2 5 4 1  4 5 3 2 1  4 2 5 3 1  4 5 3 2 1  5 2 3 4 1 
 

 29′. 3′.∗  29′. 4′.∗  30′. 1′.  30′. 2′.   30′. 3′.∗     

 2 1 5 4 3  2 1 3 4 5  2 4 5 1 3  2 4 1 3 5  2 1 5 4 3 

 5 3 1 2 4  1 3 5 2 4  1 3 2 4 5  1 3 5 2 4  4 3 2 1 5 

 3 2 4 1 5  3 5 4 1 2  5 1 4 3 2  3 5 4 1 2  1 5 4 3 2 

 1 4 3 5 2  4 2 1 5 3  3 2 1 5 4  4 1 2 5 3  3 2 1 5 4 

 4 5 2 3 1  5 4 2 3 1  4 5 3 2 1  5 2 3 4 1  5 4 3 2 1 
 

 30′. 4′.∗  30′. 5′.∗  30′. 6′.∗  30′. 7′.   30′. 8′.     

 2 1 5 3 4  2 4 3 1 5  2 4 1 3 5  2 1 5 3 4  2 1 3 4 5 

 4 3 1 2 5  1 3 5 4 2  1 3 5 2 4  4 3 1 2 5  4 3 5 1 2 

 3 5 4 1 2  5 1 4 2 3  5 2 4 1 3  5 2 4 1 3  1 5 4 2 3 

 1 4 2 5 3  3 2 1 5 4  4 1 3 5 2  1 4 3 5 2  3 2 1 5 4 

 5 2 3 4 1  4 5 2 3 1  3 5 2 4 1  3 5 2 4 1  5 4 2 3 1 
 

 31′. 1′.∗  31′. 2′.∗  31′. 3′.∗  31′. 4′.∗   32′. 1′.     

 2 5 3 1 4  2 1 3 4 5  2 5 1 3 4  2 4 1 3 5  2 5 3 1 4 

 1 3 2 4 5  1 3 5 2 4  4 3 2 1 5  4 3 5 1 2  5 3 1 4 2 

 5 1 4 3 2  3 5 4 1 2  5 1 4 2 3  1 5 4 2 3  1 2 4 3 5 

 4 2 1 5 3  4 2 1 5 3  1 4 3 5 2  3 1 2 5 4  4 1 2 5 3 

 3 4 5 2 1  5 4 2 3 1  3 2 5 4 1  5 2 3 4 1  3 4 5 2 1 
 

 32′. 2′.  32′. 3′.∗  32′. 4′.∗  32′. 5′.∗   32′. 6′.∗     

 2 1 3 4 5  2 4 3 1 5  2 1 3 4 5  2 5 1 4 3  2 5 1 3 4 

 4 3 5 1 2  5 3 1 2 4  5 3 2 1 4  4 3 5 1 2  1 3 5 4 2 

 1 5 4 2 3  1 5 4 3 2  1 5 4 2 3  3 1 4 2 5  3 2 4 1 5 

 3 2 1 5 4  4 1 2 5 3  3 4 1 5 2  1 2 3 5 4  4 1 2 5 3 

 5 4 2 3 1  3 2 5 4 1  4 2 5 3 1  5 4 2 3 1  5 4 3 2 1 
 

 32′. 7′.  32′. 8′.  33′. 1′.∗  33′. 2′.∗   33′. 3′.∗     

 2 5 1 4 3  2 4 1 3 5  2 5 3 1 4  2 4 3 1 5  2 5 1 4 3 

 5 3 2 1 4  1 3 5 2 4  5 3 1 4 2  1 3 5 4 2  5 3 2 1 4 

 3 1 4 2 5  3 5 4 1 2  3 1 4 2 5  5 1 4 2 3  1 2 4 3 5 

 1 4 3 5 2  4 1 2 5 3  1 4 2 5 3  3 2 1 5 4  4 1 3 5 2 

 4 2 5 3 1  5 2 3 4 1  4 2 5 3 1  4 5 2 3 1  3 4 5 2 1 
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 33′. 4′.∗  34′. 1′.∗  34′. 2′.∗  34′. 3′.∗   34′. 4′.∗     

 2 4 1 3 5  2 5 1 4 3  2 4 5 1 3  2 5 1 3 4  2 1 5 3 4 

 1 3 5 2 4  4 3 5 1 2  4 3 1 2 5  1 3 5 4 2  1 3 2 4 5 

 5 2 4 1 3  3 1 4 2 5  5 1 4 3 2  3 2 4 1 5  5 2 4 1 3 

 4 1 3 5 2  1 2 3 5 4  1 2 3 5 4  4 1 2 5 3  3 4 1 5 2 

 3 5 2 4 1  5 4 2 3 1  3 5 2 4 1  5 4 3 2 1  4 5 3 2 1 
 

 35′. 1′.∗  35′. 2′.∗  35′. 3′.∗  35′. 4′.∗   36′. 1′.     

 2 5 1 4 3  2 1 5 4 3  2 5 3 1 4  2 1 5 3 4  2 5 1 4 3 

 5 3 2 1 4  4 3 2 1 5  5 3 1 4 2  4 3 1 2 5  5 3 2 1 4 

 1 2 4 3 5  1 5 4 3 2  3 1 4 2 5  3 5 4 1 2  3 1 4 2 5 

 4 1 3 5 2  3 2 1 5 4  1 4 2 5 3  1 4 2 5 3  1 4 3 5 2 

 3 4 5 2 1  5 4 3 2 1  4 2 5 3 1  5 2 3 4 1  4 2 5 3 1 
 

 36′. 2′.  36′. 3′.∗  36′. 4′.∗  36′. 5′.∗   36′. 6′.∗     

 2 4 5 1 3  2 4 5 1 3  2 1 5 4 3  2 5 3 1 4  2 5 1 3 4 

 1 3 2 4 5  5 3 1 4 2  5 3 1 2 4  1 3 2 4 5  4 3 2 1 5 

 5 1 4 3 2  1 2 4 3 5  3 2 4 1 5  5 1 4 3 2  5 1 4 2 3 

 3 2 1 5 4  3 1 2 5 4  1 4 3 5 2  4 2 1 5 3  1 4 3 5 2 

 4 5 3 2 1  4 5 3 2 1  4 5 2 3 1  3 4 5 2 1  3 2 5 4 1 
 

 36′. 7′.  36′. 8′.  37′. 1′.∗  37′. 2′.∗   37′. 3′.∗     

 2 5 3 1 4  2 1 5 3 4  2 4 1 3 5  2 4 3 1 5  2 5 1 4 3 

 5 3 1 4 2  4 3 1 2 5  4 3 5 1 2  1 3 5 4 2  5 3 2 1 4 

 1 2 4 3 5  5 2 4 1 3  1 5 4 2 3  5 1 4 2 3  1 2 4 3 5 

 4 1 2 5 3  1 4 3 5 2  3 1 2 5 4  3 2 1 5 4  4 1 3 5 2 

 3 4 5 2 1  3 5 2 4 1  5 2 3 4 1  4 5 2 3 1  3 4 5 2 1 
 

 37′. 4′.∗  38′. 1′.  38′. 2′.  38′. 3′.∗   38′. 4′.∗     

 2 5 3 1 4  2 4 5 1 3  2 4 1 3 5  2 4 5 1 3  2 4 3 1 5 

 1 3 2 4 5  5 3 1 4 2  5 3 2 1 4  5 3 1 4 2  5 3 1 2 4 

 5 1 4 3 2  3 1 4 2 5  1 5 4 2 3  1 2 4 3 5  1 5 4 3 2 

 4 2 1 5 3  1 2 3 5 4  4 1 3 5 2  3 1 2 5 4  4 1 2 5 3 

 3 4 5 2 1  4 5 2 3 1  3 2 5 4 1  4 5 3 2 1  3 2 5 4 1 
 

 38′. 5′.∗  38′. 6′.∗  38′. 7′.  38′. 8′.   39′. 1′.∗     

 2 5 1 4 3  2 5 1 3 4  2 5 1 4 3  2 5 3 1 4  2 4 5 1 3 

 4 3 5 1 2  4 3 2 1 5  4 3 5 1 2  4 3 1 2 5  4 3 1 2 5 

 3 1 4 2 5  5 1 4 2 3  1 2 4 3 5  5 1 4 3 2  5 1 4 3 2 

 1 2 3 5 4  1 4 3 5 2  3 1 2 5 4  1 4 2 5 3  1 2 3 5 4 

 5 4 2 3 1  3 2 5 4 1  5 4 3 2 1  3 2 5 4 1  3 5 2 4 1 
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 39′. 2′.∗  39′. 3′.∗  39′. 4′.∗  40′. 1′.∗   40′. 2′.∗     

 2 4 1 3 5  2 5 1 3 4  2 5 3 1 4  2 5 3 1 4  2 1 3 4 5 

 1 3 5 2 4  1 3 5 4 2  5 3 1 4 2  5 3 1 4 2  5 3 2 1 4 

 5 2 4 1 3  3 2 4 1 5  3 1 4 2 5  3 1 4 2 5  1 5 4 2 3 

 4 1 3 5 2  4 1 2 5 3  1 4 2 5 3  1 4 2 5 3  3 4 1 5 2 

 3 5 2 4 1  5 4 3 2 1  4 2 5 3 1  4 2 5 3 1  4 2 5 3 1 
 

 40′. 3′.∗  40′. 4′.∗  41′. 1′.  41′. 2′.   41′. 3′∗     

 2 1 5 4 3  2 4 5 1 3  2 5 3 1 4  2 1 3 4 5  2 5 3 1 4 

 4 3 2 1 5  4 3 1 2 5  4 3 1 2 5  1 3 5 2 4  1 3 2 4 5 

 1 5 4 3 2  5 1 4 3 2  5 1 4 3 2  5 2 4 1 3  5 1 4 3 2 

 3 2 1 5 4  1 2 3 5 4  1 4 2 5 3  3 4 1 5 2  4 2 1 5 3 

 5 4 3 2 1  3 5 2 4 1  3 2 5 4 1  4 5 2 3 1  3 4 5 2 1 
 

 41′. 4′.∗  41′. 5′.∗  41′. 6′.∗  41′. 7′.   41′. 8′.     

 2 4 3 1 5  2 1 5 4 3  2 1 5 3 4  2 4 5 1 3  2 1 5 3 4 

 1 3 5 4 2  5 3 1 2 4  4 3 1 2 5  5 3 1 4 2  1 3 2 4 5 

 5 1 4 2 3  3 2 4 1 5  3 5 4 1 2  3 1 4 2 5  3 5 4 1 2 

 3 2 1 5 4  1 4 3 5 2  1 4 2 5 3  1 2 3 5 4  4 2 1 5 3 

 4 5 2 3 1  4 5 2 3 1  5 2 3 4 1  4 5 2 3 1  5 4 3 2 1 
 

 42′. 1′.∗  42′. 2′.∗  42′. 3′.∗  42′. 4′.∗   43′. 1′.∗     

 2 1 3 4 5  2 4 3 1 5  2 4 5 1 3  2 1 5 3 4  2 1 5 3 4 

 1 3 5 2 4  5 3 1 2 4  5 3 1 4 2  1 3 2 4 5  4 3 1 2 5 

 3 5 4 1 2  1 5 4 3 2  1 2 4 3 5  5 2 4 1 3  3 5 4 1 2 

 4 2 1 5 3  4 1 2 5 3  3 1 2 5 4  3 4 1 5 2  1 4 2 5 3 

 5 4 2 3 1  3 2 5 4 1  4 5 3 2 1  4 5 3 2 1  5 2 3 4 1 
 

 43′. 2′.∗  43′. 3′.∗  43′. 4′.∗  44′. 1′.∗   44′. 2′.∗     

 2 4 1 3 5  2 1 5 4 3  2 5 1 4 3  2 1 5 3 4  2 5 1 3 4 

 4 3 5 1 2  5 3 1 2 4  5 3 2 1 4  1 3 2 4 5  4 3 2 1 5 

 1 5 4 2 3  3 2 4 1 5  1 2 4 3 5  5 2 4 1 3  5 1 4 2 3 

 3 1 2 5 4  1 4 3 5 2  4 1 3 5 2  3 4 1 5 2  1 4 3 5 2 

 5 2 3 4 1  4 5 2 3 1  3 4 5 2 1  4 5 3 2 1  3 2 5 4 1 
 

 44′. 3′.∗  44′. 4′.∗  45′. 1′.  45′. 2′.   45′. 3′.∗     

 2 5 1 4 3  2 1 3 4 5  2 1 5 3 4  2 4 1 3 5  2 5 1 3 4 

 4 3 5 1 2  1 3 5 2 4  1 3 2 4 5  5 3 2 1 4  1 3 5 4 2 

 3 1 4 2 5  3 5 4 1 2  3 5 4 1 2  1 5 4 2 3  3 2 4 1 5 

 1 2 3 5 4  4 2 1 5 3  4 2 1 5 3  4 1 3 5 2  4 1 2 5 3 

 5 4 2 3 1  5 4 2 3 1  5 4 3 2 1  3 2 5 4 1  5 4 3 2 1 
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 45′. 4′.∗  45′. 5′.∗  45′. 6′.∗  45′. 7′.   45′. 8′.     

 2 4 1 3 5  2 1 5 4 3  2 1 3 4 5  2 5 1 4 3  2 1 3 4 5 

 1 3 5 2 4  4 3 2 1 5  5 3 2 1 4  4 3 5 1 2  1 3 5 2 4 

 5 2 4 1 3  1 5 4 3 2  1 5 4 2 3  1 2 4 3 5  5 2 4 1 3 

 4 1 3 5 2  3 2 1 5 4  3 4 1 5 2  3 1 2 5 4  3 4 1 5 2 

 3 5 2 4 1  5 4 3 2 1  4 2 5 3 1  5 4 3 2 1  4 5 2 3 1 
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ANEXA 2 

Programul (codul) GAP pentru generarea și afișarea tutror celor 576 de patratelor latine de 

ordinul 4  

# order of the Latin square 

n:=4;; 

# number of Latin squares found so far 

count:=0; 

# start with the empty Latin square 

L:=List([1..n],i->List([1..n],j->0));; 

# function for trying all non-clashing symbols in cell (i,j) 

ExtendPartialLatinSquare:=function(i,j) 

  local s; 

  # try symbol s in cell (i,j) 

  for s in [1..n] do 

    # symbol s already used in column j 

    if(ForAny([1..i-1],k->L[k][j]=s)) then continue; fi; 

    # symbol s already used in row i 

    if(ForAny([1..j-1],k->L[i][k]=s)) then continue; fi; 

    # no clashes arise 

    L[i][j]:=s; 

    # if L is a Latin square, count it; 

    # otherwise try filling in the next empty cell 

    if(j=n) then 

      if(i=n) then 

        count:=count+1; 

        Display(L); 

      else 

        ExtendPartialLatinSquare(i+1,1); 

      fi; 

    else 

      ExtendPartialLatinSquare(i,j+1); 

    fi; 

 

    L[i][j]:=0; 

 

  od; 

end;; 

 

ExtendPartialLatinSquare(1,1); 

 

Print("Found ",count," Latin squares of order ",n,"\n"); 

 

(acest cod poate fi utilizat de asemenea și pentru generarea și afișarea tuturor celor 161280 de 

pătrate latine de ordinul 5) 
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