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C.Z.U.: 512.548 (043.3)
ADNOTARE

Cuznetov Elena, ,,Extensibilitatea si derivabilitatea recursiva a quasigrupuilor”, teza de doctor
in stiinte matematice, Chisinau, 2026

Lucrarea este scrisd in limba roména si cuprinde: introducere, trei capitole, concluzii si
recomandari, bibliografie din 129 de titluri, 104 pagini de text de bazd, 2 anexe. Rezultatele obtinute
sunt publicate n 14 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: quasigrup, patrat latin, transversald, derivata recursiva, quasigrup recursiv
derivabil, prelungire a patratului latin.

Domeniul de studiu: teoria quasigrupurilor binare si n-are.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul tezei consta in caracterizarea derivabilitatii recursive a
quasigrupurilor binare si n-are, inclusiv a prelungirilor quasigrupurilor, estimarea ordinului maximal
de derivabilitate recursiva si a spectrului quasigrupurilor recursiv derivabile finite. Pentru atingerea
scopului vizat sunt fixate urmadtoarele obiective: caracterizarea derivabilitatii recursive a
quasigrupurilor binare si a grupurilor n -are, determinarea unor noi metode de prelungire a
quasigrupurilor binare finite si studiul derivabilitatii recursive ale prelungirilor quasigrupurilor.

Noutatea si originalitatea stiintifici. In lucrare sunt determinate criterii ale derivabilitatii
recursive de ordin r > 1 ale quasigrupurilor binare si n-are, este data o metoda noua de prelungire a
quasigrupurilor binare finite prin utilizarea a doud transversale care se intersecteaza exact intr-o celula,
fiind caracterizat numarul de astfel de perechi de transversale in patratele latine de ordin < 5. Este
demonstratd inexistenta patratelor latine de ordinul 5 cu prelungiri recursiv derivabile, obtinute prin
metoda datd, una dintre transversale fiind diagonala principala cu ordinea prestabilitd a elementelor
1,2,3,4,5 sau 2,3,4,5,1.

Problema stiintifica importanta solutionata constd in determinarea conditiilor necesare si
suficiente de derivabilitate recursiva de ordin arbitrar finit a unei clase de grupuri n-are, in prezentarea
unei metode noi de prelungire a quasigrupurilor binare finite prin utilizarea a doua transversale care
se intersecteaza exact intr-o celuld si caracterizarea derivabilitatii recursive a acestor prelungiri.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele ce tin de caracterizarea
derivabilitatii recursive de ordin arbitrar r ale unor clase de quasigrupuri binare si n-are, precum si a
prelungirilor quasigrupuilor prin diferite metode, se referd la probleme deschise din teoria
quasigrupurilor ce tin de estimarea spectrului quasigrupurilor recursiv derivabile si au aplicari
esentiale in teoria MDS-codurilor pentru detectarea/corectarea unui numar maximal de erori, oferind
noi estimdri ale parametrilor acestor coduri.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Quasigrupurile recursiv derivabile n-are, n > 2, pot
fi utilizate drept functii de control la construirea MDS-codurilor si la estimarea parametrilor acestor
coduri. De asemenea, caracterizarea numarului perechilor de transversale ale unui patrat latin, care se
intersecteaza exact Intr-o celulda, ofera solutii prntru probleme analogice din combinatorica.
Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in calitate de suport pentru cursuri universitare de specialitate.
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AHHOTANUSA
Ky3neunosa Enena, «Ilpogo/ukeHue um pekypcuBHas Au(pdepeHUHPYyeMOCTh KBAZHUIPYIIID»,
AUCCEPTALMS KAHAUIATA MaTeMaTH4YeCKuX HayK, Kummnnés, 2026 r.

Pabora Hammcana Ha PYMBIHCKOM $I3bIK€ M BKIIIOUAET: BBEJCHUE, TPH TJIaBHI, BHIBOJABI U
pexkoMeHanuu, oubnumorpaduio u3z 129 wammenoBanuid, 104 cTpaHUI] OCHOBHOTO TEKCTa, 2
npuioxeHus. [lonydeHHbIe pe3yabTaThl OMMyOJINKOBaHbBI B 14 Hay4YHBIX padoT.

KuroueBbie cioBa: Ksasurpynma, JaTMHCKMM KBajpaT, TpaHCBEpCalb, PEKYpPCUBHAas
IPOM3BOJIHAS, PEKYPCUBHO nu(phepeHnnpyeMas KBa3urpymnia, mpoI0JKeHHe JIATHHCKOTO KBajpaTa.

ObuacTh uccienoBanmii: Teopust OMHAPHBIX U N-aPHBIX KBa3UTPYIIII.

Hear u 3amaum padorhl. Llenpio auccepTalnoOHHON pabOThI SBISETCS XapaKTEPUCTHUKA
pexypcuBHON IuddepeHInpyeMocT OMHAPHBIX U M-apHBIX KBa3WUTPYII, BKJIIOYas IPOJODKEHHE
KBa3uIrpymn, OLE€HKa MaKCHUMaJbHOTO IMOpsKa PEKYpCUBHON AUPPEpeHIHpPYyEeMOCTH U CIEKTpa
KOHEUHBIX peKypcuBHO nuddepeHunpyeMbix Kpasurpynm. J[lias JocTUXKeHus JaHHOM Iiesm
TOCTAaBJICHBI CJICTYIONTNE 3a7a9M: XapaKTEPUCTHUKA peKypCUBHOU Ar(HEepeHITNPYEeMOCTH OMHAPHBIX
U N -apHBIX KBa3HWTPYIIN, OINpEJCeHHe HOBBIX METOJOB MPOJOIKEHUS KOHEUHBIX OMHApPHBIX
KBa3UTPYII U HCCIIeI0OBaHNE PEKYPCUBHOH U HepeHINPYEMOCTH POAOJDKEHUI KBa3UTPYTIIL.

Hayuynasi HOBH3HAa U OPUTHHAJIBHOCTB. B paboTe yCTaHOBIEHBI KPUTEPHH PEKYPCUBHOM
muddepeHIUPYEeMOCTH nopsiika N = 1 OMHAPHBIX M M-apHBIX KBa3UTPYII, a TakKe MpeaokKeH
HOBBIA METOJ MNPOJOJDKEHHUs] JIATUHCKUX KBaJApaTOB C IOMOLIbIO JBYX TpaHCBEpPCAJIEH,
MEPECEKAIOIMXCS TOUHO B OJIHOM KJIETKE, U 0XapaKTEPU30BAHO YKCIIO TAKUX Iap TpPaHCBEpcaJel B
JaTUHCKUX KBajpaTax mopsaka < 5. [loka3aHO HECYIIECTBOBAHME JIATUHCKHUX KBAJPATOB 5-TO
MOPSIJIKA C PEKYPCUBHO AU PEpPSHITUPYEMBIMH ITPOIOHKCHUSMU, TOJIYICHHBIMHU TAHHBIM METOJIOM,
Iie OJIHA U3 TPAHCBEpCAJICH ABJISETCSA INIAaBHOW IUArOHANIBIO C MOPSAKOM 3JieMeHTOB 1,2,3,4,5 mim
2,3,4,5,1.

PemienHas BaskHasi HAy4YHasl 32/1a4a COCTOUT B HAX0XK/IEHHUE HEOOXOJUMBIX U IOCTATOYHBIX
yCIOBUN peKypcUBHOU auddepeHInpyeMOoCTH MPOU3BOJILHOTO KOHEYHOIO MOpsIKa Kjacca 1 -
ApHBIX TPYIII, B IPEICTABICHINN HOBOTO METO/Ia MPOJIOJKEHUSI KOHEYHBIX OMHAPHBIX KBa3UTPYIII C
MIOMOIIBIO JBYX TpaHCBEpCAJIEH, MEPECEKAIOIMXCSI TOUHO B OJHOM TOUKE (KJIETKE), U B ONMCAHUU
PEeKypCUBHOU TP PEpEeHITUPYEMOCTH STUX MPOIAOIDKEHUH.

TeopeTnueckasi 3HAYUMOCTb U NPUKJIAJHAS LEHHOCTb padoThl. Pe3ynbTarThl, CBI3aHHbIE
C OMHCaHHUEeM peKypcUBHOU IuddepeHnnpyeMocTH HEKOTOPhIX KJIACCOB OMHAPHBIX U 1N -apHBIX
KBa3UIPYIII, a TAKKE MOCTPOEHUE MPOJOIIKEHUM KBA3UTPYNH PA3TUNYHBIMH METOAAMH, OTHOCSTCS K
OTKPBITBIM ~ 33Jja4aM TEOPUM KBAa3UTPYII, CBA3AHHBIX C OLEHKOH CHEKTpa pPEKYpCHUBHO
muddepeHIMpyeMbIX KBa3UTPYIIN, W UMEIOT MpujoxkeHus B Tteopuun MJIP-kogoB ans
oOHapyKeHUs/UCIPaBICHUS MAaKCUMAJIbHOTO YuciIa OUIMOOK, MO3BOJISAS MOJTy4YaTh HOBBIE OLIEHKU
[1apaMeTPOB TaKUX KOJOB.

BHenpenue Hay4yHbIX pe3yabTaToB. PekypcuBHO nuddepeHnupyembie n -KBa3UTPYIIIIHL,
n > 2, MOryT OBbITh MCIOJB30BaHbI B KaUeCTBE KOHTPOJIbHBIX (YHKIHMH mpu noctpoeHuun MJIP-
KOJIOB U OLIEHKE X ITapaMeTpOB. XapaKTepu3alus Yucia nap TpaHcBepcasell JaTUHCKOIO KBapara,
MIEPECEKAIOIMXCSI TOYHO B OJHOM sAYeiKe, MPENOCTaBIsSeT PELEHUS JJIs AaHAJOTMYHBIX 3a/ay B
KoMOMHaTOopuke. Pe3ynbrartel paboTbl MOTYT ObITh MCIOJIB30BaHbl B KauyeCTBE MaTepuaia st
CIIeLIMAIM3UPOBAHHBIX YHUBEPCUTETCKUX KYPCOB.
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ANNOTATION
Cuznetov Elena, "Extensibility and recursive differentiability of quasigroups", PhD thesis in
mathematical sciences, Chisinau, 2026

The work is written in Romanian and includes: introduction, three chapters, conclusions and
recommendations, bibliography of 129 titles, 104 pages of basic text, 2 appendixes. The obtained
results are published in 14 scientific papers.

Keywords: quasigroup, Latin square, transversal, recursive derivative, recursively
differentiable quasigroup, prolongation of Latin squares.

Field of study: theory of binary and n-ary quasigroups.

The purpose and objectives of the work. The purpose of the thesis is to characterize the
recursive differentiability of binary and n-ary quasigroups, including prolongations of quasigroups,
to estimate the maximal order of recursive differentiability and the spectrum of finite recursively
differentiable quasigroups. To achieve the intended goal, the following objectives are set:
characterizing the recursive differentiability of binary quasigroups and n-ary groups, determining
new methods of prolongation of finite binary quasigroups, and studying the recursive differentiability
of quasigroup prolongations.

Novelty and scientific originality. In the present work, criteria for recursive differentiability
of order n > 1 of binary and n-ary quasigroups are determined, a new method of prolongation of
finite binary quasigroups is given, by using two transversals that intersect exactly in one cell, and the
number of such pairs of transversals in Latin squares of order < 5 is characterized. It is proved that
there do not exist Latin squares of order 5 with recursively differentiable prolongations, obtained by
the given method, where one of the transversals is the main diagonal with the order of elements
1,2,3,4,5 or 2,3,4,5,1.

The main solved scientific problem consists in determining necessary and sufficient
conditions of recursive differentiability of arbitrary finite order of a class of n-ary groups, in
presenting a new method of prolongation of finite binary quasigroups, by using two transversals that
intersect exactly in one cell, and in characterizing the recursive differentiability of such prolongations.

The significance of theoretical and practical values of the work. The results related to the
characterization of the recursive differentiability of binary and n-ary quasigroups, as well as the
extensions of quasigroups by various methods, refer to open problems in quasigroup theory related to
the estimation of the spectrum of recursively differentiable quasigroups and have essential
applications in the theory of MDS codes for detecting/correcting the maximum number of errors,
providing new estimations of the parameters of such codes.

Implementation of the scientific results. Recursively differentiable n-ary quasigroups, n >
2, can be used as control functions in the construction of MDS codes and for the estimation of the
parameters of these codes. The characterization of the number of pairs of transversals of a Latin square
that intersect exactly in one cell, provides solutions for analogous problems in combinatorics. The
results of the thesis can be used as a support for specialized university courses.



LISTA ABREVIERILOR
N (N*) - multimea numerelor naturale (multimea numerelor naturale nenule)
S, — grupul simetric de gradul n
A,, — grupul altern de gradul n
So— grupul simetric pe multimea Q
Z,, — inelul claselor de resturi modulo n
Aut(Q,") — grupul automorfismelor quasigrupului (Q,")
SAut(Q,") — multimea semiautomorfismelor quasigrupului (Q,-)
LM(Q,") — grupul multiplicativ la stanga al quasigrupului (Q,)
RM(Q,") — grupul multiplicativ la dreapta al quasigrupului (Q,")
M (Q,") — grupul multiplicativ al quasigrupului (Q,")
I,, — grupul substitutiilor interne ale quasigrupului (Q,") in raport cu h
E,,..., E, —selectorii n-ari
A®) _derivata k-recursivi de ordinul s a operatiei A
[n,k,d];— cod — un cod C de lungime n peste un alfabet din q elemente, cu distanta minimala
Hamming d si |C| = g*;
n(k,q) — numarul maximal n pentru care exista un [n, k, d],~ cod ce atinge marginea superioara
Singleton;
n” (k,q) —numarul maximal n pentru care existaun [n,k,d],—cod k- recursiv ce atinge marginea
superioara Singleton;
n'" (k,q) — numirul maximal n pentru care existd un [n,k,d] g— cod k- recursiv idempotent, ce
atinge marginea superioard Singleton;
l(k,q) — numarul maximal n pentru care existd un [n, k, d],— cod liniar (in sens larg) ce atinge
marginea superioara Singleton;
["(k,q) — numarul maximal n pentru care existd un [n, k, d],— cod k- recursiv liniar ce atinge
marginea superioara Singleton;
1" (k,q) — numiarul maximal n pentru care existi un [n, k, d] g~ cod k- recursiv liniar idempotent,
ce atinge marginea superioara Singleton;
N(k,q) —numarul maximal de hipercuburi latine ortogonale de ordinul k, definite pe o multime din

q elemente.



INTRODUCERE

Inceputul dezvoltarii teoriei quasigrupurilor tine de anii 20-30 ai secolului XX. Termenul
quasigrup a fost introdus intr-o lucrare publicata de R. Moufang in anul 1935, care se referea la
coordonatizarea planelor proiective. Cu toate acestea, conceptul de quasigrup fusese de fapt luat in
considerare mult mai devreme de catre Schroeder care, intre 1873 si 1890, a elaborat o serie de lucrari
despre ,,aritmetica formald”: adica despre structuri algebrice cu o operatie binara astfel incat atat
operatia inversa la stanga cat si cea inversa la dreapta ar putea fi definite in mod unic. O astfel de
structura este un quasigrup [8, 53, 71, 72, 104].

Un grupoid binar (Q, A) se numeste quasigrup daca, pentru Va,b € Q, ecuatiile A(a,x) = b
si A(y,a) = b au cate o singura solutie in Q.

Patratele latine reprezinta analogul combinatoric al quasigrupurilor binare finite. Numim patrat
latin de ordinul g, definit pe o multime @ din g elemente, orice tabel cu g linii si g coloane, la
intersectia carora se afla elementele multimii Q, astfel incit elementele nu se repeta nici pe linii, nici
pe coloane. Quasigrupurile (patratele latine) au numeroase apliciri in practica. In particular, datorita
proprietatilor lor combinatorice, sunt utilizate , in teoria codurilor si criptografie, in teoria planificarii
experimentelor, teoria automatelor s. a.

Fie Q = {ay,ay, ...,a,} o multime finita. Orice submultime nevida C € @™, unde n = 1, se
numeste cod de lungime n, sau n-cod, peste alfabetul Q. Un n-cod C S Q™ este un [n, k],-cod,
dacd |C| = q*, unde |Q| =q si k > 1, iar un [n,k],-cod C este un [n, k, d],-cod daca distanta
minimald Hamming asaeste d. Se stie ca parametriiunui [n, k, d]4-cod verificd inegalitatea d<
n—k+ 1. Dacd un [n,k,d]y-cod are distanta minimald Hamming egald cu n —k + 1, atunci
spunem ca acest cod atinge marginea superioara Singleton. MDS codurile sunt codurile care ating
marginea superioard Singleton. Literatura de specialitate referitoare la coduri detectoare si corectoare
de erori, inclusiv MDS-coduri este foarte vasta in prezent [1-4, 6, 24-33, 35-41, 54, 55, 62, 63, 67,75,
76, 78, 80, 82, 88-90, 92, 93, 97, 98, 100, 101, 105, 107-109, 112-114, 119, 124, 125, 127].

Un cod C € Q" se numeste cod complet s-recursiv daca existd o functie f: Q° — @, unde
1<s<n, astfel incat orice cuvant-cod u= (uy,uUy,..,Uy_1) €C verificd conditia
Uiy = f (Ui U1, s Uiss—1), pentru orice i = 0,1,...,n —s — 1. In acest caz vom nota codul
complet s-recursiv dat cu C(n, f).

Notiunile de "derivata recursiva" si de "quasigrup recursiv derivabil" au fost introduse in [39],



unde autorii studiazd MDS-codurile complete recursive.
Derivata recursivd de ordinul t > 0 a unui groupoid k-ar (Q, A) se noteazi cu A® si se
defineste 1n felul urmator:

A = A,
AO Y = A(xpin, o x0 AQ (X, ATV (xK)) dacd 1 < t < k;
ADO(xky = AACER (xF),..., A D (xF)) dacd t > k,Vxq,...,x, €Q,

unde cu x¥ notdm consecutivitatea xq,Xs, ..., X.

Un grupoid n-ar (@, A) se numeste quasigrup n-ar, sau n-quasigrup, daca in egalitatea
A(xq,...,x) = Xp4q oricare n dintre elementele Xq,..., X, Xppq 1l determind univoc pe al
(n+1)-lea[l1, 18, 71, 72, 81].

Un quasigrup k-ar (Q,A) se numeste recursiv r-derivabil daca derivatele sale recursive
A AM AT sunt operatii de quasigrup (r = 0). In [69] se demonstreazi ci, daca (Q, f) este

un quasigrup k-ar, atunci f™ = £07, vr > 0, unde

0:Q% - QF, 0(xq, ..., x)) = (Xgy oo, Xpe, f (X1 e, X1)).

Lungimea n a cuvintelor-cod intr-un cod k-recursiv
Cn,A) = {(x1, .., X A F), ..., AWKV (xKY) |x,...,x, € Q},

definit peste un alfabet Q din g elemente, unde A:Q% — Q este o operatie k-ard de quasigrup,
satisface conditia n <r +k + 1, unde r este ordinul maximal al derivabilitatii recursive a
quasigrupului (@, A). Pe de alta parte, C(n,A) este un MDS-cod daca si numaidaca d =n —k +
1, unde d este distanta minimalda Hamming a acestui cod. In prezent rimane o problemai deschisi
determinarea tuturor tripletelor (n,k,d) de numere naturale astfel incat existda MDS-coduri C de
lungime n, peste un alfabet din q elemente, cu |C| = g* si cu distanta minimalid Hamming d.
Aceastd problemd generala implica, in particular, problema determinarii ordinului maximal de

derivabilitate recursiva a quasigrupurilor k-are finite (k > 2).

. . . N t . . . . .
Fie (Q,*) este un quasigrup binar. Notand cu * derivatarecursiva de ordinul t a operatiei *

avem:

0
XKy =X*Y,
xiy=y*(x*y),

9



¢ t-2 t-1 i
xxy=(x * y)*(x * y),Vt=2si Vx,y €Q.

Se cunoaste ca exista quasigrupuri binare finite recursiv 1-derivabile de orice ordin, exceptie
fiind de ordinul 1, 2, 6, si posibil 14, 18, 26 [39, 93]. Unele estimari ale ordinului maximal de
derivabiliate recursivd a n-quasigrupurilor finite (n = 2) suntdatein[1,2,20-22, 38, 40, 41, 68, 69,
85]. Proprietati generale ale quasigrupurilor binare recursiv derivabile sunt studiatein [15, 17, 48, 51-
52, 68, 69, 86-87, 96, 115].

Derivabilitatea recursivd a quasigrupuilor n -are este strans legatd de ortogonalitatea
derivatelor recursive [17, 39, 69].

Grupoizii n-ari (Q,A,),...,(Q,A,) se numesc ortogonali daca, pentru orice a4, ..., a, € Q,
sistemul de ecuatii

A (xq, ., xp) = a4

Ap(xq, .0, %) = a,
are o singura solutie in Q. Un sistem din ¢ operatii n-are, definite pe o multime @, unde t > n, se
numeste sistem ortogonal, daca orice n operatii ale acestui sistem sunt ortogonale [10, 18, 61, 73, 94,
99].

Operatia n-ara E;, i € {1,2, ...,n}, definitd pe multimea Q, unde E;(x4,...,x,) = x;, pentru
orice Xq,...,X, € Q, se numeste i - selector n-ar. Un sistem de operatii n-are A4, ..., A;, unde
t = 1, definite pe o multime Q, se numeste sistem puternic ortogonal, dacd este ortogonal sistemul
A, ..., A Eq, . Ey.

In [39] se aratd ci un k-quasigrup defineste un MDS-cod de lungime n daci si numai daci
primele sale n — k — 1 derivate recursive formeaza un sistem puternic ortogonal. Prin urmare
operatia de k-quasigrup ce defineste un MDS-cod recursiv de lungime n este recursiv (n — k — 1)
— derivabila. Pe de alta parte, se cunoaste ca un sistem de quasigrupuri binare este puternic ortogonal
dacd si numai daca el este (simplu) ortogonal [71-72].

Sn

O alta "proprietate speciala" a quasigrupurilor binare este data in [39]: derivatele recursive de
ordin pana la r ale unui quasigrup binar finit (Q,*) sunt operatii de quasigrup daca si numai daca
(Q,*) defineste un MDS-cod recursiv de lungime r + 3. Deci, un quasigrup binar finit (Q,*) este
recursiv r-derivabil daca si numai daca derivatele sale recursive de ordin < r formeaza un sistem

ortogonal. Ultima afirmatie implica faptul ca nu exista quasigrupuri recursiv 1-derivabile de ordinul

10



2saub6sicd r < q—2,unde q = |Q| si r este ordinul derivabilitatii recursive a quasigrupului Q.
O demonstrare algebrica a inegalitatii r < g — 2 este datd in [115]. Reamintim cd nu exista pdtrate
latine ortogonale de ordinul 2 sau 6, si numarul patratelor latine reciproc ortogonale pe o multime de
q elemente nu depaseste g — 1 [71-72, 128].

In [39] se arata ci existd quasigrupuri binare finite recursiv (q — 2)-derivabile de orice ordin
primar g = 3. Cu toate acestea, in prezent raiméane o problemd deschisd determinarea ordinului
maximal r de derivabilitate recursiva a quasigrupurilor k-are finite de ordinul g, pentru k = 2 si g
non-primar.

In teoria operatiilor ortogonale (patratelor latine ortogonale) un rol important il joaca notiunea
de transversala. Numim transversala a unui pétrat latin de ordinul n un set din n celule, luate cate
una din fiecare linie si fiecare coloana a pdtratului latin, astfel incat elementele din aceste celule sd fie
distincte doua cate doud. Notiunea de transversala a fost introdusa de Euler (1779) , care a numit-o
directoare. Se stie ca pentru un patrat latin L, de ordinul n, exista un patrat latin ortogonal daca si
numai daci L se descompune in n transversale disjuncte doud cate doud. In particular, aceasti
proprietate o au patratele latine care reprezinta tabla Cayley a unui grup finit de ordin impar.

Notiunea de transversala este strans legatd de cea de substitutie completd. O functie bijectiva
0 €S, se numeste substitutie completa a unui quasigrup (Q,7) dacd este bijectiva functia
6":Q > Q, o'(x) =x-0(x). Conceptul de substitutie completad a fost introdus de Mann (1942).
Daca Q este un quasigrup care poseda o substitutie completd, atunci tabla sa multiplicativa este un
patrat latin cu o transversald. Reciproc, dacd L este un patrat latin care are o transversala, atunci
quasigrupul care are L ca tabla multiplicativd poseda o substitutie completa [8, 70-72]. Se stie ca
orice grup finit de ordin impar poseda o substitutie completa: in aceste grupuri functia x — xx este
bijectiva.

Ryser (1967) a pus intrebarea daca exista quasigrupuri de ordin impar care nu poseda o
substitutie completa. Se stie cd existd quasigrupuri de ordin par care nu au substitutii complete. In
particular, Mann a demonstrat ca dacd quasigrupul Q de ordin 4k + 2 poseda un subquasigrup de
ordinul 2k + 1, atunci tabla sa multiplicativa nu are transversale. Este relevant sa subliniem ca, daca
Q este un quasigrup care are o substitutie completd, atunci orice quasigrup izotopic are si el o
substitutie completd. Belousov (1967) a demonstrat cd dacd un quasigrup @ are o substitutie
completd, atunci la fel si toti parastrofii lui Q poseda substitutii complete. In prezent problema

caracterizarii quasigrupurilor care poseda substitutii complete nu este integral solutionata [16, 19, 34,
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56, 59, 60, 64-66, 74,77, 95, 102, 103, 111, 120-123].

Prelungirea unui quasigroup finit Q este constructia unui quasigroup de ordin mai mare,
obtinutdin @ prinadjunctia unui numar finit de elemente noi. Notiunea de prelungire a fost introdusa
de V. Belousov in 1967, care utilizand un quasigroup finit de ordinul n, cu o substitutie completa, a
indicat o metoda de constructie a unui quasigrup de ordinul n + 1, prin adjunctia unui element nou.
Aceasta metoda generalizeaza o metoda data de Bruck (1944), de prelungire a unui quasigrup finit
idempotent, prin adjunctia unui element nou. Metode de prelungire a quasigrupurilor au fost date de
asemenea de Osborn (1961), Denes si Pasztor (1963), Belyavskaya(1969), Elspas, Minnick si Short
(1963), Deriyenko si Dudek (2008, 2013) si Derienko (2009) [7, 8, 14, 23, 42-50, 58, 71, 106, 110,
115, 118, 129].

Yamamoto (1961) a utilizat acelasi concept, numindu-1 1-extensie, in legatura cu constructia
de perechi de patrate latine reciproc ortogonale. De asemenea, el a definit si o constructie inversa pe
care a numit-o 1-contractie, ulterior studiatd intr-un sir de lucrari [12, 13, 57, 79, 83, 84, 126].

Scopul tezei Extensibilitatea si derivabilitatea recursiva a quasigrupurilor este de a dezvolta
teoria generala a quasigrupurilor recursiv derivabile, de a caracteriza derivabilitatea recursiva a unor
clase de quasigrupuri, inclusiv prin elaborarea si studiul unor metode de prelungire a quasigrupurilor
finite.

Teza consta din trei capitole, Introducere, Concluzii generale si recomandari, Bibliografie si
douad anexe.

Primul compartiment, Analiza situatiei in domeniul teoriei quasigrupurilorrecursiv derivabile
si a metodelor de prelungire a quasigrupurilor, cuprinde trei paragrafe. In acest capitol este trecuti
in revista starea actuald In domeniul teoriei quasigrupurilor recursiv derivabile, de la aparitia acestei
clase de quasigrupuri in cadrul teoriei MDS-codurilor. Studiul quasigrupurilor recursiv derivabile
permite, In particular, constructia unor noi MDS-coduri si obtinerea unor noi caracterizari ale
parametrilor acestor coduri (distanta minimala Hamming, lungime, numarul de cuvinte-cod etc.).
Relatia dintre parametrii unui cod complet recursiv, in particular, MDS -cod si ordinul de derivabilitate
recursiva a unui quasigrup finit pune problema existentei quasigrupurilor finite (binare sau n-are)
recursiv derivabile cu ordin dat de derivabilitatearecursiva. Printre problemele nesolutionate pana in
prezent se numara cea referitoare la existenta quasigrupurilor binare recursiv 1-derivabile de ordinul
14,18 sau 26.

Prelungirea quasigrupurilor finite este 0o metoda cunoscuta prin care pot fi obtinute quasigupuri
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de ordin mai mare prin adaugarea unuia sau a mai multor elemente noi la un quasigrup finit si
redefinirea operatiei acestui quasigrup. In literatura de specialitate sunt cunoscute mai multe metode
de prelungire (extindere) a quasigrupurilor finite. Studiul derivabilitatii recursive a prelungirilor
quasigrupurilor reprezintd o posibilitate de a obtine caracterizdri ale spectrului (ordinului)
quasigrupurilor recursiv derivabile. Una dintre abordarile existente in elaborarea metodelor de
constructie a prelungirilor quasigrupurilor finite este cea care utilizeaza substitutiile complete,
respectiv quasicomplete, ale quasigrupurilor. Substitutiile complete ale unui quasigrup finit definesc
transversale in patratul latin corespunzator. Astfel, metodele de prelungire a quasigrupurilor finite cu
ajutorul substitutiilor complete se regdsesc in combinatorica, ca metode de extindere a patratelor latine
ce utilizeaza transversale ale acestor patrate latine.

In acest capitol sunt prezentate rezultate generale referitoare la substitutiile complete ale unui
quasigrup si la existenta transversalelor in patratele latine. Sunt descrise si ilustrate prin exemple
metodele cunoscute de prelungire a quasigrupurilor finite (Bruck, Belousov, Belyavskaya, Dudek-
Derienko s.a.).

Prin urmare, capitolul 1 caracterizeaza relatiile dintre structura algebrica de quasigrup, teoria
codurilor si aspecte combinatorice ale patratelor latine, oferind un cadru teoretic riguros pentru
constructia quasigrupurilor recursiv derivabile, constructia si analiza codurilor recursive cu parametri
optimali, metode de constructie a prelungirilor quasigrupurilor finite (patratelor latine).

Compartimentul al doilea, Quasigrupuri recursiv derivabile, constd din trei paragrafe. In
cadrul acestui compartiment sunt prezentate proprietati algebrice ale quasigrupurilor binare si n-are,
in particular ale grupurilor binare si n -are. Sunt date criterii de derivabilitate recursiva a
quasigrupurilor binare, fiind caracterizata 1-derivabilitatea recursiva a parastrofilor lor (Propozitia
2.1.2), sunt determinate relatii intre unele grupuri (grupul multiplicativ, grupul multiplicativ la
dreapta, grupul automorfismelor, grupul semiautomorfismelor) unui quasigrup recursiv 1 -derivabil si
cele ale derivatei sale recursive de ordinul 1 (Propozitiile 2.1.7 si 2.1.8). In Teorema 2.1.1 este
caracterizata s-derivabilitatea recursivd a quasigrupului (Z,,*), unde x*y =ax +y,Vx,y €
Zy, (a,n) =1, (s =2 1). Aplicand aceastd teorema, in Propozitia 2.1.10 sunt obtinute exemple de
quasigrupuri recursive (q — 2) - derivabile de ordin prim 3 < g < 19.

In Propozitiile 2.1.4 si 2.1.5 sunt determinate toate quasigrupurile recursiv derivabile de ordin
< 4. Se arata ca existd 6 quasigrupuride ordinul 3 recursiv 1-derivabile, 48 quasigrupurirecursiv 1-

derivabile de ordinul 4 si 8 quasigrupuri recursiv 2-derivabile de ordinul 4.
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In Tabelul 2.1 sunt date estimirile cunoscute r, < r pentru ordinul r de derivabilitate
recursiva a quasigrupurilor binare finite de ordinul g < 200.

In paragraful 2.2 sunt studiate grupurile binare recursiv derivabile. Pentru criteriul de s-
derivabilitate recursiva a grupurilor abeliene finite, dat in [69], sunt prezentate noi conditii echivalente
(Propozitia 2.2.2). In ultimul paragraf al Capitolului 2 sunt cercetate quasigrupurile n-are recursiv
derivabile. Rezultatul principal al acestui paragraf se contine in Teorema 2.3.1, unde este dat un
criteriu de r-derivabilitate recursiva (r > 1) a grupului n-ar (Q, B), unde B(x}') = x1- x5 -...-
Xn, (@,7) fiind un grup abelian binar finit i n > 2. Acest rezultat generalizeaza in caz n-ar criteriul
obtinut de V. Izbash si P. Syrbu pentru grupurile abeliene finite in [69].

Ultimul compartiment Derivabilitatea recursiva a unor prelungiri ale quasigrupurilor consta
unui quasigrup finit prin adjunctie de noi elemente si redefinirea operatiei, cat si studiului
derivabilitatii recursive a prelungirilor.

In Paragraful 3.1 sunt determinate conditiile necesare si suficiente pentru ca prelungirile
quasigrupurilor binare finite, obtinute utilizdnd constructiile Bruck si, respectiv Belousov, sa fie
recursiv 1-derivabile (Teoremele 3.1.1 si 3.1.2).

In Paragraful 3.2 este propusi o metoda de constructie a prelungirilor unui quasigrup finit prin
utilizarea a doua trasversale (ale tablei Cayley a quasigrupului) care se intersecteaza intr-un singur
punct (prezentata grafic in Figura 3.2). Se arata ca exista 12 moduri de prelungire a unui patrat latin
prin aceastd metoda. Este analizata existenta unor perechi de transversale, care se intersecteaza exact
intr-un punct, atat in caz general, cat si In patratele latine de ordinul 4 (in patratele latine de ordinul 3
nu exista astfel de perechi de transversale, precum rezultd din p. a) de mai jos). Se arata ca:

a) un patrat latin de ordinul n poate avea cel mult n — 2 transversale care se intersecteaza intr-
un singur punct, fiind disjuncte doua cate doud in celelalte puncte (Propozitia 3.2.1);

b) in orice patrat latin de ordinul patru existd exact 96 de perechi de transversale libere, si
respectiv 13824 de perechi de transversale obisnuite, care se intersecteaza exact intr-o celuld
(Propozitia 3.2.3; Corolarul 3.2.3).

De asemenea, in acest paragraf este analizatd derivabilitatea recursiva a prelungirilor, obtinute
prin adjunctia a doud elemente noi si utilizarea a doud trasversale care se intersecteaza exact Intr-o
celula. Se constata ca in 6 din cele 12 moduri de prelungire, patratele latine obtinute nu sunt recursiv

1-derivabile (Propozitia 3.2.4, Problema 3.2.1).
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In ultimul paragrafal Capitolului 3 sunt studiate prelungirile quasigrupurilor finite de ordinul
5 (patratelor latine de ordinul 5), prin metoda propusa, deci prin adjunctia a doud elemente noi si
utilizarea a doud transversale care se intersecteaza exact intr-o singura celuld. Se demonstreaza ca
existd exact 48 de patrate latine diferite de ordinul 5, care poseda 2 transversale, dintre care una este
diagonala principala T (cu ordinea fixatd a elementelor), iar a doua are o singura celuld comuna cu T
(Propozitia3.3.2). In Anexa 1 sunt prezentate toate cele 240 de perechi de transversale care existi in
cele 48 de patrate latine diferite, in cazul cand ordinea elementelor in transversala T este 2,3,4,5,1.

Problema 1-derivabilitatii recursive a prelungirilor quasigrupurilor de ordinul 5, prin adjunctia
a doua elemente noi si utilizarea a doua transversale ce se intersecteaza exact intr-un punct, una dintre
care este diagonala principald T, este solutionata (negativ), in cazul cand ordinea elementelor in

transversala T este 1,2,3,4,5 sau 2,3,4,5,1 (Propozitia 3.3.3).
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1. ANALIZA SITUATIEI iN DOMENIUL TEORIEI
QUASIGRUPURILOR RECURSIV DERIVABILE SI A METODELOR DE
PRELUNGIRE A QUASIGRUPURILOR

1.1.  Coduri complete recursive si derivabilitatea recursiva a operatiilor de quasigrup

Notiunea de quasigrup recursiv derivabil a aparut in teoria algebrica a MDS-codurilor [39].
Studiul codurilor complete recursive are la baza derivatele recursive ale unei functii de control, iar
atingerea marginii superioare Singleton de catre aceste coduri necesitad ca derivatele recursive date sa
formeze un sistem puternic ortogonal deci, in particular, sa fie operatii de quasigrup. Parametrii
codurilor complete recursive depind de ordinul de derivabilitate recursiva a quasigrupului utilizat in
calitate de functie de control. Problema caracterizarii parametrilor codurilor complete recursive este

doar partial solutionta in prezent.

Definitia 1.1.1. Fie Q = {al, o) aq}, n,k € N*. Un cod C < Q™ se numeste un [n, k, d]y-cod, daca

|C| = q* si are distanta minimald Hamming egald cu d.

Observam cd dacad C este un [n,k,d],-cod si |Q| = q, atunci k <n—d+ 1. In acest caz valorea
n—d+ 1 este numitdi marginea superioard Singleton, iar [n,k,d], - codurile pentru care

k=n—d+ 1 sunt MDS-coduri.

Definitia 1.1.2. Fie C un [n,k,d]g-cod si s € N*. Pozitille 1<i; <i, <...<i; <n din
cuvintele-cod ale codului C se numesc determinante, daca pentru orice c4,C5,...,Cs € Q exista un

singur cuvant u = (Uq,Uy,...,U,) € G astfel incat uy = c1,Uy = Cy,...,Us = Cq.

Propozitia 1.1.1. [39] [n, k,d]y-codul C atinge marginea superioara Singleton daca si numai daca

orice k pozitii ale cuvintelor-cod sunt determinante.

Demonstratie. Utilizand marginea superioara Singleton obtinem ca intr-un [n, k, d],-cod are loc
inegalitatea d < n — k + 1. Dacd in C orice k pozitii sunt determinante, atunci cuvintele codului
pot coincide pe maxim k — 1 pozitii, deci se vor deosebi pe minim n— (k—1)=n—k+1
pozitii. Astfel, d =n — k + 1, deci C atinge marginea superioara Singleton.

Reciproc, daca C atinge marginea superioara Singleton, atunci d = n — k + 1, deci doud cuvinte ale
codului C se deosebesc pe minim n — k + 1 pozitii, de unde rezulta ca orice doud cuvinte ce coincid

pe k pozitii, coincid integral, adica orice k pozitii sunt determinante. O
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Dacd C esteun [n, k, d]y-cod ce are determinante pozitiile 1,2,..., k, atunci exista un set de

functii f;: Q% » Q,s = 1,n — k, astfel incat

C={ueQmu=_Cry X i) o, -k (6D}
In acest caz functiile fi, f5,..., fo_k Se numesc functii de control ale codului C.

Propozitia 1.1.2. [39] Fie C un [k + 1,k,d]y-cod, avind determinante pozitiile 1,2,...,k si fie
f1:Q% v Q functia sa de control. Grupoidul (Q, f,) este un quasigrup, de aritate k, dacd §i numai

daca C atinge marginea superioara Singleton.

Demonstratie. Daca (Q, f;) este un k - quasigrup, atunci orice k elemente ale cuvantului
(X1, %2, -, Xk, f1(xX)) determind univoc elementul al (k + 1)-lea, deciorice k pozifii ale cuvintelor
codului C = {u € Q" u = (x1,x5,..., X, f1(x¥))} sunt determinante. Conform propozitiei
precedente codul C atinge marginea superioara Singleton. O
Reciproc, daca C atinge marginea superioarda Singleton, atunci orice k pozitii ale cuvintelor sale
(X1, X2, .-+, X, f1(x¥)) sunt determinante. Prin urmare, in egalitatea f; (x¥) = x;,, orice k dintre
elementele xq,x5,...,Xky1 determind univoc elementul al (k + 1) -lea, adica (Q,f;) este un
quasigrup k —ar. O

Un [k+ 1,k d]p-cod C={u€ Q" u= (xy,x5...,x f1(x¥))}, unde (Q,f;) este un
quasigrup k —ar, atinge marginea superioara Singleton, deci are distanta minimala Hamming d =
k+1—-k+1=2.
Propozitia 1.1.3. [39] Fie C un [n,k,d]q-cod ce atinge marginea superioara Singleton. Atunci

existd operatii k-are de quasigrup f1,..., fn_k, definite pe Q, astfel incat

C={u€Qmu= X X fix), oo, froi KD},

Demonstratie. Deoarece C atinge marginea superioard Singleton rezultd ca orice k pozitii ale

cuvintelor sale sunt determinante, in particular sunt determinante pozitiile 1,2,..., k. Prin urmare,

exista functiile f;: Q% » Q,i = 1,n — k astfel incat
C={u€Qm™u=(x1,%z.., X, f1 (x}), ..., fm e (X))}

Mai mult, orice k elemente dintre x,..., Xy, f; (x¥), unde i = 1,n — k, determind univoc elementul

al (k + 1)-lea,de unde rezulta ca (Q, f;) este un quasigrup de aritate k, pentruorice i = 1,n — k. o
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Observam ca reciproca ultimei propozitii in caz general, pentru k = 3, nu este adevarata.

Astfel, daca f1,f5, ..., fn_x sunt quasigrupuri de aritate k, atunci nu rezulta ca codul
C={u€QMu=(x,xz .., Xk [r(XF), ., o (D))}
are determinante orice k pozitii, precum rezulta din urmatorul exemplu.
Exemplul 1.1.1. Fie Q - multimea numerelor rationale, k = 4,n = 6. Pe multimea Q consideram
operatiile 4-are f;,f,, definite in felul urmator:
filxD) = x1+ x5 + x5+ xy5
fo(x1) = x1 + x5 + x3 + 2x4.

Este clar ca (Q, f1) si (Q, f2) sunt quasigrupuri 4-are. Considerdm [6,4, d],-codul

C = {u€Q°lu= (x1,%2,%3 %4 f1(x7), fL(x1))}.
In cuvantul codului C pozitiile 3, 4, 5, 6 nu sunt determinante, deoarece pentru x; = a,x, = d,,

fi(x}) = as, f2(x7) = a,, obtinem:

{fl(xpxz,apaz) =as PN {x1 tx;,ta;+a; =az
fo(x1,%2,aq,03) = a4 X1+ x;+a; +2a; =a,
deci elementele x; si x, nu sunt univoc determinate.

In continuare vom gasi conditiile in care este adevarata si reciproca ultimei propozitii.

Definitia 1.1.3. Sistemul {A1,A,,..., A¢}is1 de operatii n-are definite pe o multime Q(n = 2) se
numegste sistem puternic ortogonal, daca este ortogonal sistemul {Ei,...,E,, A4,..., A}, unde

Ei,..., E, sunt selectorii n-ari definiti pe multimea Q.

Un grupoid n-ar (Q,A) este un quasigrup n-ar daca si numai daca sistemul de operatii
{Ei,..., E,, A} este ortogonal, unde Ej,...,E, suntselectorii n-ari definiti pe @ in felul urmator:
E;(xq,...,x,) = x;,VXq,..., X, € Q.

Aceasta afirmatie rezulta din faptul ca ecuatia A(ay,..., a;_1, X, Qiz1,---, Ay) = Ay 41 are o solutie

unica, pentru a4, ..., a;_1, Qjz1,---» Ap, Ane1 € Q, dacd si numai daca sistemul de ecuatii
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(E;(xT) = a4
Ei_1(x}) = a;4
JAGD) = anss

Eit1(x1) = aj4q

En(x;l) =dan

are solutie unica, pentru Va,...,a; ,Qi1q1,-..,n,Aneq € Q, deci dacd §i numai dacd sistemul
{Ei,...,Ei_1,AEi1q,...,E,} este ortogonal. Astfel obtinem ca operatiile unui sistem puternic

ortogonal, diferite de selectori, sunt operatii de quasigrup.

Propozitia 1.1.4. [71] Orice sistem ortogonal de quasigrupuri binare este un sistem puternic

ortogonal.

Operatia binard A este o operatie de quasigrup daca si numai daca sistemul {E, F, A} este ortogonal.
Prin urmare sistemul de quasigrupuri binare {A;,4,,..., At}s», este ortogonal dacd si numai daca
este ortogonal sistemul {E, F,A4,..., A;}, deci daca si numai daca sistemul {A;,A4,,...,A;};>, este

un sistem puternic ortogonal.

Propozitia 1.1.5. [39] Fie C un [n,k,d]qy-cod, avdnd determinante pozitiile 1,2,...,k si fie
firee s f—i functiile de control ale codului C. Codul C atinge marginea superioara Singleton daca

si numai daca {fy, f5,.-., fa_ix} este un sistem puternic ortogonal.

Demonstratie. Daca C atinge marginea superioara Singleton, atunci orice k pozitii in cuvintele lui
sunt determinante, deci f3,..., f,_x sunt quasigrupuri n-are. Mai mult, deoarece in cuvintele u =
X (™), fack(xF))  orice  k  pozitii  sunt  determinante, rezultd cd  sistemul
{Ei ..., Ex, f1,---, fn_i} este ortogonal, deci {fi,..., fr_r} este un sistem puternic ortogonal.

Reciproc, daca {f;,...,fn—x} este un sistem puternic ortogonal, atunci sistemul
{Ei,.. . Ex, f1,---, fan—k} este ortogonal, deci orice k pozitii in cuvantul u=
X, f1(x9), o fack (%)) sunt determinante. Prin urmare codul C atinge marginea superioard

Singleton. o

Corolarul 1.1.1. [39] Fie C un [n, 2,d],-cod, avind determinante pozitiile I, 2 si fie fi,..., fn_>
functiile de control. Codul C atinge marginea superioard Singleton daca si numai daca

{fi, f2,---, fn_2} este un sistem ortogonal de quasigrupuri binare.
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Demonstratie. Intr-adevar, in acest caz sistem ortogonal de quasigrupuri binare este un sistem puternic
ortogonal. O

Fie F un camp de caracteristica zero si f;: F¥ & F, f,(x¥) = ag 01 +... +agexy,
s = 1,n — k Consideram [n,k, d]g-codul
C={w€F™"u = (xpeen, Xio L)y fri (6K)))
cu pozitiile determinante 1,2,...,k si functiile de control f,..., f_«-

Propozitia 1.1.6. [39] Codul C = {u € F™*u = (xq,..., X, 1(XF), ..., fruek (X))} atinge marginea

superioara Singleton daca si numai daca orice minor al matricei

11 A2 Ak

a2q (L&Y) Aax
M =

On-k1 OAn-k,2 An—kk

este nenul.
Fie F un camp de caracteristica zero si fi: F*¥ > F, f; (x¥) = agix1+... +agx,s = L,n — k.
Sistemul de operatii {f, f5,..., fn_x} de aritate k, definite pe F, este un sistem puternic ortogonal

daca si numai daca orice minor al matricei M este nenul. Prin urmare, codul

C={u€Fu=(xy . % filef) .., fae I}
atinge marginea superioara Singleton daca si numai daca orice minor al matricei M este nenul.

Definitia 1.1.4. Un [n,k,d], -cod C se numeste complet k -recursiv daca exista o funcfie

f: Q* - Q, astfel incat in orice cuvant-cod u = (uqy, Uy, ..., uy) € C, Vi=1,n—k, componentele
verifica conditia

Wire = F U Uigrs o Uigr-1)-
Notam in acest caz C = C(n; f). Notiunea de cod complet k-recursiv sugereaza urmatoarea definitie
a notiunii de derivata recursiva.

Fie f: Q¥ » Q o functie. Definim functiile f™:Q* » Q,r € N 1in felul urmitor:
fOOH = f&x);
fFOOS) = x5, £ O )

FOOE = Fk, fO ), FO@);
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fOO) = fln fOCD,.... fEVED), 1<s<k-1;
FO@R) = FFEDO@D),..., fFEDED), s> k.
Functia £ se numeste derivata k-recursiva de ordinul r a functiei f.
Daca C(n; f) este un [n,k,d]y-cod complet k-recursiv, atunci cuvintele lui au forma: u =

(xk, fFOI, ..., frR1(xk)), unde f©,...,f" k=1 sunt derivate k -recursive ale functiei f .

Astfel definitia codului complet k-recursiv poate fi data in felul urmator:

Definitia 1.1.5. [n,k,d],-codul C se numeste cod complet k-recursiv, daca exista o functie
f:Q% - Q, astfel incat C = {u € Q™u = (xX, fFO&K),..., FP*1(xk)}.

Un [n, k,d],-cod complet k-recursiv C(n; f) are pozitiile 1,2,...,k determinante, deci
acest cod atinge marginea superioard Singleton dacd si numai daca sistemul de operatii k-are
{(FO,FfM, . £k} este puternic ortogonal.

In cazul k = 2 conditiile impuse asupra derivatelor k -recursive ale functiei f pot fi

simplificate, dupa cum rezultd din propozitia urméatoare.

Propozitia 1.1.7. [39] Derivatele 2-recursive f©,..., £ sunt quasigrupuri daca si numai daca
codul complet 2-recursiv. C(n+3;f) = {u€ Q™ 3|u = (xy, x5 f @(x32),...,f*(x?))} atinge

marginea superioara Singleton.

Demonstratie. Daca C(n + 3;f) atinge marginea superioard Singleton, atunci functiile
{(FO,fM, . £} formeazi un sistem puternic ortogonal, deci sunt quasigrupuri binare.
Reciproc, fie ci derivatele 2-recursive f(9,..., f™ ale quasigrupului binar f sunt quasigrupuri.
Trebuie de aritatcd {f(©,fM, .., £} formeazi un sistem puternic ortogonal, insi asa cum aceste
operatii sunt binare, este suficient de aritat ci sistemul {f(®,f ), . . £} este ortogonal. Aplicim
inductia matematica dupa n.

Pentru n = 0, codul C(3; f) = {u € Q3|u = (x1,%,, f(x1,%;))} atinge marginea superioard
Singleton deoarece f este quasigrup.

Presupunem afirmatia adevarata pentru n=¢t—1: codul C(t + 2;f), unde m <t +2
atinge marginea superioard Singleton.

Fie n =t si consideram codurile:
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Ct+3;f) ={u€ Q™3 u= (xy,x2, fO]),.... Fr N} s
C=Ct+2f)={ueQ™u= (x5 fO0D),... TN

Conform presupunerii inductive, codul C; atinge marginea superioard Singleton, deci in C; avem
d=t+2—-2+1=t+1. Vom ardta cd In C avem:d =t+3 -2+ 1=t + 2, adicd atinge
marginea superioara Singleton.

Fieu,ve Qu=#v;d(u,v) <t+ 1.
u= (xOJyOJf(O)(XO'yO)'""f(t_l)(xOJyO)'f(t)(xOIyO)):

v= (x1,y1; f(o)(xlfyl)'""f(t_l)(xllYI)' f(t)(xl'yl))'

Deoarece u # v, rezulta ca (xq,¥y) # (x1,¥1).

Consideram u,,v,; € C;, unde
uy = (%0, Yo, f @ (X0, ¥0)s -+ +» f 71 (%0, ¥0)),

vy = (X0, Y1, f Q0,1 fED (g, y1)).

Deoarece d =t + 1 in Cq, avem: d(uq,v,) =t + 1. Presupunemcain C avem d <t + 2,
adicd C nu atinge marginea superioard Singleton. Atunci d(u, v) <t + 1 si, deoarece d(uq, v1) =

t + 1, obtinem f© (x0,y) = f©(x1,y;). Considerim cuvintele u,,v,, unde
Uy = o, f O (X0, Y0+, f P (X0, ¥0)) 2 = (1, f O, y1), -0 F O e, 31)).
Dacd notam Yo = X, f @ (X0, ¥0) = ¥2; ¥1 = %3, f @ (x4, 1) = ys, obtinem:
fPxoy0) = f 0o, f O (x0,¥0)) = f(x2,¥2),

f(z)(xO'yO) = f(f(o)(xo’J’o)ff(l)(xo:J’o)) = f(YZ;f(O)(Xz'Jb)) = f(l)(sz’z):

FOxo,y0) = FEV(x2,y),
si analog,
f(l)(xv)ﬁ) = f(x3,¥3),

f(z) (x1,¥1) = f(l)(x3,y3),

FOCLy) = FED(x3,¥3).
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Prin urmare,
Uy = (X2, Y2 f O (2, 72), -, f P (x2,2)) € €y,
vy = (%3,¥3, f @ (x3,3), -, f D (x3,73)) € Cy,
si atunci, conform presupunerii inductive, d (uy, v,) = t + 1. Deoarece £ (x4,v0) = f D (x1,y1),

avem  fE D (x,,v,) = FE VD (xy,y,), deci d(uyv,)=t+1, rezulti ci cuvintele
o, f @ (0, ¥0), -+ fED (X0, ¥0)) 51 1, f P, 1), fEP(x1,1)) se deosebesc pe toate
pozitiile din cuvintele uq, v4,d(uy, v1) =t + 1, rezultd ca x, = x;4.

Deci am obtinut

Xog = X
{0 1 Sy =y D U=V,

f(t) (X0, Y0) = f(t)(xl')ﬁ)

Contradictie. Prin urmare, in C avem d =t + 2, adicd C atinge marginea superioara Singleton. O
Pentru caracterizarea parametrilor codurilor complete k-recursive este utila notiunea de produs

cartezian al acestor coduri.

Definitia 1.1.6. Fie C; € Q" si C, S R™ doua coduri de lungime n peste alfabetele Q si R,
respectiv. Codul C; X C, € (Q X R)", unde

Ci X Cy={w = (U, V1), (Un, ) |u = (u) € Cy;v = (v1') € Cy}

se numeste produsul cartezian al codurilor C; si C,.
Daca C; este un [n,k]y-cod si C, este un [n, k]g-cod, atunci C; X C; este un [n,k]oxg -

cod, |C; X C;| = [Q* - [RI* = (IQ| - IRD* = |Q X R| .

Propozitia 1.1.8. [39] Fie C; un [nk]y -cod si C; un [n,k]g -cod. Codul C;XC, are

determinante porzitiile 1,2,...,k daca si numai daca fiecare dintre codurile C; si C, are
determinante pozitiile 1,2,...,k.
Demonstratie. Fie ca C; si C, au determinante pozitiille 1,2,...,k . Atunci existd

fi:Q% > Q,i=1,n—k, siexistd g;:R*¥ » R,i = 1,n — k astfel incat
C;={u=Q"u= (5 filxP) ..., fuo(xF)} si

C, ={v=R"v =01 .01V, Gn- VI D}-

Avem:
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C X C={we@XR)"|w=WghiW),..., ok (WD)},

unde w; = (x;,¥;),i = 1kl W) = (fj(xF), g, 7)), b1 (Q X )k » Q X R,j = 1,n — k. Deci
dacd C; si C, au determinante pozitiile 1,2,...,k, atunci codul C; X C, are determinante pozitiile
1,2,...k.

Reciproc, fieca C; X C, are determinante pozitiile 1,2,..., k. Atunci pentruorice (Wk) € (Q x R)*
existd un singur w € (Q X R)™ astfel incat w € C; X C,. Deci pentru orice (xX) € Q¥ si orice
(yk) € R¥, exista un singur w € C; X C,, astfel incat

w = W) = ((x0y1) Co Vi) Kkats YVea 1) (ns V),

unde

(k1 Yier) = hi W) = (AL (), g1 (D), -+ 0 (o V) = A W) = ook (K1), G ).
Prin urmare pentru orice (x¥) € Q¥ existd un singur cuvant-cod u = (xk, fi(xF), ..., L, (x¥)) € ¢4
si pentru orice (yX) € R existd un singur cuvant-cod v = (y¥, g, (¥f), ..., gn (¥F)) € C,, deci

codurile C; si C, au determinante pozitiile 1,2,..., k. i

Corolarul 1.1.2. Fie C; un [n,k]y-cod si C, un [n,k]g-cod. Codul Cy X C, atinge marginea

superioara Singleton daca gi numai daca codurile C, si C, ating marginea superioara Singleton.

Demonstratie. Codurile C; si C, ating marginea superioara Singleton dacd §i numai daca orice k
pozitii in cuvintele lor sunt determinante. Insd orice k pozitii ale codurilor C; si C, sunt

determinante daca si numai daca orice k pozifii ale codului C; X C, sunt determinante. O

Definitia 1.1.7. Fie (Q,f) si (R, g) doua quasigrupuri k-are. Grupoidul k-ar (Q X R, h), unde

h(Geuya) o e yi)) = FO), gO)) . pentru orice ((x1,¥1),--., (X, Vi) € (Q X R)*, se
numeste produsul direct al quasigrupurilor (Q, f) si (R, g). In acest caz notam h = f X g.

Propozitia 1.1.9. Daca (Q,f) si (R,g) sunt quasigrupuri k -are, atunci produsul lor direct
(Q X R,h) este un quasigrup k-ar.

Intr-adevir, au loc echivalentele:
h((ay, by),..., (@i-1, bi-1), (X3, ¥i), (Qiv1, biv1), -, (A, D)) = (Qrrr, brey1) ©

(f(aiflei'ai‘(+1)»g(b§_1:3’i'bgc+1)) = (k41 br+1) ©
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[ — k —
{f(all Lx;,al1) = Ay,

g(bi_l' Vi bzk+1) = byy1-

Deoarece (Q, f) si (R,g) sunt quasigrupuri k-are, existd un singur (x;,y;) € Q X R, pentru orice

i=1k O

Propozitia 1.1.10. Fie (Q,f) si (R, g) doua quasigrupuri k-are i fie h = f X g — produsul lor
direct. Atunci h( = f™ x g™ vr € N.

Demonstratie. Aplicim metoda inductiei matematice. Fie wq,...,w, € Q X R,w; = (x;,¥;),1 = 1, k.
Atunci

RO W) = hwl) = (F(x), g ));
RO W) = hwk RO W) = h((x2,¥5), ., (e Vi), (F (), g/))) =
= (f(ek, f(X)), g7, g D)) = (F P (), gV () = B = F D x g,
Presupunem ci h©® = f© x gO p-D = -1 x g1 atunci:
RO W) = hwk, 1, KO W),..., KD (W) =
= h((ra1, Yra1s- - Vi), (F O ), 9O GF, ..., (FTD (), g7 ()))
= (f(xkyy, f O, .., f D), g 0K 1, 9O G . gD E))) =
= (fO@,gM @) = h = fO x g o

Propozitia 1.1.11. [38] Fie C(n; f) un [n, k]o-cod si C(n;g) un [n,k]g-cod. Daca C(n;f) si
C(n; g) sunt coduri complete k-recursive, atunci C(n; f X g) = C(n; f) X C(n; g) este un cod

complet k-recursiv.

Demonstratie. Fie C(n; f) si C(n;g) coduri complete k-recursive. Atunci:
C; ) ={meQMu= (xf,fOG),....f V(D]
si
Cn; g) = {ve R v =, g (xf), ..., g " DN}
Astfel,
Cn; f) xC(n; g) ={w € (Q XR)'|w =

= (Y1) QoY) FO ), OGO, -, TP, gD )} =
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={w € (Q X R)*|w = (Wy,..., Wi, RO W)),..., RF=D (W)},

unde w; = (x;, ;)i = 1,k,h(® = £ x g©; - pn-k=1) = f—k=1)  g(=k=1) Pripn yrmare
C(n; f) x C(n; g) = C(n; f X g) este un cod complet k-recursiv. O
Fie (Q,A) si (Q,B) doi grupoizi. Atunci functia 8: Q2 » Q2,6 = (4, B) este bijectivadaca

sinumaidacd A L B. Un grupoid (Q, f) esteun quasigrupdaca sinumaidaca f L E si f L F,unde
E si F sunt selectorii binari: E(x,y) =y, F(x,y) = x,Vx,y € Q, deci daca si numai daca sunt
bijective functiile:

0:Q% = Q%,0(x,y) = (E(x,y),f (x, y)),

0:Q% Q%,0(x,y) = (E(x,¥), f (x, ¥)).
Propozitia 1.1.12. [69] Daca (Q,f) este un grupoid binar atunci f® = f6%,vk € N, unde
0:Q% = Q%0(x,y) = (v, f(x,¥)).
Observam ca 0% = (E,f)(E,f) = (f,f0) si

f(x,y), dacd k=0

fO@y) =f0.f(x,y), dacd k=1 PN
fFUR20,y), f 1 (x, y)), dacd k> 1

f(x,y), dacd k=0
F®OCy) = F(E (), daca k=1,
fAF* Gy, F72 00 y)), (FF 3 (), 72 (%, ) dacd k> 1
Astfel obtinem:
f(x,y), daca k=10
f(k)(x’y) = fH(x,y), dacd k=1
fO%(x,y), dacd k> 1
Prinurmare, fM = £, f@ =2, .., 0 = fo*, O
Fieacum ), = {4;,..., A;} un sistem ortogonal de operatii (OSO). Atunci ), 8, unde ), 6 =

{A,0,...,A.0} este ortogonal pentru orice functie bijectiva 6: Q2 — Q2.

Propozitia 1.1.13. [69] Fie (Q,f) wun quasigrup binar. Pentru orice i €N, sistemul
{(f@, FE+D £+2Y este ortogonal.

Aceasta afirmatie rezultd din faptul ca A L B daca si numai daca este bijectiva functia 8 = (4, B),

unde
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0:Q% > Q%,6(x,y) = (A(x,¥), B(x,y)).
Notand 6 = (f,E), avem:
(fO, FU+DY = (£01, FO+1) = (f, f0)0 = 920! = §i+2
deci (f®,f+D) este bijectivi, de unde rezulti ci si
O(f®, FE+D) = ggi+z = gi+3
este bijectivd. Deci f® L f(+1 De asemenea,
(fE+D, F42)) = (FQI+1 FI+2) = (f, 0)QI*T = §29i+1 = §i+3
este bijectiva, deci si
O(fU+D, F+2)) = ggi+3 = gi+s
este bijectiva. Prin urmare, f 1 1 f(+2) Astfel obtinem
(FO, FE2) = (£6L,£61%2) = (£, )0 = (f, f )8
O(F O, f ) = 0(F,f D)6,

Deoarece 6, 8%, (f, f () sunt bijective, rezulti cd f® 1L f+2),

Lema 1.1.1. [87] Fie (Q,) un grupoid. Atunci, pentru orice j = 1,n — 1,n = 2, are loc egalitatea:

n—({'+1) j

(x ).

Demonstratie. Vom demonstra prin metoda inductiei dupa n. Pentru n = 2 si j = 1 obtinem:

j-1
xty=(@"y)

2 0 0 1 . . . o o
x-y=(x-y)-(x"-y),deciafirmatia este adevarata.

Pentru n =3 i j = 1 obtinem:
3 1 0 2 1 0 0 0 1 0 1 1
xy=@-y) - @xy)=&- - [xy) & =&y - &y
Pentru n = 3 si j = 2 obtinem:
3 1 .0, 2
x-y=(x-y) (x-y).

Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru n = k. Atunci pentru n = k + 1 avem:

= (:7) (x1) -
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j-1 _ (k+)-(+1) )
= -y : (x-y). ©

Lema 1.1.2. [87] Fie (Q,") un grupoid si fie * derivatasa recursivd de ordinul i. Atunci, pentru orice
intreg pozitiv j are loc egalitatea:

J -1 o
xy=y - (x-y).
Demonstratie. Vom demonstra prin metoda inductiei dupa j.
Pentru j = 1 obf{inem:

1 0, 0
x-y=y-(x-y).

Pentru j = 2 obtinem:
y=@ ) @)=t =y ().

Presupunem cd afirmatia este adevaratd pentru j = k. Atunci pentru j = k + 1 avem:

Ty = @t = T T el =y ). o

Propozitia 1.1.14. Fie (Q, f) un quasigrup binar finit, n € N* si fie cd derivatarecursivi f™ este

o operatie de quasigrup. Sistemul {f,f®,..., f ™} este ortogonal dacd si numai daci (Q,f) este

recursiv n-derivabil.

Demonstratie. Fie (Q, f) un quasigrup recursiv n-derivabil. Atunci f® este operatie de quasigrup

pentru Vi = 0,n. Notam f ="-"si f@® =" | pentru orice Vi = 0, n. Deci trebuie sd demonstrim
. . .01 . . .. . o
ortogonalitatea sistemului {-,-, .. .,T-l}. Vom aplica metoda inductiei matematice dupa n. Pentru n =

. 01 . .. - .
1 avem sistemul {-,-}. Pentru a demonstra ortogonalitatea acestor operatii, rezolvam sistemul de

ecuatii:

x'y=a x'y=a p
{ . y= PN { y ; PN {x "y =a
x-y=b y-(x-y)=b y-a=b
Deoarece ° este operatie de quasigrup, sistemul dat are solutie unica pentru Vx,y € Q. Prin

0.1 ) 012 ) . 0 .1
urmare -L-. Pentru n = 2 avem sistemul {-,-,-}. Ortogonalitatea operatiilor - si - am demonstrat-

. A e eie .02 .1 2 .
o0 anterior, ne ramane sa aratam ca -L- si -L-. Observam ca:
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x(‘) =a XO =a XO =a
Lo =fd) “{ids -

x‘y=b x°y)-(x-y)=b x°y) - (x y)=b
{x(-)y=a @{x(-)y:a,
a-(y-a)=h yta=h.

1.0 . . . . o
Deoarece - si - sunt operatii de quasigrup, sistemul obtinut are solutie unica pentru Vx,y €

. 0,2 qo . p « . i 1 .2

Q. Prin urmare -L-. Sa verificam ortogonalitatea operatiilor - si *:

Xl =a Xl =a .'Xfl =a
(5 B L

2 0 1 0
x-y=b (x-y)-x-y)=>b x-y=b/a.

1 .0 .. . . . .o .
Deoarece - si - sunt operatii ortogonale, sistemul obtinut are solutie unica pentru Vx,y € Q. Prin
1 2
urmare -L-.
. A . . 0123 . . . 012
Fie n = 3. In acest caz obtinem sistemul: {-,-,-,>}. Ortogonalitatea sistemului {-,-,"} am
. . A . o.. 0313 .23 .
demonstrat-o mai sus, ne ramane sa aratamca -L-,-1- si - 1. Pentru a demonstra ortogonalitatea
.. 0 3 .. ..
operatiilor -L-, rezolvam sistemul de ecuatii:
X 0 y=a X 9 y=a 0 X ° y=a
. = . = X - =aqa . =aqa,
{ 3 = { J ) = { y _ 1= { )
2 .0 .. . . I . .o .
Deoarece - si - sunt operatii de quasigrup, sistemul initial are solutie unica pentru Vx,y € Q. Prin
0. 3 o . o . .. 1 3
urmare -L1-. Sa verificam ortogonalitatea operatiilor -L*:

xl =a Xl =a Xl =a
(2 B L5

3 1 2 2
xy=b x*y)-(xPy)=b xty=a\b.

Asa cum 9,} si ? sunt operatii de quasigrup, si %J_?, sistemul are solutie unica pentru Vx,y € Q. Prin
urmare - L°. Verificim ortogonalitatea operatiilor ? si .

x’y=a x‘y=a

x*y=b x-y=b/a.

.2 . . . . .
Dar * si - sunt operatii ortogonale de quasigrup, deci sistemul dat are solutie unica, pentru

Vx,y € Q. Prin urmare Z-Jf.

Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru n = k. Atunci este ortogonal sistemul de
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. .01 ky . . .. S .
quasigrupuri {-,-,...,-}. Din ortogonalitatea acestui sistem rezulta ca sistemele de ecuatii:

i i
xX-y=a xX-y=aq,
{ ' ‘:’{ i—1 _j—(i+1)

x -y

au cate o singura solutie pentru V0 < i <j < k. lar pentru i = 0 sistemul:

x(-) =a X'(') =a
{ Y @{ y=a

x{y=b a=>h,

x{y=b y]- a=nb.

. . . . . .
are solufie unicd, pentru Vx,y € Q si 0 <j < k (deoarece ? si - sunt operatii ortogonale de

quasigrup).
Demonstrdm acum afirmatia pentru n = k + 1, deci vom demonstra cd daca (Q, f) este
. . . . . . 01 k k+1

recursiv (k + 1) - derivabil, atunci sistemul de derivate recursive {-,-,...,-, -} este ortogonal.

e . . 01 k « A <
Conform presupunerii inductive sistemul {-,-,...,-} este ortogonal. Ne ramane sa

o . .. 0 k+1 .1 k+1 . - -
demonstram ortogonalitatea operatiilor - cu - si “eu pentru 0 < i < k. Cercetam urmatorul

sistem de ecuatii:
x'y=a x° y=a
e Lfeyme
X b x - y)-(x-y)=»b
X-y= x° y=a
{ k-2 k-1 < { K ’
O a0 a=b y-a=b.
Deoarece si * sunt operatii de quasigrup, sistemul dat are solutie unica pentru Vx,y € Q. Prin

urmare ©L**". Utilizand Lema 1.1.1, pentru 0 < i < k obtinem:

i i
xX-y=a xX-y=a
{ S
x b O - x)-@-x)=>b

i1 . k=1—(i+1) ic1 _ k—=(i+1)
. . a . x . .

y) a)=b

[ i-1 . ki . S - . .
Deoarece -, ' - sl - " sunt operatii ortogonale (doud cate doud) de quasigrup, pentru 0 < i< k,
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. . . . i k+1 .
sistemul dat are solutie unica, pentru Va, b € Q. Prin urmare, ‘17", Deci sistemul

0 1 k k+1

£, : - ; !
este ortogonal. Astfel am aratat ca daca (Q, f) este quasigrup recursiv n- derivabil, atunci sistemul
de derivate recursive {f, f,..., f ™} este ortogonal.
Reciproc, fie (Q,f) un quasigrup, f™ o operatie de quasigrup si fie ca sistemul
{f, fD,..., f™} este ortogonal. Si aritim ci f este operatie de quasigrup, pentru 0 < i < n,
adica:

f® 1E,
f® 1 F.

pentruorice i,unde 0 < i < n. Pentruaceasta trebuie si demonstrim ci functiile (f ®,E): Q% » Q2
si (f®,F):Q? » Q2 sunt bijective, unde
FOE&Y) =(FOxD.ysi FOFR&Y) = (fOxy)x),

pentru orice (x,y) € Q2. Observiam ci, luand 8 = (E, f), au loc egalititile:

FO,E)80 = (fOE)NE f)= TV, f).
Dar functiile (f*D,f) si @ sunt bijective, prin urmare si (fV,E) este bijectiva pentru Vi =
1,n—1.Deci f® L E pentru Vi = 1,n — 1. Pe de alti parte,

fO, R0 = (O, F)Ef) = (fTD,E)
unde 6 si (F*Y,E) sunt bijective, conform relatiei anterioare. Prin urmare si (f®,F) este

bijectiva, pentru Vi = 1,n— 2. Deci f® L F pentru Vi = 1,n — 2. Rimane de cercetat cazul

f®=1 | F.Din egalitatea
(f™,E) = (f"D,F)e,
deoarece functia 6 este bijectivd, obtinemca (f ™*~Y, F) este bijectivd daci si numaidaci (f ™, E)
este bijectiva. Dar functia (f ™, E) este bijectivi reiesind din conditia initiala ci f (™ este operatie
de quasigrup. Prin urmare si (f ™™V, F) este bijectivi, adica f™ D L F. o
In continuare prezentim estimari cunoscute ale parametrilor [n, k, d]4-codurilor, in particular

ale parametrilor [n, k, d]4-codurilor complete recursive.
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Un [n, k, d],- cod C se numeste cod liniar (in sens larg) daca pe multimea Q exista o operatie
binard +, astfel incat (Q,+) este un grup abelian si (Q,+) este un subgrup in grupul (Q",+).

Un [n,k,d],- cod k-recursiv (C,f) se numeste cod idempotent, dacd f(x,x,..,x) =
x,Vx € Q, unde f este o functie Q% — Q.

Vom nota:
n(k,q) — numarul maximal n pentru care existd un [n, k, d],— cod ce atinge marginea superioara
Singleton;
n” (k,q) —numarul maximal n pentru care existaun [n,k,d],—cod k- recursiv ce atinge marginea

superioara Singleton;

n'" (k,q) — numirul maximal n pentru care existd un [n,k,d] q— cod k-recursiv idempotent, ce
atinge marginea superioard Singleton;

l(k,q) — numarul maximal n pentru care existd un [n, k, d],— cod liniar (in sens larg) ce atinge
marginea superioara Singleton;

["(k,q) — numarul maximal n pentru care existd un [n, k, d],— cod k- recursiv liniar ce atinge

marginea superioara Singleton;

1" (k,q) — numirul maximal n pentru care existi un [n, k, d] q— cod k- recursiv liniar idempotent,

ce atinge marginea superioara Singleton.

Sunt cunoscute [1, 38, 39, 93] urmatoarele estimari ale parametrilor n(k,q),n" (k,q),
n'" (k,q), 1k, q), " (k,q),1" (k,q):
1) n(2,q) =n"(2,q9) = q + 1, pentru orice g primar impar;
2) n"(2,q) = 4, pentru orice q € {2,6,14,18,26};

q,daca q e prim
— 1,daca q e primar si nu e prim’

3 =1,
4) n(3,q) = q + 1, pentruorice q primar impar;

5) n(3,2) =n(2t —1,2Y) =2t + 2, pentru orice t = 2;
6) 1"(3,q) = q + 1, pentruorice q primar, q # 4;

7) 17(3,2%) = 2t + 1, pentru orice t = 3;
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8) n(3,4) =1"(3,4) = 6;

9) n(k,q) = k+ 1, pentruorice q < k, orice k > 3;

10) n(k,q) <q+k—1, dacda 3<k<g;

11) n(k,q) = q+ 1, dacd 3 < k <gq, q este primar;

12) n"(k,q) = q + 1, pentru orice q primar si orice k € {1,...,q};
13) n" (2t —1,2%) = 2t + 2, pentru t = 2,3,4.

14) n(k, q192) = min{n(k,q,),n(k,q2)};

15) n"(k, q192) = min{n” (k,q1),n" (k, 42)};

In tabelul urmator sunt prezentate marginile de jos ale parametrilor n” (2,q) (la numaritor)

si n(2,q) (la numitor). In celula (0,0) sunt dati parametrii n"(2,q) si n(2,q) pentru q = 100.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0100) 5/1 | %o | 3/3 | My | /s | Y6 | 33 | B | %o | %10
0 4y 1Y% | W) Y7 | s | e | Y7 | Bs| s | 220
20 | Sg | e | Ys | PYaa| e | %26 | s | Plag| s | 2%
301 s |3%35 | 3333 | Mo | Ys | 6 | Ys |3%ss| s | Vs
Y e 1% | s [ *aa| s | s | Me | Plas| e | Y50
50 1 Tfa | Yo | Ss | eal 6 | 7 | ¥o | Yo | /7 | %Yo
60 | S/ [9%gal Y6 | Blg || /o | 7 |%¥es| 7 | g
70\ T | 5| Yo | ™| %7 | S7 | 7 | ¥ | /s | B0
80 | B/g [82%/g5 1 %10 |BYea| /s | /s | /s | Y8 | Yo | %90
0 |\ S | Blg | U7 | S | | | T | %¥es| 17 | Y0

Tabelul 1.1

1.2. Transversale. Quasigrupuri admisibile

Notiunea de substitutie completd a fost introdusa de Mann in lucrarea [91] 1n legaturd cu

studiul quasigrupurilor ortogonale.
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Definitia 1.2.1. Quasigrupurile n-are Ay, A, ..., Ay, definite pe multimea Q, se numesc ortogonale
daca, pentru orice a,Q,...,a, € Q, sistemul de ecuatii

A1(X, X0, Xp) = a4

Az(xl,xz,.. .,xn) = az

A (X1, X9,...,X,) = ay
are solutie unica in Q.

Daca Q este o multime finitd, atunci tabla inmultirii quasigrupului n-ar (Q,A) reprezintaun
hipercub latin n -dimensional in celulele cdruia sunt elementele multimii Q . In acest caz
ortogonalitatea sistemului de quasigrupuri n-are Aq,A4,,..., A, este echivalentd cu faptul ca la
suprapunerea celor n hipercuburi, uplele de lungime n, formate in celule, nu se vor repeta. In caz
binar tablele quasigrupurilor finite reprezinta patrate latine, iar ortogonalitatea a doua quasigrupuri
binare, definite pe o multime finita Q din q elemente, este echivalentd cu faptul ca la suprapunerea
celor doua patrate latine de ordinul q, corespunzatoare quasigrupurilor date, se va obtine un patrat

greco-latin, adicd cele g2 perechi ordonate sunt distincte 2 céte 2.

Definitia 1.2.2. Un sistem de quasigrupuri n-are A4,4,,...,As, unde s = n, definite pe o multime

Q, se numeste sistem ortogonal daca orice n operatii din acest sistem sunt ortogonale.

In particular un sistem Lq,L,,...,Ls de patrate latine, unde s > 2, se numeste sistem
ortogonal daca orice 2 patrate latine din acest sistem sunt ortogonale. Este cunoscut faptul ca daca
Lq,L,,..., Ls este un sistem ortogonal de patrate latine definite pe o multime din g elemente, atunci
s < q — 1. Insa marginea superioard exacti nu este cunoscuti pentru patratele latine de ordinul g in
caz general. De exemplu, se stie ca existd 2 patrate latine ortogonale de ordinul 10, dar nu au fost
construite sisteme ortogonale de patrate latine de ordinul 10 formate din 3 sau mai multe patrate latine

pana in prezent. Mai jos dam unele estimari cunoscute [39, 71] ale numérului N(2, q),unde q = 3:
1. N(2,q) = 2, daca si numai daca q & 2,6;

2. N(2,q9) = 3, daci q ¢ {2,3,6,10};

[98)

. N(2,q9) = q—1, daca q este primar;

4. N(2,q91qz) 2 min{N(2,q,),N(2,92)};

9]

. N(2,q) = q1%/13 — 2,
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Ramane deschisd problema caracterizarii marginii superioare pentru N (k,q) — numdrul
maximal de hipercuburi latine ortogonale de ordinul k, definite pe o multime din g elemente.

De asemenea, se stie cd pentru un patrat latin L, de ordinul g exista un patrat latin L, de
acelasi ordin, ortogonal cu el, daca si numai daca L, se descompune in g transversale disjuncte doud

cate doui [8, 71, 72].

Definitia 1.2.3. O transversala a unui patrat latin de ordinul n este o multime de n celule, luate cdte
una din fiecare linie si cdte una din fiecare coloana, astfel incat elementele din aceste celule sunt

distincte doua cate doua.

Rolul transversalelor in caracterizarea ortogonalitatii grupurilor finite rezultd din urmatoarele
doua afirmatii [71]:
1. Daca un patrat latin L, dat de tabla Cayley a unui grup finit de ordinul g, poseda o transversala
atunci L se descompunein g transversale disjuncte, deci pentru L existd un patrat latin ortogonal cu
el.
2. In orice grup finit de ordin impar G functia x — x? este bijectiva, deci in patratul latin dat de tabla
unui grup finit de ordin impar diagonala principala este o transversala.

Din ultima afirmatie rezulta ca exista patrate latine ortogonale de orice ordin impar q > 3.
Solutionarea completd a impotezei lui Euler in anii 1959-1960 a ardtat ca exista pdtrate latine

ortogonale de ordinul g pentru orice q # 2,6.

Definitia 1.2.4. Fie (Q,") un quasigrup. O functie bijectiva 0:Q — Q se numeste substitutie

completa a quasigrupului (Q,"), daca functia 0':Q — Q,0'(x) = x - 8(x) este bijectiva.

Relatia dintre notiunile de substitutie completa si transversala este caracterizata de urmatoarea

afirmatie care rezulta direct din definitiile lor.

Propozitia 1.2.1. [8, 71, 72] Daca Q este un quasigrup care poseda o substitutie completa, atunci
tabla sa Cayley este un patrat latin cu o transversala. Reciproc, daca L este un patrat latin avdnd o

transversala, atunci quasigrupul care are L in calitate de tabla Cayley poseda o substitutie completa.

Notiunea de transversala a fost introdusa pentru prima data de Euler (1779), care a numit-o
”formule directrix”. Mai tarziu, Singer (1960) a utilizat aceasta notiune, numind-o ”’1-permutare”, iar

Denes si Pasztor (1963) au numit-o “diagonala”. Ulterior, Johnson, Dulmage si Mendelsohn (1961),

apoi Parker (1963) si altii, au utilizat notiunea datd cu denumirea de ,,transversala” [5, 16, 18-19].
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Quasigrupurile care poseda substitutii complete se numesc quasigrupuri admisibile. De
exemplu, orice quasigrup idempotent este admisibil, cu substitutia completd triviala 8 = ¢.
Relatia dintre notiunile de quasigrup admisibil si quasigrup idempotent este datd in urmatoarea

afirmatie.

Propozitia 1.2.2. [8, 71, 72] Un quasigrup (Q,") este admisibil daca si numai daca el este izotop unui

quasigrup idempotent.

Intr-adevar, daca (Q,) este un quasigrup admisibil cu substitutia completd 6, atunci izotopul sdu
(Q,°), unde x oy = (8")"1(x - By), este idempotent. Reciproc, daca quasigrupul (Q,-) este izotop
unui quasigrup idempotent (Q,°) cu izotopia (-) = (o)@FV) atunci & = f~1a este o substitutie
completa in (Q,-), deci quasigrupul (Q,-) este admisibil.

Drept consecinte imediate din ultima propozitie obtinem ca orice izotop al unui quasigrup
admisibil este de asemenea admisibil si ca orice grup finit de ordin impar este izotop unui quasigrup
idempotent. Belousov a demonstrat un rezultat analog in cazul parastrofilor unui quasigrup. Insa exista
quasigrupuri finite care nu sunt admisibile. De exemplu, Mann a demonstrat ca daca un quasigrup Q
de ordinul 4k + 2 are un subquasigrup de ordinul 2k + 1, atunci tabla Cayley a quasigrupului Q
nu poseda transversale. Drept exemplu de astfel de quasigrup serveste quasigrupul de ordinul 6 dat de

urmatoarea tabla Cayley:

o U1 R W N R

U O D W N R -
o A U1 R, W NN
BOUT O N R W W
W N = O U1 D D
m W N S o Ul Ul
N R W Ul A O O

Ryser (1967) a pus problema existentei quasigrupurilor finite de ordin impar care nu poseda
substitutii complete [72]. In prezent rimane deschisi problema caracterizarii tuturor quasigrupurilor
care poseda substitutii complete.

Grupurile finite admisibile furnizeaza exemple de patrate latine ce poseda transversale. Se stie

ca grupurile finite de ordin impar sunt admisibile cu substitutia completa 8 = &, deoarece in astfel de
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grupuri functia x —» x? este bijectiv, deci o transversald a patratului latin dat de tabla lor
multiplicativa (Cayley) este diagonala principald. De asemenea, se stie cd daca patratul latin de
ordinul n, dat de tabla Cayley a unui grup finit, poseda o transversala, atunci el se descompune in n
transversale disjuncte. In acelasi timp, exista grupuri finite de ordin par care nu sunt admisibile. Un
astfel de exemplu este grupul simetric S5 [8].

Rezultate care tin de studiul admisibilitatii grupurilor finite au fost obtinute de multi
cercetatori. La inceputul anilor 50 ai sec. xx, Paige [103] a demostrat ca un grup finit (G,") poseda o
substitutie completa daca produsul tuturor elementelor sale, luate intr-o anumita ordine, este egal cu
elementul neutru al lui G [72]. De asemenea Paige a aratat cd in cazul grupurilor abeliene aceasta

conditie este necesara si suficientd. Ultima afirmatie este o consecintd din urmatoarea teorema:

Teorema 1.2.1. [103] O conditie suficienta ca un grup finit (G,") de ordinul n sa posede o substitutie
completa este sa existe un gir de elemente aq,a,,...,a,_1 din G\{e}, astfel incat produsele partiale
a,, a1a;, A1a,a3 ,..., A10y...Ay_, Sd fie distincte doua cate doua, iar produsul aia,...a,_, sa

fie egal cu elementul neutru e al grupului G.

Urmatoarea teorema a fost demonstratd independent de mai multi autori, inclusiv de Miller (1903),

Paige (1947), Ramanathan (1947) si M. Hall (1952).

Teorema 1.2.2. [71] Produsul tuturor elementelor unui grup abelian finit (G,") este egal cu
elementul neutru e al lui G, cu exceptia cazului in care G contine exact un element de ordinul doi.

In acest caz produsul dat este egal cu elementul unic de ordinul doi.

Corolarul 1.2.1. Tabla Cayley a unui grup abelian poseda o transversala, cu exceptia cazului in

care acel grup are exact un element de ordinul 2.

Corolarul de mai sus a fost demonstrat si de Carlitz (1953). M. Hall si Paige (1955) au
demonstrat ca tabla Cayley a unui grup rezolubil posedd o transversala daca si numai dacd 2-
subgrupurile Sylow ale acestui grup nu sunt ciclice. M. Hall si Paige au abordat si aceasta problema

in cazul grupurilor finite arbitrare, obtindnd urmatorul rezultat:

Propozitia 1.2.3. [71] Grupurile finite care contin 2-subgrupuri Sylow ciclice nu poseda substitutii

complete.

Din aceasta propozitie rezultd in particular urmatoarul corolar:
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Corolarul 1.2.2. [91] Grupurile finite de ordinul n = 4k + 2 nu posedd substitutii complete. In

particular, grupul simetric S; nu are substitutii complete.

Hall s1 Paige au demonstrat ca grupurile alterne 4,, de grad n poseda substitutii complete si
ca grupul simetric S,,, unde n > 3, poseda substitutii complete. Problema caracterizarii complete a
grupurilor finite admisibile raimane deschisa in prezent. Observam ca in cazul grupurilor infinite
problema data este solutionatd completde Bateman (1950) care a demonstrat ca toate grupurile infinite

poseda substitutii complete, deci sunt grupuri admisibile.

1.3. Metode de prelungire a quasigrupurilor finite

In acest paragraf sunt expuse metode cunoscute de prelungire a quasigrupurilor. Prin
“prelungire” a unui quasigrup finit intelegem un proces de extindere a quasigrupului prin adaugarea
unuia sau a mai multor elemente noi si redefinirea operatiei, pentru a obtine un nou quasigrup de ordin
mai mare.

Prima constructie de prelungire a unui quasigrup a fost propusa de catre Bruck [23] in 1944,
pentru cazul quasigrupurilor idempotente. Cu toate aceastea, termenul “prelungire” a fost introdus de
catre Belousov [7] in 1967. Constructii ale unor prelungiri ale quasigrupurilor finite au fost date, de
mai multi cercetatori, printre care Osborn (1961), Yamamoto (1961), Denes si Pasztor (1963),
Belousov si Belyavskaya (1968), Belyavskaya (1969), Deriyenko si Dudek (2008, 2013) si altii[71].

In continuare este explicat modul in care constructia unei prelungiri poate fi realizata in
practica. Fie (Q,") un quasigrup. Presupunem cd elementele lui Q sunt 1,2,...,n, iar L este
patratul latin dat de tabla Cayley a quasigrupului (Q,-). Deoarece (Q,") poseda o substitutie completa,
L are cel putin o transversala. Inlocuim elementele din toate celulele acestei transversale cu un
element nou n + 1. Notdm cu Q' multimea {1,2,...,n,n + 1}. Fard a le schimba ordinea,
transferam elementele transversalei in linia si, respectiv, coloana elementului n + 1. In final, pentru
a obtine patratul latin L' dat de tabla prelungirii (Q',*), completim cu n + 1 celula care se afla la
intersectia liniei si a coloanei elementului n + 1.

In continuare vom prezenta metode cunoscute de prelungire a quasigrupurilor finite.
1. Metoda Bruck

Bruck a considerat prelungiri ale quasigrupurilor idempotente, adica quasigrupuri (Q,) ce

verifica identitatea x - x = x, pentru orice x € Q.
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Conform metodei lui Bruck, prelungirea (Q',°) a quasigrupului finit (Q,:), unde Q =

{1,...,q} si Q' =Q U {&},¢ € Q, este quasigrupul cu tabla Cayley:

o1 . g | ¢
1 '3 1
q ¢

T . g |

Tabelul 1.2

unde x oy = x -y, pentru orice x # y din Q. [lustrdm metoda de prelungire Bruck prin urmatorul
exemplu.

Fie (Q,*) un quasigrup de ordinul 3, unde Q = {1,2,3} si

2 3

*

1
171 3 2
213 2 1
312 1 3

Adaugam un nou element, fie acesta 4, la multimea Q pentru a obtine prelungirea (Q',°), unde in
cazul dat Q" = {1,2,3,4}, si contruim tabla operatiei o conform metodei lui Bruck. Pentru aceasta,
addugam o coloand suplimentara in dreapta si o linie suplimentara in partea de jos a tablei Cayley a
quasigrupului (Q,*). Fara a le schimba ordinea, transferam elementele de pe diagonala principala in
coloana, si respectiv linia, elementului 4. Apoi completam celulele de pe diagonala principala cu

elementul 4. Constructia este ilustrata in Figura 1.1

1 2 3 [ o|1 2 3 4
|1 2 3 1[32. 1.32.
11 3 2 > 23 [ 1 > 2(3[4 1
213 2 1 312 1 302 1
312 1 3 [' [ 4

Figura 1.1
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2. Metoda Belousov

V. Belousov a considerat o constructie a prelungirii, utilizdnd substitutii complete [7]. O
substitutie completd a unui quasigrup (Q,-) este o bijectie 8: Q — Q, astfel incat functia 6": Q ~ Q,
unde 6'(x) = x-6(x), este de asemenea bijectivi. In caz finit, substitutiile complete ale
quasigrupurilor definesc transversale ale tablelor Cayley respective.

Conform metodei lui Belousov, prelungirea (Q',°) a quasigrupului finit (Q,"), unde Q =

{1,...,q} si Q' =Q U {&},¢ & Q, este quasigrupul cu tabla Cayley:

° . 0(x) .. ¢

X & o | 0'(%)

E . 0 .| ¢

Tabelul 1.3

unde x oy = x -y, pentru orice y # 8(x) din Q.
[lustram metoda data de V. Belousov cu ajutorul urmatorului exemplu. Fie (Q,-) un quasigrup

de ordinul 3, unde Q = {1,2,3} si operatia " - " este data de tabla

1 2 3
171 2 3
212 3 1
313 1 2

Tabelul 1.4

In pitratul latin dat de tabla quasigrupului (Q,), fixam transversala T = {(1,3), (2,1), (3,2)}.
Construim prelungirea (Q',e) addugind un nou element la multimea Q. Pentru aceasta, luam, de
exemplu, Q" = {1,2,3,4}, si definim operatia (o) in felul urmator:

1) addugam céte o linie si o coloand noud in partea de jos si in dreapta, respectiv;

2) transferam in celulele liniei noi si a coloanei noi elementele din celulele transversalei T, aducand

in celula (4,i) a liniei noi elementul din coloana i, iar in celula (i, 4) — elementul din linia i, unde

i =1,2,3;
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3) completam toate celulele ramase goale cu elementul nou ,,4”.

1 2 3 [ ol1 2 3 4
1 2 3 11 2 111 2[4
Tﬁ.—>2|:3 > 2 3 1
2 3 1 313 1 2 4 2
3|3 2 [‘ [ 4 4

Figura 1.2

In acest mod putem utiliza orice transversala a patratului latin initial.

Constructia ilustrata in exemplul precedent poate fi generalizata in cazul pétratelor latine de
ordinul n, utilizand de la doud pana la n transversale disjuncte. Prezentam generalizari ale metodei
date de constructie in exemplele 1.3.1 -1.3.2.

Fie (Q,") quasigrupul de ordinul 3, dat in Tabelul 1.4, unde Q = {1,2,3}. Observim ca
patratul latin dat de tabla acestui quasigrup poseda trei transversale disjuncte:

T, ={(1,1),(22),33)} T, ={(12),(23), B} Ts = {(13),(21),(32)},

evidentiate cu culori diferite in tabelul urmator

Ol1 2 3

1
2 1
313

Vom prelungi acest quasigrup prin adjunctia a doua si, respectiv trei, elemente noi.
Exemplul 1.3.1 (Prelungirea unui quasigrup prin utilizarea a doua transversale disjuncte)

Utilizand transversalele T; si T,, prelungim patratul latin, dat in Tabelul 1.4, la un patrat latin de
ordinul 5, urmand pasii urmatori.

1. Adaugam doua coloane suplimentare din dreapta si doua linii suplimentare in partea de jos. Fara a
le schimba ordinea, transferam elementele din celulele transversalei T;, respectiv ale transversalei T,

in celule primei, respectiv celei de-a doua linii (coloane). Obtinem astfel:
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w N — ‘

[]

3

L[
3 2 1 [ [

Observam ca putem adauga cele doua coloane, respectiv linii, in orice loc potrivit al patratului latin

dat.

2. Completam toate celulele ramase goale ale primei transversale cu elementul nou 4, iar cele ale

transversalei T, - cu elementul nou 5:

vl B wWw N ’

NI N
= N U1

2
5
4

L L
3 2 1 [ [

3. In patratul ramas gol, din dreapta jos, completim celulele astfel, incét si obtinem un quasigrup de

ordinul 2, definit pe multimea {4,5}. Obtinem 1n rezultat un quasigrup de ordinul 5, de exemplu, cel

dat in Tabelul 1.5.

o

1
2
3
4
5

Observdm ca putem modifica

NG
B N

5
3 2 1 4

uar B W R, DN Gl

Tabelul 1.5

aceastd constructie, schimband ordinea liniilor si/sau a
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coloanelor adaugate, de exemplu in felul urmator:

3

o

NN

2
5
4

5
4
3 2 1

1
2
3
4
5

4

uar A W Rk, DN G

5
4

De asemenea, in procesul prelungirii patratelor latine (quasigrupurilor) putem plasa coloane si linii

suplimentare nu doar 1n dreapta si in partea de jos a patratului latin initial, ci in orice alt loc potrivit.

Exemplul 1.3.2 (Prelungirea unui quasigrup finit prin utilizarea a trei transversale disjuncte)

Vom prelungi patratul latin de ordinul 3, dat in Tabelul 1.4, la un patrat latin de ordinul 6, efectuand

pasii prezentati mai jos.

1. Adaugam 3 coloane suplimentare in dreapta si trei linii suplimentare n partea de jos a

Tabelului 1.4. Fara a schimba ordinea, transferam elementele din celulele transversalelor Ty, T, si

T3, respectiv, in celulele liniilor noi si in cele ale coloanelor noi, obtinand astfel:

1 2

3 LI

I
2 Lt
3 (L LI
]
[]

3 2

O

2. Completam toate celulele ramase goale ale transversalor: T, = {(1,1),(2,2), (3,3)},

T, ={(1,2),(2,3),(3, 1)}, T; = {(1,3),(2,1),(3,2)} cuelementele 4, 5, 6, respectiv:
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3
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3 2 1 [ ][ ][]

B0

3. In patratul raimas gol, in partea dreapta jos, punem orice quasigrup de ordinul 3, definit pe

1
2
3
4
5
6

multimea {4,5,6}. Obtinem astfel un patrat latin de ordinul 6, de exemplu,

(o]

N W = U1 O A
S0 U1 W R N U
Ul B Y PN WO

2
5
4
6
3
2
1

O 1A W N R
W R N B U1 o W
O 1A N W R

Tabelul 1.6
Metoda propusa de G. Belyavskaya

G.B. Belyavskaya a propus o modificare a constructiei Bruck-Belousov. Aceastd metoda
consta in urmatoarele: addugam o coloand suplimentard in dreapta si o linie suplimentara in partea de
jos a tablei Cayley a quasigrupului, apoi transferam in celulele liniei noi si, respectiv, a coloanei noi,
toate elementele transversalei fixate (colorate), cu exceptia unui singur element (in exemplul nostru -
elementul “2”), pastrand ordinea lor din transversald. Completam apoi toate celulele raimase goale ale
transversalei, cu exceptia celei din care nu am transferat elementul, cu simbolul nou (in Figura 1.3 -
cu "4"). Celula cu coordonatele (n+ 1,n+ 1) este completatd cu elementul netransferat al
transversalei.

Ilustram aceastd metoda prin exemplul urmator:
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1

2 3 []
1 2 3 112|:|. 1
31|:|—>

T12.—>2 2
2 3 1 303 [] 2 3
303 il 2 ] ] 4

Figura 1.3

O generalizare a metodei propuse de G. Belyavskaya

Constructia data de Belyavskaya poate fi generalizata utilizdnd un set de transversale disjuncte (atunci
cand acestea existd). [lustram metoda data pe urmatorul exemplu.

a) Prelungim patratul latin de ordinul 3, dat in Tabelul 1.4, pand la un pétrat latin de ordinul 5,
utilizand constructia data de Belyavskaya, care se aplica simultan la doud transversale. Pentru aceasta
addugdm doud coloane suplimentare in dreapta si doua linii suplimentare in partea de jos a Tabelului
1.4, apoi efectudm urmatorii pasi.

1. Farda a le schimba ordinea, transferam elementele din cele doua transvesale, cu exceptia a
cate unui element din fiecare transversald, respectiv, in liniile si in coloanele adaugate. Fixam, de
exemplu, elementul 1 in transversala T; (marcata in rosu) si tot elementul 1 in transversala T,
(marcata iIn galben). Nu este obligatoriu ca in transversalele utilizate sd luam acelasi element.

Obtinem astfel tabelul

12 3 (][]

1 2
N [Hpy =
3 [ ] [ ] 3
[] L]

[]
3

L3 2 LILI0]

2. Completdm toate celulele din transversalele T; si T,, ramase goale dupa transferul

elementelor, cu elementele noi 4 si 5, respectiv. Celula de la intersectia liniei, si respectiv coloanei,
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elementului fixatin T si coloana, respectiv linia primului element nou, se va completa cu elementul
4, 1ar celula de la intersectia liniei, si respectiv coloanei, elementului fixatin T, si coloana, respectiv

linia celui de-al doilea element nou, se va completa cu elementul 5.

5
2
5
3

4 1L
3 2 5 [ ][]

3. Pentru completarea patratului ramas gol in dreapta jos, putem utiliza elementul fixat in

uaT s W N

transversale 1 si elementele noi 4 si, respectiv 5. Obtinem astfel prelungirea datad in Tabelul 1.7.

o

vl oA W N R
W oA N R R
N W = b U N
I N s Rk W w
Ul N W N
N e ¥ B \C R &) |

Tabelul 1.7

b) Utilizand constructia generalizata propusa de Belyavskaya, prelungim patratul latin dat in
Tabelul 1.4 la un pétrat latin de ordinul 6 urmand pasii dati mai jos.

1. Adaugam 3 elemente noi 4, 5 si 6, la multimea Q si, de asemenea, 3 coloane suplimentare
in dreapta si 3 linii suplimentare in partea de jos a Tabelul 1.4. Fard a schimba ordinea elementelor,
transferam elementele transversalelor T;, T, si T3, cu exceptia a cate unui singur element din fiecare
transversald, respectiv, in celulele celor trei linii si celor trei coloane noi adaugate.

Fixam, de exemplu, elementul 3 in transversalele T; si T, sielementul 1 intransversala T5. Obtinem

tabelul
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1 2 3 4 5 6
animim| [
Do O

313 | [
4 H [N
s L1 2 1 ][]
6

2. Completam toate celulele din transversalele T;,T, si T3, rdmase goale dupa transferul
elementelor, cu elementele noi4, 5 si 6, respectiv. Celula de la intersectia liniei, si respectiv coloaneli,

elementului fixatin T,(respectiv T,, T3) si coloana, respectiv linia primului element nou (al doilea, al

treilea element nou), se va completa cu elementul 4 (respectiv 5,6).
1 3 4 5 6

4 5 6 . 2

6 5 4 1 l
3 4 5 6

4 |HIEn
2 1 [ JLJ0L]

6. BOOC

3. Patratul gol, ramas 1n dreapta jos, se completeaza cu elemente potrivite (dintre elementele

1
2
3
4
5

1,2,3,4,5,6) pentru a obtine un quasigrup. Obtinem astfel, de exemplu, Tabelul 1.8.

o1 2 3 4 5 6
114 5 6.2
2|6 5 4 1
3|3 4 5 6
4 4 3 6 5
5(5 2 1 6 3 4
4 1

Tabelul 1.8
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Metoda Dudek-Derienko

W. A. Dudek si L. I. Derienko au propus o constructie de prelungire a unui quasigrup finit,
utilizand 1n acest scop substitutii quasicomplete. Aceasta constructie prezinta o generalizare a
constructiei date de Belyavskaya.

Fie ca (Q,") este un quasigrup finitsi fie 0:Q — Q o functie. Putem construi functia 7: Q —
Q, in felul urmator: ox = x - ox,Vx € Q. Functia ¢ se numeste substitutie quasicompleta daca o
este o permutare amultimii Q si o(Q) contine toate elementelelui Q cu exceptia unuia. in acest caz
existad un element a € Q, numit special, astfel incat a = o0x, = ox, pentrucareva x,X; € Q,x; #
X5.

In continuare prezentam constructia propusa de W. Dudek si I. Derienko. Si presupunem ci
patratul latin L de ordinul n are o transversala partiala P de lungime n — 1. Atunci celulele lui P
apar in n — 1 linii si n — 1 coloane din L si sunt toate distincte. Fie u elementul care lipseste din
P si fie v elementul din celula (R, C), unde R si C sunt, respectiv, linia si coloana patratului latin
L care nu contin niciun element din P.

Fie ca in celula (R, C) se afld elementul v. Adaugam o linie noud a (n + 1)-a si o coloana
noud a (n + 1)-a la patratul latin L si un element nou w la cele n elemente ale patratului latin L.
Fara a le schimba ordinea, transferam elementele transversalei partiale P in liniaa (n + 1)-a si
respectivin coloanaa (n + 1)-aalui L. In linia 7, a coloanei noi, scriem elementul care era in linia
r; a transversalei partiale P, pentru fiecare 7;, cu exceptia r; = R. In linia R a coloanei noi punem
elementul nou w, iar in liniaa n + 1-a a coloanei noi punem u. In coloana c; a linieia (n + 1)-a
scriem elementul care era in coloana c; a lui P, pentru fiecare ¢; cu exceptia ¢; = C. In coloana C
a liniei noi punem elementul w. In final oservam ca deja am pus u in coloana n + 1 a liniei noi.
Completam elementele din celulele rdmase goale ale transversalei partiale P cu un element nou w.

[lustram constructia propusd de Dudek-Derienko printr-un exemplu. Pornim de la un
quasigrup si o substitutie quasicompleta, actionam ca in constructia Belyavskaya, dar in celula cu

coordonatele (n + 1,n + 1) scriem elementul Q\o@Q (elementul special).
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Exemplul 1.3.3. Fie dat quasigrupul de ordinul 4:

1 2 3 4
112 1 3 4
213 2 4 1
314 3 1 2
411 4 2 3

si urmatoarea functie

N
w
N

N—"

0=(1 3 2 4)

Atunci

330

deci ¢ este o substitutie quasicompletisi Q\oQ = {1}, deci u = 1. Consideram trasversala partiala

P ={(1,1),(2,3),(3,2)}. Atunci (R,C) = (4,4) si v = 3. Utilizand constructia Dudek — Derienko

obtinem:
1 2 3 4 5 o | 1 3 4 5
1/[] 1 3 4 2 1[5 1 3 4 2
203 2 [] 1 4 213 2 5 1 4
3/ 4 [] 1 2 3 - 3|4 5 1 2 3
401 4 2 3 [] 411 4 2 3 5
502 3 4 [ ][] 52 3 4 5 .

Figura 1.4

In lucrarea [110] este propusi o generalizare a constructiei Dudek — Derienko in spiritul lui
Yamamoto, ilustrata cu ajutorul Exemplului 1.3.4.

Exemplul 1.3.4. Fie dat quasigrupul de ordinul 4

1 2 3 4
112 1 3 4
213 2 4 1
314 3 1 2
411 4 2 3
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Patratul latin definit de acest quasigrup poseda patru substitutii quasicomplete disjuncte doud cate
doud, date de urmatoarele seturi de celule: {(1,1), (2,3), (3,2), (4,4)}, {(1,2), (2,1),(3,4), (4,3)},
{(1’3)’ (2’4)’ (3’1)l (4F2)}' {(1’4)’ (2’2)’ (3’3)l (4’1)}'

Prelungim acest patrat latin prin adjunctia a doud elemente noi, utilizand substitutiile quasi complete
date in galben si rosu. Consideram transversalele partiale P, = {(1,1),(2,3),(3,2)} si P, =
{(1,2),(2,1),(3,4)}. Pentru P, avem: (R,C) = (4,4), v =3, u = 1, iar pentru P, avem: (R,C) =
43),v=2,u=4

1. Adaugam doua coloane si doua linii noi si transferam in celulele lor elementele respective

din celulele transversalelor partiale P; si Py:

2. Adaugam elementele noi 5 si 6 la multimea {1,2,3,4} pe care este definit quasigrupul initial.
In celulele rimase goale ale transversalei partiale P; (respectiv P,) din patratul latin initial scriem 5
(respectiv 6). Completdm utlimele doud celule ale diagonalei principale cu elementele 1 i 4, respectiv.

Obtinem astfel:
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S U1 s W N

3. In final, completiam patratul latin partial obtinut pentru a obtine un patrat latin. Observam

ca acest lucru poate fi facut In mod unic, obtinand prelungirea:

O procedura mixta, in doi pasi, de prelungire a quasigrupurilor

Presupunem ci un quasigrup de ordinul n are doua transversale distincte. In acest caz putem construi
o prelungire a quasigrupului urmand, cand este posibil, doud metode diferite de constructie. [lustram

aceasta in Exemplul 1.3.5.

Exemplul 1.3.5. Consideram quasigrupul de ordinul 3 dat in Tabelul 1.4. Am observat mai sus ca
acesta are trei transversale disjuncte doua cate doud: T; ={(1,1),(2,2),(3,3)}, T,=

{(1,2),(2,3),(3, 1)}, T; ={(1,3),(2,1),(3,2)}, colorate in 3 culori diferite in tabelul de mai jos:

1 2 3

1

W N =
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Aplicdm constructia propusd de Belyavskaya utilizand transversala T; si fixand elementul 2 al acestei

transversale si luand drept element nou numarul 4. Obtinem astfel urmatoarea prelungire de ordinul

patru:
«|1 2 3 4
1124.
2.314
33 4 2
4|4 2

In acest caz transversala T; (de culoare rosie) trece intr-o transversala partiala definitd de o functie

quasicompleta:

o= 23070353 2

Q\oQ = {4}. Utilizand acum constructia Dudek — Derienko, obtinem urmatoarea prelungire de

ordinul cinci:

(3 WIS NCRR S
R A W N Ul R
CR SN S I ) Y N
N W U1, | W
U N RS W
AU N W R U

Din posibilitatea de a construi prelungiri ale quasigrupurilor finite obtinem, in particular, urmétoarea

afirmatie.
Propozitia 1.3.1. [71] Exista un quasigrup idempotent de ordinul m daca §i numai daca m = 3.

Demonstratie. Aceasta afirmatie rezulta din faptul cd pentru orice n impar existd un grup idempotent
de ordinul n, tabla multiplicativa a cdruia se descompune in n transversale disjuncte. Daca n # 1
atunci prin prelungire utilizdnd o transversald, alta decat diagonala principald, se poate obtine un
quasigrup idempotent de ordin n + 1. Este usor de verificat ca niciun quasigrup de ordinul doi nu este
idempotent. O

In literatura de specialitate este cunoscutd si procedura inversd celei de prelungire a
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quasigrupurilor. Aceasta procedura se numeste contractie a quasigrupurilor. Procedeele de contractie
a quasigrupurilor realizeaza dintr-un quasigrup de ordinul n un quasigrup de ordin mai mic. Este clar
ca orice procedura de prelungire poseda o procedura proprie "inversa", de contractie [12, 13, 57, 79,

83, 84, 126].

1.4. Concluzii la Capitolul 1

In Capitolul 1 este prezentati o analiza a situatiei in domeniul teoriei quasigrupurilor recursiv
derivabile (atat binare cat si de aritate mai mare decat 2), care au fost definite in teoria algebrica a
codurilor complete recursive. Studiul quasigrupurilor recursiv derivabile permite, in particular,
constructia unor noi MDS-coduri si obtinerea unor noi caracterizari ale parametrilor acestor coduri
(distanta minimala Hamming, lungime, numarul de cuvinte-cod etc.). Relatia dintre parametrii unui
cod complet recursiv, in particular, MDS-cod si ordinul de derivabilitate recursivad a unui quasigrup
finit pune problema existentei quasigrupurilor finite (binare saun-are) recursiv derivabile cu ordin dat
de derivabilitate recursiva. Printre problemele nesolutionate pana in prezent se numara cea referitoare
la existenta quasigrupurilor binare recursiv 1-derivabile de ordinul 14, 18 sau 26.

Prelungirea quasigrupurilor finite este 0o metoda cunoscuta prin care pot fi obtinute quasigupuri
de ordin mai mare prin addugarea unuia sau a mai multor elemente noi la un quasigrup finit si
redefinirea operatiei acestui quasigrup. In literatura de specialitate sunt cunoscute mai multe metode
de prelungire (extindere) a quasigrupurilor finite. Studiul derivabilitétii recursive a prelungirilor
quasigrupurilor reprezintd o posibilitate de a obtine caracterizari ale spectrului (ordinului)
quasigrupurilor recursiv derivabile. Una dintre abordarile existente in elaborarea metodelor de
constructie a prelungirilor quasigrupurilor finite este cea care utilizeaza substitutiile complete,
respectiv quasicomplete, ale quasigrupurilor. Substitutiile complete ale unui quasigrup finit definesc
transversale in patratul latin corespunzator. Astfel, metodele de prelungire a quasigrupurilor finite cu
ajutorul substitutiilor complete se regdsesc in combinatoricd, ca metode de extindere a patratelor latine
ce utilizeaza transversale ale acestor patrate latine.

In acest capitol sunt prezentate rezultate generale referitoare la substitutiile complete ale unui
quasigrup si la existenta transversalelor in patratele latine. Sunt descrise si ilustrate prin exemple
metodele cunoscute de prelungire a quasigrupurilor finite (Bruck, Belousov, Belyavskaya, Dudek-
Derienko s.a.).

Prin urmare, capitolul 1 caracterizeaza relatii dintre structura algebrica de quasigrup, teoria
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codurilor si aspecte combinatorice ale patratelor latine, oferind un cadru teoretic riguros pentru
constructia quasigrupurilor recursiv derivabile, constructia si analiza codurilor recursive cu parametri

optimali, metode de constructie a prelungirilor quasigrupurilor finite (pétratelor latine).
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2. QUASIGRUPURI RECURSIV DERIVABILE

2.1.  Quasigrupuri binare recursiv derivabile

Quasigrupurile recursiv derivabile au aparut in teoria codurilor complete recursive, in calitate
de functii de control. Conditia ca derivatele recursive ale unui quasigrup sa formeze un sistem puternic
ortogonal, este una necesara si suficientd ca un cod complet recursiv sa fie un MDS-cod [4, 6]. Pe de
alta parte, operatiile unui sistem puternic ortogonal, diferite de selectori, sunt operatii de quasigrup,
ceea ce implicd necesitatea studierii derivabilitatii recursive a quasigrupurilor, in particular, a
quasigrupurilor finite [ 10]. De asemenea, caracterizarea spectrului quasigrupurilor recursiv derivabile
este o problema care apare in procesul de caracterizare a parametrilor MDS -codurilor, devenita o

directie independenta de cercetare in domeniul teoriei quasigrupurilor.

Definitia 2.1.1. Fie Q(A) un grupoid binar si k € N. Numim derivata recursiva de ordinul k a

operatiei A, operatia AY definitd in felul urmator:
AO(x,y) = A(x, y),
AW (x,y) = AW, A(x, Y)),
AP (x,y) = A(A*=2) (x,v), A%V (x,y)),Vk > 2.
Dacinotim A="-"si AW = ¥ k€ N, atunci
X (-)y =x-y,
xty=y-(x-y),
x’-{y = (kaZy) . (xkfly),v k>2.

Definitia 2.1.2. Un quasigrup binar (Q,A) se numeste recursiv s-derivabil (s = 0), dacd
derivatele sale recursive A®,AM, ..., A®) sunt operatii de quasigrup.
Propozitia 2.1.1. [69] Un quasigrup binar (Q,-) este recursiv 1-derivabil daca si numai daca (*) L
(/), unde x *y = y-x, Vx,y € Q, iar "/" este impartirea la dreapta in quasigrupul (Q,").
Demonstratia acestei afirmatii rezultd din echivalentele:

AT I S (i
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si din faptul ca % esteo operate de quasigrup.

Consideram modul de notare a parastrofilor unui quasigrup binar, utilizat in [9]:

Aplicand Propozitia 2.1.1 putem deduce conditiile necesare si suficiente ca parastrofii unei operatii

= 90, L= @, T = @0,

de quasigrup recursiv 1-derivabile sa fie recursiv 1-derivabili.

Propozitia 2.1.2. Fie (Q,") un quasigrup binar. Sunt adevarate afirmatiile:

1

2.
3.
4.
5.

Demonstratie. Conform Propozitiei 2.1.1, operatia (-) este recursiv 1-derivabila daca si numai daca

Y(\) este recursiv 1-derivabild daca si numai daca (-) L7 () ;
"() este recursiv 1-derivabila daca si numai daca Tl(') 1t (O
"L(\) este recursiv I-derivabild daca si numai daca °(-) L7 (+) ;
() este recursiv I-derivabild daca si numai dacd ‘() L7 (*);

S(+) este recursiv 1-derivabild daca si numai daca (-) L™ ().

() L! (). Utilizand relatia  #(*() = “*("), Va, B € S5, avem:

1.

L(-) este recursiv 1-derivabila daci si numai daci
EOLEOerFOLO e OL0);

"(+) este recursiv 1-derivabila daca si numai daca

sy L () e () 1 () et () L ();
"L(.) este recursiv 1-derivabila daci si numai daca

ris () L0 () oW () 1T () ol () LT ();
' () este recursiv 1-derivabild daci si numai daca

rs () LI () U () 15 () &7 (1) L5 ();
$(-) este recursiv 1-derivabila daca si numai daca

FOLEOeOLMOe 0L .

Aceste criterii sunt rezumate in urmatorul tabel:

56



Parastroful Conditia necesara si suficienta de 1-derivabilitate recursiva
Q) HORSO
‘O L
") OFSNC!
") ‘OLO)
oo HOFSNQ!
°() OFLNC)
Tabelul 2.1

Utilizand rezultatele incluse in Tabelul 2.1 si faptul ca identitatile minimale (din clasificarea
datd de V. Belousov in [9]) implicad ortogonalitatea unor perechi de parastrofi ai quasigrupului

respectiv, putem exprima l-derivabilitatea recursiva in limbajul identitatilor.

Propozitia 2.1.3. Daca quasigrupul (Q,-) verifica identitatile:
x-(y-yx)=y,
Xy -x=y-xy,
Xy -yx =Yy,
atunci toti cei sase parastrofi ai sai sunt quasigrupuri recursiv 1-derivabile.
Demonstratie. Conform [9], cele trei identitdti implicad ortogonalitatea tuturor perechilor de

parastrofi care apar in Tabelul 2.1. ©
Propozitia 2.1.4. Exista exact 6 quasigrupuri de ordinul 3 recursiv 1-derivabile.

Demonstratie. Se stie ca existd in total 12 quasigrupuri de ordinul 3. Prezentdm mai jos patratele latine

date de tablele Cayley ale celor 12 quasigrupuri de ordinul 3, definite pe multimea Q = {1,2,3}:

1 23 1 23 21 21 3
Li:|2 L Ly: (3 1 2| La:|1 3 2| Ly |
31 2 2 3 1 3 2 1 1 3 2
31 2 31 2 1 3 2 1 32
Ls:|1 2 3|Lg:{2 3 1|Ly:|2 1 3(Lg:|3 2 1
2 3 1 1 2 3 3 2 1 2 1 3
2 31 2 31 3 21 321
Lot| 1 2 3| Liyp:|3 1 2| Lyqs|1 3 2 L2 1 3
312 1 2 3 2 13 1 3 2
Figura 2.1
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Notim cu L@ derivata recursiva de ordinul i a quasigrupului dat de patratul latin L. Prin calcule

directe deducem ca:
1 1 1 1 1 1
L(l)—L7,L(1)—L.(7)—L(11)—L8,L(5)—L4_,L(10)—L]]

Quasigrupurile date de patratele latine L,, L3, Lg, Lg, Lo, L1, nu sunt recursive 1-derivabile.
Conform [116] ordinul r de derivabilitate recursiva a unui quasigrup finit de ordinul q

verificdinegalitatea r < q — 2, deci ordinul de derivabilitate recursiva a quasigrupurilor de ordinul

3 este cel mult 1. O

Corolarul 2.1.1. [zotopul unui quasigrup binar recursiv 1-derivabil in caz general nu este recursiv
1-derivabil.

Afirmatia rezulta, de exemplu, din faptul ca cele 12 quasigrupuri de ordinul 3 sunt izotope

intre ele 1nsa nu toate sunt recursiv 1-derivabile.

Propozitia 2.1.5. Exista exact 48 de quasigrupuri de ordinul 4 recursiv 1-derivabile, dintre care 8

sunt recursiv 2-derivabile (ordinul maximal posibil).

Demonstratie. Se stie cd exista in total 576 de patrate latine de ordinul 4. Aceste patrate latine pot fi
generate, de exemplu, cu ajutorul unui program (cod) GAP, dat in Anexa 2. Prin verificare directa
obtinem ca 48 de quasigrupuri de ordinul 4 sunt recursiv 1-derivabile. Lista acestor quasigrupuri este

data mai jos.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 4 3 1 2 4 3
Lyi|3 4 1 2| Ly|4 3 2 1|Lg|3 42 1|L:|4 3 12
43 21 2 1 4 3 431 2 21 3 4
2 1 4 3 341 2 2 1 3 4 3.4 2 1
1 3 2 4 1 3 2 4 1 3 4 2 1 3 4 2
Le:|3 1 4 2| L4 2 3 1|Lys|2 43 1|Lg|3 1 2 4
4 2 3 1 2 4 1 3 31 2 4 4 21 3
2 4 1 3 31 42 4 2 1 3 2 4 3 1
1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 3 2 1 4 3 2
Lot |2 3 1 4|Lyg:|4 1 3 2| Lyy:|3 2 1 4|Ly:|4 1 2 3
32 41 2 3 1 4 41 2 3 2 3 4 1
4 1.3 2 32 4 1 2 3 4 1 321 4
2 1 3 4 213 4 21 4 3 21 4 3
Ligi|3 4 2 1|Lyi|4 3 1 2|Lsi|3 4 1 2| Lyi|4 3 21
1 2 4 3 34 21 1 2 3 4 341 2
4312 1 2 43 4 32 1 1 2 3 4

9]
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Dintre aceste 48 de patrate latine recursiv 1-derivabile, exact 8 sunt si recursiv 2-derivabile.

Observam ca ordinul posibil de derivabilitate recursiva a quasigrupurilor de ordinul 4 nu depaseste 2

deoarece ordinul r de derivabilitate recursiva a unui quasigrup finit de ordinul g verifica inegalitatea
r < q — 2. Prezentdm mai jos cele 8 patrate latine de ordinul 4, care sunt recursiv 2-derivabile si
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derivatele lor recursive de ordinul 2:

1 3 4 2 1 4 2 3 2 3 1 4 2 4 3 1
Le:|3 1 2 4|Lypt|4 1 3 2|Lyg|3 2 4 1|Ly:|4 21 3
421 3 231 4 1 42 3 312 4
2 4 3 1 3241 41 32 1 3 42
312 4 32 41 41 3 2 421 3
Lyst|1 3 4 2|Lapi|2 3 1 4Ly |1 4 2 3|Lyi|2 4 3 1
2 4 3 1 4132 324 1 13 42
421 3 1 4 2 3 231 4 31 2 4

Notéand cu L(iz) derivata recursiva de ordinul 2 a quasigrupului dat de patratul latin L;,i = 1,48,

obtinem:
1 2 3 4 1 2 3 4 4 3 2 1 341 2
L%Z): 341 2 L(120): 4 3 21 L(128): 1 2 3 4 L(224): 1 2 3 4
4 3 2 1 21 43 341 2 214 3
2 1 4 3 341 2 2 1 4 3 4 3 21
4 3 2 1 21 43 341 2 21 4 3
2 2
L(zs): 21 4 3 L(321): 341 2 L(329): 21 4 3 LSH): 4 3 2 1
1 2 3 4 1 2 3 4 4 3 2 1 341 2
34 1 2 4 3 2 1 1 2 3 4 1 2 3 4
m

In propozitia urméatoare este datd o conditie necesara si suficienta de 2-derivabilitate

recursiva a unui quasigrup binar.

Propozitia 2.1.6. [69] Un quasigrup binar finit (Q,") este recursiv 2-derivabil daca si numai daca
(Q,") verifica implicatiile:
l. y-xy=z-xz=>y=1z
2. xy-(y-xy)=xz-(z-xz)=>y =z pentru Vx,y,z € Q.
Quasigrupuri recursiv derivabile pot fi construite utilizdnd produsul cartezian. Se stie ca [39]
dacd (Qq,f;) este un quasigrup recursiv k;-derivabil si (Q,,f;) este un quasigrup recursiv k,-
derivabil, atunci produsul lor direct (Q; X Q,,f), este recursiv k -derivabil, unde k=

min{k,,Kk,}. Intr-adevar, daca (Q,, f;) este un quasigrup recursiv k,-derivabil si (Q,, f,) este un

quasigrup recursiv k,-derivabil, atunci produsul lor direct (Q; X Q,,f), unde f = (fy,f,) este
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recursiv k - derivabil pentru k = min{k,,k,}, deoarece ecuatiile fl(k) (x1,a4) =b; i
fz(k) (x,,a;,) = b, au solutieunica pentru Va;,b; € Q,i = 1,2, si Vk < ky, adica f®(x,a) = b, au
solutie unicd pe Q1 X Q,, Yk < k,, unde a = (a4,a;),b = (by,b,). Analog se demonstreaza ca
ecuatiile £ (a,y) = b, pentru Vk < k; au solutie unici pe Q; X Q.

Definitia 2.1.3. Fie (Q,") un quasigrup si 6 o relatiede echivalentape Q. 0 se numeste congruenta

daca, pentru Yc € Q, are loc implicatia:

Propozitia 2.1.7. Fie (Q,") un quasigrup recursiv I-derivabil si fie (Q,°) derivata sa recursiva de
ordinul 1: xoy =y -xy,Vx,y € Q . Atunci orice congruenta a quasigrupului (Q,") este o

congruenta si in (Q,°).

Demonstratie. Fie 6 o congruentd in (Q,-). Atunci:

. cxBx - . cxBOx -
cxbcy (x. cx x' cy (x. cx x. cy
c-xcOc-yc c-xclc-yc
x0y = < xcOyc =
Ve e x0y x-cyfy -cy
cheQ VceQ
x - cx0y-cy coxBcoy
={c-xclc-yc =>i{xoclOyoc
VcEeQ VcEeQ

Prin urmare 6 este congruentd in (Q,°). O
Definitia 2.1.4. Fie (Q,") un quasigrup si a € Q, atunci:

1. functia R;:Q » Q,R,(x) = xa,Vx € Q se numeste translatie la dreapta cu elementul a,
2. functia Ly:Q » Q,L,(x) = ax,Vx € Q se numeste translatie la stanga cu elementul a.

Notam:

(Lola € Q) = LM(Q,),
(Ryp|b € Q) = RM(Q,")
<La' Rbla'b € Q) = M(Q!)

Fiecare din multimile LM(Q,), RM(Q,"), M(Q,-) formeaza grup in raport cu operatia de compunere
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a functiilor si se numesc, respectiv, grupul multiplicativ la stanga, grupul multiplicativ la dreapta,

grupul multiplicativ al quasigrupului (Q,").

Propozitia 2.1.8. Fie (Q,") un quasigrup recursiv 1-derivabil si fie (Q,°) derivata sa recursiva de

ordinul 1. Au loc incluziunile:
a) RM(Q,°) € M(Q,);

b) Aut(Q,") S Aut(Q,°).
Demonstratie. Daca (Q,") este un quasigrup recursiv 1-derivabil si (Q,o) este derivata sa recursiva
de ordinul 1, atunci x ey =y - xy,Vx,y € Q, deci R§,°) x) = L(};)Rj(,') (x),Vx,y € Q, de unde rezulta
R§,°) = Lg,')Rj(,'), Vy € Q. Prin urmare, RM(Q,0) € M(Q,").

Pentru a demonstra incluziunea b), observam ca:
@ € Aut(Q,) = 9(xy) = e(X)@(y) = ¢(¥) - p(xy) = ¢(¥) - (D)@ (y) =
Py -xy) =) eX)e®) = p(xoy) =@(x) o), Vx,y €Q,
deci @ € Aut(Q,°). o

Daca (Q,') este un quasigrup recursiv l-derivabil si (Q,°) este derivata sa recursiva de
ordinul 1, atunci Aut(Q,) poate fi scufundat in AutRM(Q,°) , respectiv, in AutLM(Q,°),
AutM (Q,°), deoarece Aut(Q,") < Aut(Q,0), iar Aut(Q,°) este izomorfcu un subgrup al grupului
AutRM(Q,0).

Definitia 2.1.5. Fie (Q,") un quasigrup. Functia bijectiva @:Q v~ Q, care satisface relatia

o(x-yx) = @(x) - p(y)@(x), pentru ¥x,y € Q,

se numeste semiautomorfism al quasigrupului (Q,").

Notam cu SAut(Q,") multimea tuturor semiautomorfismelor quasigrupului (Q,-).

Propozitia 2.1.9. Fie (Q,") un quasigrup si fie (Q,°) - derivata sa recursiva de ordinul 1.

Sunt adevarate afirmatiile:
1. Multimea SAut(Q,") formeaza grup in raport cu operatia de compunere a functiilor.
2. Aut(Q,°) = SAut(Q,").

3. SAut(Q,) S SAut(Q,°).
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Demonstratie. 1. Deoarece SAut(Q,") este o submul{ime a multimii tuturor aplicatiilor bijective pe
Q, pentru a demonstraca SAut(Q,") formeaza grup e suficient de aratat ca este parte stabila in raport

cu operatiade compunere a functiilor si impreuna cu fiecare semiautomorfism contine si inversul sau.

Fie ¢, ¢ € SAut(Q,"), atunci:

Py - xy) = (o) - p(X)9()) = pp(y) - P (X Pp(y),

pentru Vx,y € Q = ¢ € SAut(Q,"). De asemenea,
9oy -xy) =y -xy =970 -9l e(),Vx,y €Q © ¢~ (b - ab) =
=@~ (b) - o7 (@)~ (b),Va,b € Q = ¢~" € SAut(Q,)
2. Fie ¢ € Aut(Q,°), atunci @(x °y) = @(x) ° ¢(y), deci ¢(y - xy) = @(y) - (x)9(y), pentru
Vx,y € Q. Prin urmare ¢ € SAut(Q,"), de unde rezultda Aut(Q,o) € SAut(Q,").
Consideram acum ¢ € SAut(Q,). Avem: ¢p(y-xy) = dp(y) - p(x)Pp(y) = p(xoy) =
P(x) o p(y), pentru Vx,y € Q. Astfel ¢ € Aut(Q,°), adica Aut(Q,°) 2 SAut(Q,). Prin urmare,
Aut(Q,°) = SAut(Q,").
3. Fie ¢ € SAut(Q,"). Conform 2, ¢ € Aut(Q,°), adicd ¢(x cy) = @(x) o @(y). Prin urmare
pye(xey) =) epxey) =) o) eM],
pentru Vx,y € Q, deci ¢ € SAut(Q,°), de unde rezultd SAut(Q,) S SAut(Q,°). o

Vom prezenta mai jos un algoritm de constructie a quasigrupurilor binare liniare (peste Zj,),

care sunt recursiv derivabile de ordin Tnalt.

Conform Lemei 1.1.2, daca (Q,*) este un quasigrup binar, atunci, pentru orice x,y € Q si Vs = 1,
xiy =y’ (xx) 2.1)

Lema 2.1.1. Fie a € Z\{0} si x *y = ax + y,Vx,y € Z. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

S
1. Exista ug, vg € Z astfel incdat x * y = ugx + vy, Vx,y € Z,Vs > 1;
2. Daca n = 2 este un numar natural, k € {1,...,n—1} §i a =n — k, atunci exista bs,, € Z
astfel incdt vgy, = nbg_, + (—kcs + C541), pentru Vs = 1, unde cg §i cs,q1 sunt resturile de la

impartirea lui vy §i Vsyq la n, respectiv.

. 1 -1
Demonstratie. 1. In acest caz x *y =y *(x*y) =ax+ (a+ 1)y,Vx,y € Z. Notand x " y =
Us_1X + v,_1y siutilizand inductia matematica si (2.1), obtinem

S
X*Y =Us1y + Vsq(ax +y) = avs_g1x + (Us—g + Vs-1) Y.
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2. Deoarece x ¥ y=(x * y)* (x s y) = (aug + ug;1)x + (avg + v441)y, au loc urmatoarele
egalitati:

Ustz = AUs + Usyy = (N — k) (nbs + ¢5) + (Nbsyq + Cs4q) =

n(nbg + ¢ — kby + bey1) + (—kes + Cor)

unde c¢g §1 ¢y sunt resturile de la impartirea lui vg si vgyq; la n, respectiv. O
Teorema2.l.l.Fien>2,a=n—-kk€{l,....n—-1},(aan)=1six*xy =ax +y,Vx,y € Z,.
Dacad, pentru un oarecare s = 1, derivatele recursive (Zn,i) i (Zn,sil), unde x iy =u;x +v;y,
i =s,5+ 1, sunt quasigrupuri, atunci (Zn,siz) este un quasigrup daca si numai daca (—kcg +
Cs+1, M) = 1, unde cg §i cgpq sunt resturile de la impartirea lui vy §i v, 4 la n, respectiv.

Demonstratie. Consideram operatia x * y = ax +y in inelul Z, al claselor de resturi modulo n,

unde (a,n) = 1. Atunci (Z,,*) este un quasigrup si, conform Lemei 2.1.2, exista ug, v; € Z, astfel
S - R

incat x * y = ugx + vgy, Vs = 0. Avem:

S+2
X ¥ Y= UsypX + Vs = AVsq1X + (Ust1 + Vs11) Y,

deci vs,p = Ugyq + Vg1 = —kcg + cg4q, unde ¢ $i cgyq sunt resturile de la Tmpartirea lui vg si

Vg1 la n, respectiv.

Daca (Zn,i) si (Zn,sil) sunt quasigrupuri, atunci (avs,q,n) = 1, deci (Zn,siz) este un quasigrup
daca si numai daca (—kcg + c54q,m) = 1.0

Utilizand Teorema 2.1.1. obtinem, de exemplu, ca quasigrupurile (Z,,*),x *y = 4x + y, si
(Zy1,%), x*y=3x+y, sunt recursiv 5- si 9-derivabile, respectiv. Reamintim ca ordinul r de
derivabilitate recursiva a unui quasigrup binar, definit peste o mulfime de g elemente, satisface
inegalitatea v < q — 2. Urmatorul corolar prezinta toate valorile elementului a pentru care

quasigrupul (Zp,*), unde x*xy =ax+y,Vx,y € Z,, este recursiv derivabil de ordin maximal,

D>
pentru orice prim impar p < 19.

Propozitia 2.1.10. Fie (Z,,*), unde x x y = ax +y,Vx,y € Ly, este un quasigrup. Urmatoarele
afirmatii sunt adevarate:

1. (Zs,*) este recursiv 1-derivabil daca si numai daca a = 1;

2. (Zs,*) este recursiv 3-derivabil daca si numai daca a = 3;
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3. (Z,,*) este recursiv 5-derivabil daca si numai daca a =1 sau 4,
4. (Zy41,*) este recursiv 9-derivabil daca si numai daca a = 3 sau 4;
5. (Zy3,%) este recursiv 11-derivabil daca si numai daca a = 5,8 sau 11;
6. (Zq7,%) este recursiv 15-derivabil daca §i numai daca a = 7 sau 10;
7. (Zq9,%) este recursiv 17-derivabil daca si numai daca a = 1,5 sau 7.
Demonstratie. Conform Teoremei 2.1.1 (Z,,*) este un quasigrup, unde
xxy=@-—-k)x+yVxy€L,
in Tabelul 2.2 prezentam valorile primilor 20 termeni ai sirului (¢;);»; unde:
to=1,t;, =—-k+1,
tgyr = —kts +ts,1,Vs =2 0,Vk =2,...,10

Quasigrupul binar (Z,,*) este recursiv r-derivabil, daca t,,; este divizibil cu p, iar toti termenii
to, ---, t nu sunt divizibili cu p. Utilizand Tabelul 2.2 avem:

1. Pentru quasigrupul (Zs,*) se ia in considerare doar linia cu k = 2 si obtinem:
a=p—k=3-2=1,

prin urmare (Zs,*) este recursiv 1-derivabil.

2. Pentru quasigrupul (Zs,*) evaludm primele trei linii ale Tabelului 2.1, cercetand valorile lui k:

a) k=2,a=p—k=5—2=3, deci (Zs,*) este recursiv 3-derivabil,
b) k=3, a=p—k =5-3=2, deci (Zs,*) este recursiv 1-derivabil,
c)k=4,a=p—k=5—-4=1, deci (Zg,*) este recursiv 2-derivabil,

Ordinul maximal de derivabilitate recursiva este 3 pentru a = 3.

3. Pentru (Z,,*) se iau 1n considerare primele cinci linii ale Tabelului 2.1:
a)k=2,a=7—-2=5,= (Z,*) este recursiv 4-derivabil,
b) k=3, a=7—-3=4,> (Z,,*) este recursiv 5-derivabil,
c) k=4,a=7—4=3,= (Z,,*) esterecursiv 1-derivabil,
d) k=5 a=7-5=2, = (Z,*) este recursiv 3-derivabil,

e) k=6,a=7—-6=1, = (Z,*) este recursiv 5-derivabil.
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Ordinul maximal de derivabilitate recursiva este 5 si se obtine in cazurile cand a = 1 sau 4.

4. Pentru (Z,4,*) evaluam toate liniile Tabelului 2.1:

a) k=2,a=11—-2 =9,= (Z,,,*) este recursiv 7-derivabil,
b) k=3, a=11-3 =8, = (Z;,,*) este recursiv 8-derivabil,
c)k=4,a=11-4 =7, = (Z,1,*) este recursiv 3-derivabil,
d) k=5,a=11—-5=6, = (Z,,,%) este recursiv 2-derivabil,
e) k=6,a=11—-6 =5, = (Z,1,%) este recursiv 1-derivabil,
f) k=7, a=11—7 =4, = (Z4,,*) este recursiv 9-derivabil,
g) k=8,a=11—-8 =3, = (Z,,,%) este recursiv 9-derivabil,
h) k=9,a=11-9 =2, > (Z,1,*) este recursiv 2-derivabil,
i) k=10, a=11-10=1, = (Z,,*) este recursiv 7-derivabil.

Ordinul maximal de derivabilitate recursiva este 9 si se obtine in cazurile cand a = 3 sau 4.

5. Pentru (Zq3,*) se iau in considerare toate liniile Tabelului 2.1:

a) k=2,a=13 -2 =11, = (Z,3,*) este recursiv 11-derivabil,
b) k=3, a=13 -3 =10, = (Z,3,*) este recursiv 4-derivabil,
c)k=4,a=13-4=9, = (Z,3,%) este recursiv 4-derivabil,

d) k=5,a=13 -5 =8, = (Z,3,*) esterecursiv 11-derivabil,
e) k=6,a=13 -6 =7, = (Z,3,%) este recursiv 9-derivabil,

f) k=7, a=13—-7= 6, = (Z,3,*) este recursiv 1-derivabil,

g) k=8,a=13 —-8=5= (Z;3,%) este recursiv 11-derivabil,
h) k=9, a=13 -9 =4, = (Z,3,*) este recursiv 3-derivabil,

1) k=10, a= 13- 10 = 3, = (Z,3,*) este recursiv 10-derivabil.

Ordinul maximal de derivabilitate recursiva este 11 si se obtine in cazurile cand a = 5,8 sau 11.

Analog se demonstreaza si pentru Z,; si Zqq. O
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In Tabelul 2.3 sunt date estimirile cunoscute 7, < r pentru ordinul r de derivabilitate
recursivi a quasigrupurilor binare finite de ordinul g < 200. In celula cu coordonatele (m, k) sunt
date valorile cunoscute ale parametrului r pentru quasigrupurile de ordinul m + k. Mentionam ca
celula (0,0) contine valoarea cunoscuti a lui v pentru quasigrupurile de ordinul 200. in [38] este dat
un tabel analog care contine lungimea maximald a MDS-codurilor recursive, definita de

quasigrupurile de ordin pana la 100. Noi utilizdm acest tabel in primele zece linii ale Tabelului 2.3.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0(200)] r=2 0 0 1 2 3 0 5 6 7
10 1 9 1 11 1 14 15 17
20 2 2 1 21 2 23 25 2 27
30 1 29 30 1 1 3 1 35 1 2
40 1 39 1 41 2 1 1 45 1 47
50 4 1 2 51 3 3 5 4 4 57
60 2 59 3 5 62 4 3 65 3 3
70 4 69 6 71 3 3 3 5 4 77
80 5 79 3 81 4 4 4 3 6 87
90 3 5 4 3 4 4 4 95 4 7
100 2 99 1 101 6 1 1 105 1 107
110 1 1 5 111 1 3 2 1 1 5
120 1 119 1 1 2 123 1 125 126 1
130 1 129 1 5 1 1 6 135 1 137
140 2 1 1 9 1 3 1 1 2 147
150 1 149 6 1 1 3 1 155 1 1
160 3 5 1 161 2 1 1 165 1 167
170 1 1 2 171 1 3 5 1 1 177
180 2 179 1 1 6 3 1 9 2 1
190 1 189 1 191 1 1 2 195 1 197
Tabelul 2.3

2.2.  Grupuri binare recursiv derivabile
Derivabilitatea recursiva a grupurilor abeliene finite este caracterizatd in [69]. In caz general,
caracterizarea spectrului grupurilor finite rimane o problema deschisa.

Propozitia 2.2.1. [69] Fie (G,") un grup abelian. Pentru orice ¥Yn = 3, si orice x,y,a € G, au loc
egalitatile:
x"a=xbn.agbn+i; g7y = ybner . ghn

unde (by)nen+ este sirul lui Fibonacci:

b1 = bz = 1, bk = bk—Z + bk—l) Vk = 3.



Schema demonstratiei. (Aplicdm metoda inductiei matematice dupa n)

Fie (G,") un grup abelian, atunci:

0 0
x-a=x-aa-y=a-y,
1 2 1 2
xX‘a=a-xa=x-a“,a-y=y-ay=y--a,

2
x-a=xa-(a-xa) =x%-a3 =xb2.qbs,

b3 b

a?y:ay.(y.ay):az.y3:abZ.yb3:y -a
Presupunem ca afirmatia are loc pentru n < k:

k-1 b br. + % o — bk . qbrsr-
x - a_xk—l.ak,x-a_xk.ak+1’

1 k
— b byg—1. — b + b
a * y — y k .a k 1’ a 'y _y k 1 .a k-

Verificam pentru n = k + 1:
e = (1) (2 ) = (67 a) - (xFa) = (x4 ) - (e - ) =

= xPk-1 . qPk . xPk . qbk+1 = xDr+1 . gbl+2,

atty = (a fe+1-2 y) : (a fet1-1 y) _ (a "le) : (a ’.‘y) _ (a kot y) - (@b - yhrer) =

= aPk-1 . yPk . gbk . yPk+1 = ybk+2 . qP+1,

Prin urmare am obtinut ca

x k1 a = xPk+1 . gbk+2 §i g ket y = yPk+z . qb+1,

Astfel am observat ca exponentii obtinuti sunt elemente ale sirului lui Fibonacci, pentru Vn € N. o
Din Propozitia 2.2.1. rezulta urmatoarea afirmatie.

Propozitia 2.2.2. Fie (G,") un grup abelian finit i fie ca (by)nen* este sirul lui Fibonacci, unde
b, = b, = 1. Sunt adevarate afirmatiile:

1. Grupul (G,) esterecursiv k-derivabil dacd i numai dacd functia @;(x) = xPi este injectiva
pentru fiecare i = 1,k + 1.

2. Grupul (G,) este recursiv k -derivabil dacda §i numai daca xP +e,Vx € G\ {e},
i=1k+1

3. Orice grup abelian finit de ordin impar este recursiv 1-derivabil.
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4. Orice grup abelian finit de ordin par nu este recursiv 1-derivabil.
Demonstratie. 1. Dacd (G,-) este un grup abelian finit, atunci conform Propozitiei 2.2.1.:
x " a=xbn.gbut1 i

n. _ b b
a.y_yn+1.an_

Prin urmare avem
n -
X'Cl:b@an'Clbn"'l:b@an:b'abn+1.

. . n . [ o . . - . .. . o
Deci ecuatia x - @ = b are solutie unica daci si numai daci functia ¢, (x) = x’n este injectiva.

Analog obtinem:
a"y=bo yhn+i.gbh = p & ybnrr = p . q7bn,

. . n . .o o - . - . .. o o
Deci ecuatia a - y = b are solutie unici daci si numai daci functia ¢,,,(X) = xPn+1 este injectivi.

"n"

Prin urmare " o " este operatie de quasigrup daca si numai daca functiile ¢, ¢, sunt injective.
Astfel am obtinut ci (G,) este recursiv k-derivabil dacd ¢; = x? este aplicatie injectivd
pentru orice i = 1,k+1.
Fie acum (G,)) un grup abelian recursiv k -derivabil. Atunci ecuatiile de forma
x‘ta= b,a é y = b au solutie unici pentru orice i = 1, k. Deci, conform Propozitiei 2.2.1., ecuatiile

xPi - qbiv1 = p,ybi+1. gPi = b au cite o singurd solutie pentru orice i = 1, k. Adica
bi b bi b
xll . abl+1 = le . abl+1 = X1 = Xo,

bi —

biy1 bit1 | b —
ytea Y, a2y =y,

pentru orice I = 1, k, ceea ce este echivalent cu faptul ca functiile ¢, ¢, sunt injective.

2.Fie (G,") un grup abelian finitrecursiv k-derivabil. Atunci, conformp.1, ¢@;(x) = xPi este
aplicatie injectiva, deci si surjectivi, pentru i = 1,k + 1, unde (b,),en+ este sirul lui Fibonacci.
Notand cu e unitatea grupului (G,) avem: @;(x)=eoxli=eox=e, i=1k+ 1. Din
injectivitatea functiilor @; (x) = xPi, rezultd ca x% # e,vx € G\{e}, i = 1,k + 1. Fie acum (G,")
un grup abelian finit pentru care are loc x% # e, Vx € G\{e}, i = 1,k + 1. Pentru a demonstra ca
(G,”) este recursiv k-derivabil este suficient de demonstrat ca functia ¢;(x) = x?i este injectivd

pentru i =1,k + 1. Fieca ¢;(x) = ¢;(y), atunci
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xhi=yhioxbi.yh=z=eco@x yOWi=z=eox-yl=secx=y.

Prin urmare aplicatia ¢;(x) = x?i este injectiva pentru i = 1,k + 1 si, conform p.1, (G,")
este recursiv k-derivabil.

3. Fie (G,*) un grup abelian finit de ordin impar. Atunci, pentru Vx € G\{e},x? # e, unde e
este unitatea grupului G. Astfel am obtinut cid x% # e, Vx € G\{e},i = 1,3, unde (b,)nen* €Ste
sirul lui Fibonacci. Conform p.2., rezulta ca (G,') este recursiv 1-derivabil.

4. Dacd (G,') este un grup abelian finit de ordin par, atunci 3x € (G,") astfel incat x? = e,

unde e este unitatea grupului G. Prin urmare, G nu este recursiv 1-derivabil. o

2.3. Quasigrupuri n-are recursiv derivabile
Definitia 2.3.1. Fie Q(A) un grupoid n-ar. Numim derivata recursiva de ordinul k a operatiei A,

operatia

40O (e = AR, AQGED),..., ACD(xM),dacd k < n,
AAFE (D), ..., A®D(xM)),daca k =n.
Prin definitie consideram A (x?) = A(x}).
Definitia 2.3.2. Fie Q(A) un quasigrup n-ar. Daca A©®,AD, ..., AS) sunt quasigrupuri n-are,

atunci Q(A) se numegte quasigrup recursiv s-derivabil.

Lema 2.3.1. Fie n = 2 si fie (Q;,A;) un n-quasigrup recursiv ri-derivabil, i = 1, ...,m. Atunci

produsul lor direct (Q1 X...X Q., B), dat de

B((x17)s -, (1) = (A1 (611, -, A (X T)), (2.2)

pentru orice (x17),..., (xM") € Q; X...X Qp,, este un n-quasigrup recursiv r-derivabil, unde

r =min{ry,..., "}

Demonstratie. Reamintim ca un quasigrup n-ar (Q, B) este un quasigrup n-ar daca fiecare element
u; din egalitatea B(uq,...,u,) = u,4; este determinat in mod unic de citre n elemente ramase.
Prin urmare, din (2.2) avem ca (Q; X...X Q,,, B) este un n-quasigrup. Pentru a gasi derivatele

recursive ale lui B vom considera urmatoarele 2 cazuri:
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() 1<st<m
BO(GIM, ..., (xFm) =
= B((xIET), .o, (), BO((e), ., (X)), ., BED (), ..., (x27)) =

=B ((xgjll;;” oo, P, (AL G, - A GE) e (AT G, o AR (e )) =

= AP, ..., AQ (IM);
(i) t=n:
BOGI, ..., () = BBE (I, ..., ()., BED (G, .., () =
= B((AL™ (D), AR (), (ACTD D), L, AT D () =
= A A, AT D), A (AT Y, L, AT () =
= AP @, AP ().
Prin urmare,
BO(@IM), ..., (xB) = AL (), ..., AD (e,

pentru orice t =1 si orice (x{7),...,(xM") € Q; X...X Q,, . Deoarece fiecare din operatiile
A4,..., A, este recursiv r-derivabild, unde r = min{ry,...,n,,}, obtinem cad B este recursiv r-

derivabil. O

Propozitia 2.3.1. Fie (Q,") este un grup binar finit si n = 2. Grupul n-ar (Q,B), unde B(x7) =
X1 X X, VX1,X5,..., X, € Q, este recursiv 1-derivabil daca si numai daca functia x — x?
este o bijectie in (Q,").

Demonstratie. n-Grupul (Q, B) este recursiv 1-derivabil daci si numai daca derivata recursiva B

este o operatie de quasigrup, adica daca si numai daca in egalitatea
BM(x4,...,x,) = b, (2.3)

orice n elemente determind in mod unic elementul al (n + 1)-lea ramas. Luand x; = a; € Q in
(2.3), pentru orice j = 2,...,n, obtinem ecuatia x; - a, -...- a, = b, care are o solutie unica in Q.

Pentru i € {2,...,n}, luand Xi=aq;€Q,Vj+i jE€E {1,...,n}, avem:
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BM(ay,...,ai_1,%X;,j41,+-.,0) = b

< B(ay, ..., -1, X;,Qi41,---,ay,B(aq,..., a1, %;,8i31,.--,0y)) = b &
Ay oo Qg " Xj " QAjyq e Ay Qg e Qj_q " X Qjy1 - Ay = b &
(g o Qj_q " X" Qjyq *-. Q)% =aq - b.
Prinurmare,notand a; ... a;_4 * X; - Qj41 ...~ @ prin y, obtinemca n-grupul (Q,B) esterecursiv

1-derivabil dacd si numai daca, pentru orice b € Q, ecuatia y? = b are o solutie unici. O

Corolarul 2.3.1. Exista n-quasigrupuri finite recursiv I-derivabile de orice ordin impar q = 3,

pentru orice n = 2.

Demonstratie. Aceastd afirmatie rezultd din faptul cd functia x — x2 este o bijectie in orice grup binar

finit de ordin impar q = 3. O

Teorema 2.3.1. Fie (Q,") este un grup abelian binar finit si fie n = 2,v = 1 douad numere naturale.

Grupul n-ar (Q,B), unde B(x}') = x1 - x5 ... Xp, pentru orice X1,X,...,X, € Q, este recursiv
. . o .. k v oA , .

r-derivabil daca si numai daca functiile x = x5t sunt bijectii in grupul (Q,”), Vi=1,..,n si

pentru orice k =1, ...,7, unde sirurile (s¥)yso sunt definite in felul urmdtor:

1. k=0
$9 == 50 = 1;
2. 1<k<n

sk =s+... +skt, vi=1,..,k;

sF=1+sd+...+skt, vi=k+1,..,n;

sk =sk 4. 45kl ve=1,..,n.

Demonstratie. Deoarece (Q,") este un grup abelian si B(®(xP) = x; -...- x,,, derivatele recursive

B® si B sunt urmitoarele:

BO(X™M) =B(xg .0, X, BOG)) = X5 oo Xy Xq e Xy = Xq - X2 100 X2
B@(x™) = B(x3,..., Xp, BOI),BM (X)) = X3 Xy Xq evs Xy * Xq - X2 oo X2 =
=XxZ- X3 x5 ... Xp
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. ko ok K . .
Fie B®O ) =x1 - x,% -...-x;*, unde k = 0. Pentru a gisi sirurile (sX)s0, unde i = 1,...,n,

vom considera urmatoarele doud cazuri:

1. 0<k<n
B®(x}) =B (xk+1,...,xn,B(0) (xM),..., BUD (x?)) _
= xsg+'"+5k_1 S xs’%"'“llg_1 RS PR it - x1+5%+---+51’§_1.
1 k k+1 n ;
2. k=n

B® (x1) = B(B* ™ (x}),..., B&D(x) = BEM(x) -.... BE-D(x1) =

sk=my +s

k-1
= xl .

sk—m4  4sk-1
X, :

Derivatelerecursive B®,unde k = 1,2, ..., 7, sunt operatii de quasigrup daci si numai daci functiile
X - xslk sunt bijectii in grupul (Q,-), Vi=1,..,nsi Vk=1,..,r.0
Corolarul 2.3.2. [69] Grupul abelian binar finit (Q,") este recursiv r-derivabil (r = 1) daca si

numai dacd functiile x - x5t sunt bijectii, Vi = 1,2 si Yk = 1,...,1, unde sirurile (s¥)yso si
(5K)kso sunt definite in felul urmdtor: s? =s9 = 1; s} =1,s} =2; sk =52+ sk, pentru

orice k > 2 siorice i =1,2.

2.4. Concluzii la Capitolul 2

Quasigrupurile recursiv derivabile finite joacd un rol important in teoriaalgebricaa codurilor complete
recursive, fiind utilizate la constructia si caracterizarea parametrilor acestor coduri. Ordinul maximal
de derivabilitate recursiva a unui quasigrup binar finit, de ordinul g, nu depaseste g — 2 [115] si
aceastd margine superioari se atinge, de exemplu, in cazul quasigrupurilor finite de ordin primar. Insa
determinarea acestui ordin maximal rdiméne o problemd deschisd in caz general. De asemenea, in
prezent nu se cunoaste daca existd quasigrupuri binare recursiv 1-derivabile de ordinul 14, 18 sau 26.
Problema determindrii ordinului maximal de derivabilitate recursivd este deschisd si in cazul
quasigrupurilor n-are finite (n > 3).

In Capitolul 2 sunt prezentate proprietati algebrice ale quasigrupurilor binare si n-are, in particular

ale grupurilor binare si n-are. Sunt date criterii de derivabilitate recursiva a quasigrupurilor binare,
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fiind caracterizata 1-derivabilitatea recursiva a parastrofilor lor (Propozitia 2.1.2), sunt determinate
relatii intre unele grupuri (grupul multiplicativ, grupul multiplicativ la dreapta, grupul
automorfismelor, grupul semiautomorfismelor) unui quasigrup recursiv 1-derivabil si cele ale
derivatei sale recursive de ordinul 1 (Propozitiile 2.1.7 si 2.1.8). In Teorema 2.1.1 este caracterizati
s-derivabilitatea recursiva a quasigrupului (Z,,*), unde x*y =ax +y,Vx,y € Z,,(a,n) = 1,
(s =2 1). Aplicand aceasta teoremd, in Propozitia 2.1.10 sunt obtinute exemple de quasigrupuri
recursive (q — 2) - derivabile de ordin prim 3 < g < 19.

In Propozitiile 2.1.4 si 2.1.5 sunt determinate toate quasigrupurile recursiv 1-derivabile de
ordinul 3 si, respectiv 4, si toate quasigrupurile recursiv 2-derivabilede ordinul 4. Se arata ca exista 6
quasigrupuri de ordinul 3 recursiv 1-derivabile, 48 quasigrupuri recursiv 1-derivabile de ordinul 4 si
8 quasigrupuri recursiv 2-derivabile de ordinul 4.

In Tabelul 2.3 sunt date estimirile cunoscute 1, < r pentru ordinul r de derivabilitate
recursiva a quasigrupurilor binare finite de ordinul g < 200.

In paragraful 2.2 sunt studiate grupurile binare recursiv derivabile. Pentru criteriul de s-
derivabilitate recursiva a grupurilor abeliene finite, dat in [69], sunt prezentate noi conditii echivalente
(Propozitia 2.2.2).

In ultimul paragraf al Capitolului 2 sunt cercetate quasigrupurile n-are recursiv derivabile.
Rezultatul principal al acestui paragraf se contine in Teorema 2.3.1, unde este dat un criteriude r-
derivabilitate recursiva (r = 1) a grupului n-ar (Q,B), unde B(x}") = x1 - x5 -...- X, (Q,") fiind
un grup abelian binar finit §i n > 2. Acest rezultat generalizeaza in caz n —ar criteriul obtinutde V.

Izbash si P. Syrbu pentru grupurile abeliene finite in [69].
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3. DERIVABILITATEA RECURSIVA A UNOR PRELUNGIRI
ALE QUASIGRUPURILOR

3.1. Derivabilitatea recursiva a prelungirilor quasigrupurilor, construite
prin metoda lui Belousov
Unul dintre scopurile noastre este de a determina conditiile necesare si suficiente pentru ca
prelungirile quasigrupurilor binare finite, obtinute utilizand constructiile Bruck si Belousov sa fie
recursiv 1-derivabile. Fie (Q,-) un quasigrup finit de ordinul q si Q = {1,2,...,q} astfel Incat
functia x » x - x este o bijectie. Atunci diagonala principala a tablei Cayley a lui (Q,-) este o
transversald, a carei elemente sunt date de functia 8: Q = Q,6(x) = x - x. Bruck a considerat astfel
de prelungiri pentru quasigrupurile idempotente, adicad in cazul 6 = ¢, unde ¢ - substitutia identica
pe Q.
Conform metodei lui Bruck, prelungirea (Q’,°) a quasigrupului (Q,), unde
Q=1{1,...,q} si Q"=Q U {&},& & Q, este definita in felul urmator:
(x-y dacd x #y si x, Yy € Q;
& dacd x=y si x€ Q;
xoy=$9(x) dacd y=¢ si x € Q; (3.1)

0(y) dacd x =§ si y € Q;
§ dacd x=y =¢.

Deci, prelungirea (Q',o) este un quasigrup cu tabla Cayley:

° 1 o q 3
1 & - . | 6(1)
& | 0(q)
& (o) .. (@] ¢
Tabelul 3.1.

unde x oy = x -y, pentru orice x # y din Q.

Remarcdm ca nu orice transversala de pe diagonala principala da o prelungire recursiv 1-
derivabild, asa cum rezultd din urmatoarea afirmatie.
Propozitia 3.1.1. Fie (Q,) un quasigrup finit astfel incat functia 0:Q - Q, 8(x) =x - x este o
bijectie. Daca prelungirea (Q',°) datain (3.1),unde Q' = Q U {&}, & € Q, esteun quasigrup, atunci
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0(x) # x,Vx € Q.

Demonstratie. Intr-adevar, daca existd un element a € Q astfel incat a = 6(a) = a - a, atunci

utilizand (3.1) obtinem:
aiaza-(a-a)za-azasiE}»aza-(f-a)=a-9(a)=a-a=a,

deci (Q',°) nu poate fi un quasigrup. o
Daca functia 6:Q = Q, 8(x) =x-x este o bijectie si 8(x) # x, VX € Q, atunci spunem ca

prelungirea (Q',°) data de Tabelul 3.1 este obtinuta prin metoda Bruck modificata.

Lema 3.1.1. Fie (Q,") un quasigrup finitde ordinul n,Q = {1,...,n} si Q' = Q U {¢} unde & 2 Q.

Dacd functia 0:Q - Q, 8(x) = x - x esteo bijectiesi 8(x) # x, Vx € Q, atunci derivata recursiva

de ordinul 1 a operatiei "o ", data in (3.1), este urmdatoarea:

(y-(x-y)dacAy#x-y, xX+Y, x,y €EQ;
dacd y=x-yx+#y, x,y€Q;

1 <H(y) dacd x =y, x €Q;

0%(x) daca y =§&, x € Q;

y-0(y) daca x =§, y€Q;

\{ dacd x =y =¢.

(3.2)

Demonstratie. Utilizand (3.1) si faptul cad x 5 y=yo(xoy),Vx,y € Q' avem:

(yo(x-y) dacd x #y si x,y € Q;
. yeo$ dacd x =y, y €Q;
xoy=<£&00(x) dacd y=¢&, x €Q;
#yOH(y) dacd x =&, y € Q;
§ dacd x=y =¢§.

Acum, utilizand (3.1) pentru " o " in formulele precedente, obtinem:

(y-(x-y)dacd y#x-y, x #y si X,y €Q;
dacd y=x-y, x+y si x,y€Q;

0(y) dacd x =y, y € Q;

xoy=10%x) dacd y=§, x € Q;

y-0(y) daca x=¢, y#6(y), y € Q;

§ daca x=4¢, y=0(y), y €Q;

\{ dacd x =y =¢.

Daca functia 6: Q » Q, 8(x) = x - x este o bijectie si O(x) # x, Vx € Q, atunci prelungirea
. . . R ¢ . e YR
(Q',°) este un quasigrup si derivata sa recursiva (o) este definitd asa cum este aratat in (3.2).
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. . . . 1 o
Conform Lemei 3.1.1, tabla Cayley a derivatei recursive (Q',0) este urmatoarea:
1

° X .y &

X o0(x) .. z o | 0%2(%)

el . x0() .. .. .| ¢

Tabelul 3.2

unde

{y-(x-y) dacd y #x-Yy;
zZ = -
§daca y=x-y.

Teorema 3.1.1. Fie (Q,") este un quasigrup finit astfel incat functia 0:Q = Q, 8(x) = x - x este o
bijectie si 0(x) # x,Vx € Q. Atunci prelungirea (Q',°), obtinuta utilizand metoda Bruck
modificata, unde Q' = Q U {&}, & € Q, este recursiv 1-derivabila daca §i numai daca sunt

satisfacute urmatoarele conditii:
1. {fy | x€Q}=0Q, unde f, - x = x,Yx € Q;

2. 0 este o substitutie completa a lui (Q,");

3. pentruorice x € Q,{0(x),y-(x-v),0%(x)| yEQ, x#y, y#x-y}=0Q.
Demonstratie. Conform Propozitiei 3.1.1, conditia 8(x) # x, Vx € Q, implica faptul ca prelungirea
(Q',°) este un quasigrup, deci ecuatia x ca=bheao (x o a) = b are o solutie unica in (Q',<1>) si,
prin urmare, liniile in Tabelul 3.2 sunt permutdri ale lui Q'. Pentru x,y € Q, intrarea celulei (x, y)

este ¢ daca si numai dacd y = x - y, adicd daca si numai dacd x = f,, este unitatea locald la stinga
alui y. Deci ¢ va aparea exact o datd in fiecare linie si fiecare coloana a Tabelului 3.2 daca si numai
daca {f, | ¥ € Q} = Q. Linia elementului { in Tabelul 3.2 este permutare a lui Q" daca si numai
dacd x - x - (x) este o bijectie In @, adicd daca si numai dacd 6 este o substitutie completa a lui

(Q,"). In final, linia lui x € Q este o permutare a lui Q' daca si numai daca

{0(x),y - (x-y),60*x) |[x#+y,y+x-y,y€Q}=Q.0
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Exemplul 3.1.1. Consideram quasigrupul (Q,-), dat de tabla:

1 2 3
172 1 3
2|11 3 2
313 2 1

Prelungirea (Q’,0), unde Q' = Q U {¢}, ¢ & Q, obtinuta utilizand transversala
T ={(1,1),(2,2), (3,3)} este urmatoarea:

o1 2 3¢
116 1 32
211 ¢ 23
313 2 €1
§l2 3 1|¢
Derivata recursiva de ordinul 1 a prelungirii (Q’,):
11 2 3 ¢
12 1 ¢ 3
216 3 2 1
313 & 1 2
El1 2 3 ¢

este un quasigrup, deci (Q',0) este recursiv 1-derivabil.

Metoda de prelungire a lui Belousov utilizeaza o transversald arbitrara a tablei Cayley, nu
neaparat una de pe diagonala principald. Fiecd {(x,0(x)) | x € Q},unde 6 € S, este o transversala
a unui quasigrup finit (Q,"). Atunci functia 68":Q — Q,0'(x) = x - 6(x) este o bijectie. Conform
metodei lui Belousov, prelungirea (Q',0), unde Q' = Q U {&}, & € Q, este definita in felul urmator:

(x-y dacd y #0(x) si x, y € Q;
¢ dacd y=0(x) si x, y€Q;
xoy=40"(0""(y)) dacd x =¢ si y € Q; (3.3)
0'(x) daca y=¢& si x € Q;
¢ dacad x=y =¢.
Observam ca daca 0’ este o bijectie, atunci (Q’,o) este un quasigrup cu urmatoarea tabla Cayley:
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o 6(x) .. y &

X 0'(x) .. Xy o | 0'(x)

& | . e 0(07T) | €
Tabelul 3.3

Propozitia 3.1.2. Fie (Q,") un quasigrup finit si 8 € Sy astfel incdt 6":Q - Q,0'(x) = x - 6(x)
1
este o bijectie. Atunci derivata recursiva (Q',0) a prelungirii (Q',°) data in (3.3) este urmatoarea:

(y-(x-y) dacay #6(x-y), y#0(x) six, y€Q;

daca y=0(x-y), y#0(x) si x, y€EQ;

0'(6(x)) daca y =06(x) si x,y € Q;

xoy=1{y-60'(07'(y) dacd y #6(0'(0'(¥))), x =¢ si y€Q; (3.4)
§ daci y=0(0'(07 (")), x=¢ 5i y€Q;

0'(671(0'(x))) dacd y =¢ si x €Q;

\é daca x =y =¢.

A . e A .- . . . 1
Demonstratie. Intr-adevar (3.4) rezulta din (3.3), utilizdnd definitia derivatei recursive x oy = y o

(xoy), Vx,y €Q. O

Daca y = 0(0'(671(y))), unde y € Q, atunci Ei y=§&§=¢ > €, deci (Q',i) nu este un quasigrup.

Acum, utilizand (3.4) obtinem urmatoarea afirmatie.
Lema 3.1.2. Fie (Q,") un quasigrup finit, fie 6 € Sy astfel incdt 0":Q » Q, 6'(x) = x - 6(x) este

o bijectie si fie y #+ 0(0'(071(y))),Vy € Q. Atunci derivata recursiva (Q',g) a prelungirii (Q',0),

conform metodei lui Belousov, este:

(y-(x-y) dacd y#0(x-y), y+0(x) si x, y€Q;
§ daca y=0(x-y), y #0(x) si x, y €Q;

1 0'(6(x)) dacd y =6(x) si x,y € Q;

y-0'07() dacd x =§ si y € Q;

0'(671(0'(x))) dacd y =¢ si x € Q;

\{ daca x=y =¢.

(3.5)

Demonstratie. Demonstratia rezultd din (3.4) si conditia y # 6(0'(6-1(y))),Vy € Q. ©

. . . 1 “ A <
Tabla Cayley a derivatei recursive (Q’,e), data in (3.5), este urmatoarea:
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L 0 (x) y '3

X 0'(9(x)) w | (0_1(9'(.7()))

& | . w Y 0(67r) - 3
Tabelul 3.4

unde

W= {y-xy daca y #0(x-y), y #0(x);
& dacd y =0(x-y), vy # 0(x).
Teorema 3.1.2. Fie (Q,) un quasigrup finit, 6 € Sy astfel incdt functia 6':Q = Q, 6'(x) = x -
0(x) este o bijectie i fie 0~ 1(y) # 0'(071(y)),Vy € Q. Atunci prelungirea (Q',0), obtinutd prin
metoda lui Belousov, este recursiv 1-derivabila daca si numai daca urmatoarele conditii au loc:

L {7 /y | yEQ}=Q;

2. substitutia y — y - 0'(071(y)) este o bijectie in Q;
3. pentruorice x € Q, {68'(6(x)),y - xy,0'(071(8'(x))|y # 0(x-y),y #08(x),y € Q} =Q.

cp. . . . 1
Demonstratie. Conform metodei lui Belousov, (Q’,°) este un quasigrup, deci ecuatia xca = b &
ao (xoa) = b are o solutieunica in Q’, pentru orice a,b € Q'. Prin urmare liniile din tabla Cayley

(3.5) sunt permutari ale lui Q'. Elementul ¢ apare in celulele (x,y) cu x,y € Q pentru y = 6(x -

y), vy # 0(x), adicipentru x = 671(y)/y. Daca (Q’,i) esteun quasigrup, atunci {071(y)/y | y €
Q} = Q. Conform Tabelului 3.4, linialui ¢ este o permutarealui Q' daca si numai daca functia y -
y - 8'(071(y)) este o bijectiepeste Q. In final, linialui x € Q in Tabelul 3.4, este o permutare a lui

Q' daca si numai daca conditia a 3-a este indeplinita. o
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Exemplul 3.1.2. Consideram quasigrupul (Q,-), dat de tabla:

1 2 3
112 3 1
2|11 2 3
313 1 2

Prelungirea (Q’,°), unde Q' = Q U {¢}, £ € Q, obtinuta utilizind transversala
T ={(1,2),(2,1),(3,3)} este urmatoarea:

o1 2 3¢
112 & 1|3
21¢& 2 3|1
313 1 &2
El1 3 2|¢
Derivata recursiva de ordinul 1 a prelungirii (Q',0):
s11 2 3 ¢
11¢& 1 3 2
213 2 & 1
311 & 2 3
E12 3 1 ¢

este un quasigrup, deci (Q',0) este recursiv 1-derivabil.

3.2. Metoda de prelungire a quasigrupurilor prin utilizarea a doua trasversale care se

intersecteaza intr-o singura celula

Dupa cum am mentionat anterior, prin “prelungire” a unui quasigrup finit intelegem un proces
de extindere a quasigrupului prin addugarea unuia sau mai multor elemente noi si redefinirea operatiei
pentru a obtine un quasigrup nou de ordin mai mare. In acest paragraf vom considera o metoda de
constructie a prelungirilor unui quasigrup finit prin utilizarea a doud trasversale (ale tablei Cayley a

quasigrupului) care se intersecteaza intr-un singur punct. Amintim cd transversald (obisnuitd) a unui
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patrat latin de ordinul n este un set din n celule luate cate una din fiecare linie si fiecare coloana, in

care elementele sunt distincte doua cate doud. In acest paragraf vom utiliza notiunea mai generala de

transversala liberd, definitd mai jos.

Definita 3.2.1. Numim transversala liberda a unui patrat latin L de ordinul n, orice set din n celule

luate exact cdte una din fiecare linie si din fiecare coloana ale lui L.

Propozitia 3.2.1. Un patrat latin de ordinul n poate avea cel mult n — 2 transversale obisnuite
care se intersecteaza intr-un singur punct, fiind disjuncte 2 cate doua in celelalte puncte.
Demonstratie. Fie ¢ intr-un patrat latin de ordinul n am fixat n — 2 transversale (obisnuite) care se
intersecteaza intr-o singura celula si fie coordonatele acestei celule (x,y).

Notam cu "a" elementul din celula (x,y). Deoarece n — 2 transversale au exact un punct comun
(punctul din celula (x,y)), fiind disjuncte 2 cate doua in celelalte puncte, pentru constructia celei de-
a n — 1 transversale in fiecare linie diferitd de x si fiecare coloana diferitd de y vom avea cate 2
celule, in una dintre care este elementul "a". Cel de-al doilea element se va afla intr-o celuld din linia
lui x sau coloana lui y, respectiv. Prin urmare nu vom putea construi o noua transversala deoarece s-

ar repeta sau elementul "a" sau elementele ar fi din aceeasi linie (sau coloand). o

Corolarul 3.2.1. Nu exista patrate latine de ordinul 3 cu 2 transversale care sa se intersecteze exact
intr-un punct.

Propozitia 3.2.2. Patratul latin de ordinul patru poseda exact 24 de transversale libere.
Demonstratie. Fie L un patrat latin de ordinul patru. Orice transversald libera a patratului latin L are
exact o celuld in prima linie a lui L. Fixand o celula in prima liniea lui L gasim toate transversalele
libere posibile ale lui L care contin aceasta celuld. Observam (epuizand toate cazurile posibile) ca
pentru fiecare celula din prima linie a lui L exista exact sase transversale libere, care contin celula
data. Deci numarul total de transversale libere ale patratului latin este 24. Aceste transversale libere

sunt date in schemele de mai jos, fiind marcate in patratele:

] ] | [ H
1 2|3E4|‘|E|]5E‘|6|
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[ ] | L
Ty Tyo ]| T [FI T, I:|:| Tys Tys

I [ ] I

Figura 3.1

Corolarul 3.2.2. Orice patrat latin de ordinul patru poseda exact 576 de transversale (obisnuite).

Demonstratie. Celulele fiecareia dintre cele 24 de transversale libere ale unui patrat latin de ordinul 4

pot fi completate in cate 4! moduri cu elementele multimii pe care este definit acest patrat latin. o

Propozitia 3.2.3. In orice patrat latin de ordinul patru existd exact 96 de perechi de transversale

libere care se intersecteaza exact intr-o celuld.

Demonstratie. Cele 96 de perechi de transversale libere care se intersecteaza intr-o singura celula ale
unui patrat latin L de ordinul 4 se obtin analizand cele 24 de transversale libere ale patratului latin L.

Perechile de transversale sunt indicate mai jos, in Figura 3.2. Notatia T; ; se refera la perechea de

transversale (Ti,Tj), unde transversalele T; si T; sunt date in Figura 3.1.

Tia Tis Tz3 Tz T3 Tys
I I
T7,10 T711 ‘ Tgo ‘ I Tg 12 To4, : Ti011 :
Ti316 F Ti317 Ti415 I F Ti418 : Tis18 Ti617 I :
Ti922 Ti923 I T2021 T3024 T3124 I Tz223
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T7,14
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T1.16

T3,1O

v

) B B

T5,12
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T3,18

T1,12

T2,10

T10.18

S G

T7,19

T1,21

T3,23

T5.17

1] T9'17

T3,19

T1,20

T2,14

T10,22

T8.13 T8,20
T2,15 T2.22
T4—.9 T4,24

T6.11
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T11.15 |._
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1
]

T11.23

I

< 55 A e L

5

Ts 3 | Ts.24
Te7 B I Te,22 |
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Ti216 Ti224

T13,20

T15,22

T9,24

T11.18

T15,23

T13,24

T7,22

T8,16

T16,24

Slss

T14-,19

T16,21

T10,23

T12.17

T17.21

) B eH P o B

T18,19

T12.20

T1014

"t

T18.22
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T4,17 T4,20 T6,14 T6,23 T14.23 T17,20

-

T2,11 T2.19 T5,21

.

T1,9 T1,13

.

T3,7 T3,15 T7,15 T9,13

EFLE
TR

I

Tg21 || Ti119 |

Figura 3.2

O

Corolarul 3.2.3. [n orice pdtrat latin de ordinul patru existd exact 13824 de perechi de transversale

obisnuite care se intersecteaza exact intr-o celula.

Demonstratie. Fixand una din doud transversale, putem completa celulele ei in 4! moduri. Atunci
celulele trasnversalei a 2-a (care se intersecteaza cu prima exact intr-o celuld) pot fi completate in 3!
moduri. Prin urmare, existd in total 96 - 4! - 3! = 13824 perechi de transversale obisnuite, care au o

singura celula comuna. ]

Fie (Q,") un quasigrup finitde ordinul q si fie ca tabla Cayley a quasigrupului (Q,-) contine
2 transversale T, si T,, care au o singura celuld comuna, aflata la intersectia liniei elementului x cu
coloana elementului y. Notam elementul din celula comund a transversalelor T; si T, cu a.
Consideram acum multimea Q' = Q U {¢,,&,}, unde &,,¢&, € Q. Pe multimea Q' definim operatia o
in felul urmator: completam celulele, diferite de celula comuna, ale unei transversale cu &, iar ale
celeilalte cu ¢,. Elementele din celulele celor doua transversale, cu exceptia elementului din celula
comuna, le transferam pastrand ordinea lor, in celulele liniei si, respectiv, a coloanei elementelor &;
si &,. Celulele ramase in linia elementului x, coloana elementului y si la intersectia liniilor si a

coloanelor elementelor &; si &, pot fi completate in mai multe moduri posibile, insd, urmand aceasta

I EROIR

e1e,w, e

ilustrate in schemele de mai jos:
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III.

$1

$2

£

2

$1

$1

£

$1
$1

3
&

3
2

VIIL

Xo

&

- &

$1
$2

&

$2
$1

&

- &

$2

£

$2
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$1

II.

$2

£

$1 &

£

&

&6
a &

VL

$2

3

VIIL

3
£

i
&

X0

- Yo

- &

w18 &

| &

$1
$2

$1

&
: $2

& &

L& &

$1




o | e w. Yo .. | & & o | e o Yo e | & &

XL %| o o @ e |6 & XL Xo| e e @ e | & &

S I S N I TR

Sl o & o la & S o & o & a
Figura 3.3

Propozitia 3.2.4. Sase prelungiri din cele 12 posibile (Cazurile I, IV, VI, VII, X, XI), prin adjunctia a
doua elemente noi si utilizand doua trasversale care se intersecteaza exact intr-o celula, nu sunt

recursiv I-derivabile.

Demonstratie. Consideram pe rand cele 6 cazuri.

Cazul L.
o yo fl 62

Xo| o o & o | a &

G| o a .. & &
52 aen e 52 Y] 'Yl 61 a
Observim ci &y 08 = &0 (1 08) = &0 =& §i &1 08 =& o0 (§108,) =& 0& =&, prin

1 .
urmare, 1n acest caz (Q ’,0) nu este un quasigrup.

Cazul IV.
o - Yo {'—1 {'—2

0 Y A I

E e w oa . & &
S Y T B
Avem: & o0& =& 0 (§08) =& 08 =& 8i 08 =80 08) =& o0& =&, deci o nu

este operatie de quasigrup.
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Cazul VL

Yo

$1 &

Xo

£

a &

3
£

Deoarece & 0 &) = &0 (§,08) =& 08, =& §i &, 08, =& 0 (&, 08,) =& 0 &, = &, operatia

1 . .
o nu este operatie de quasigrup.

Cazul VIL

2

a

Yo

& a

$1 $2

$1 &

Xo

&

El -

:
&

&

a

a &

$2 1

Observiim ci &, & =& 0 (§,08) = & 08 =& si & 08 =& 0§ 08) =& 0& = &, prin

.1 . .
urmare operatia o nu este operatie de quasigrup.

Cazul X.

Yo

$1$2

Xo

b6

3
&

Pentru aceasta constructie avem:

3
£

$, a

x00&, =& 0(xg08,) =& 08 =asixgod, =&, (x908,)=¢,08,=a

. o1 . .
prin urmare, operatia o nu este operatie de quasigrup.
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Cazul XL

Xo | o e @ e 52 ¢1

&1 o & . & a
Gl i i & e o |a &

- - 1 . 1 .
Observam cd xgo0 &, =& o(xgeé,) =& 0&, =a si xgo&,=&,0(xg0¢&,)=¢&,0& =a, deci

1 .
(Q ',0) nu este un quasigrup.

Problema 3.2.1. Pot oare prelungirile unui quasigrup recursiv 1-derivabil, obtinute prin utilizarea a

doua trasversale care se intersecteaza exact intr-o celuld, sda fie recursiv I-derivabile?

Conform Propozitiei 3.2.4, pentru solutionarea Problemei 3.2.1 este suficient de cercetat doar sase
modalititi de astfel de prelungiri (cazurile IL, 11T, V, VIII, IX, XII) . In paragraful urmétor vom cerceta

derivabilitatea recursiva a prelungirilor de acest tip a quasigrupurilor de ordinul 5.

3.3.  Prelungirea quasigrupurilor de ordinul cinci prin utilizarea a doua transversale care se

intersecteaza intr-o singura celula

Considerdm prelungirile quasigrupurilor finite, de ordinul 5, prin metoda propusa in paragraful
precedent, deci prin adjunctia a doud elemente noi si utilizarea a doud transversale care se
intersecteaza exact Intr-o singura celula.

Pentru aceasta evaluam toate cazurile posibile de intersectie Intr-un punct a 2 transversale, una pe

diagonala principala, iar alta arbitrara. Aratadm cu ajutorul schemelor acest lucru.

Propozitia 3.3.1. Intr-un patrat latin L de ordinul 5 existd 45 de perechi de trasversale libere, una
din ele fiind diagonala principala a lui L, fiecare pereche de transversale avand cdte o singura celula

comund.

Demonstratie. Fie T transversala libera aflata pe diagonala principald (marcata in albastru) a lui L.
Atunci exista urmatoarele 45 de configuratii posibile pentru cea de-a 2 trasversald liberad (marcata in

rosu), care are o singura celula comuna (colorata in rosu) cu T:
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41. 42. 43. 44. 45.

Figura 3.4

Propozitia 3.3.2. Exista exact 48 de patrate latine de ordinul 5, care poseda 2 transversale ce se
intersecteaza itr-o singurd celula, una din aceste transversale fiind diagonala principala, cu ordinea

fixata a elementelor.

Demonstratie. Notam cu S cea de-a doua transversald, iar cu T transversala de pe diagonala
principala. Fie ca ordinea elementelor in celulele (1,1), (2,2),(3,3),(4,4), (5,5) ale transversalei T
este, respectiv, 1, 2,3,4,5. Sunt considerate toate cazurile posibile pentru a doua transversala S,
astfel incat S si T sa aiba o singura celuld comunda. Obtinem cd exista exact 48 de patrate latine
diferite, de ordinul 5, care poseda transversala T pe diagonala principald. Aceste patrate latine sunt

prezentate mai jos, in Figura 3.5, unde cu " * " sunt mentionate patratele latine care corespund

quasigrupurilor recursiv 1-derivabile.

L L, Ly L, Ls
1 3524 1 3524 1 543 2 1 4 2 53 1 4 5 23
32 45 1 52413 4 2513 4 25 3 1 3 2 45 1
54 3 1 2 4 1 3 5 2 21 3 5 4 2531 4 2531 4
25143 352 41 5 32 41 531 42 531 4 2
4 1 2 3 5 2 41 35 341 25 31 4 25 4 1 2 35
Le L, Lg" Lo Lo
1 325 4 1 4 5 3 2 1 32 5 4 1 5423 1 32 5 4
52413 32 45 1 52 4 31 3251 4 4 2513
4 5 3 2 1 2531 4 4 5 31 2 2 4 3 51 543 21
31 5 4 2 512 43 215 43 531 42 35142
2 4135 4 3125 341 25 4 1 2 3 5 2 1 4 35
Ly Ly, Lz Ly Lys
1 54 3 2 1 32 5 4 1 45 23 1 52 3 4 1 3 45 2
3251 4 4 2 5 3 1 52 4 31 52 413 4 25 31
2 4 3 5 1 54 31 2 21 3 5 4 2 4 3 5 1 51 3 2 4
512 43 251 43 351 42 31 5 42 251 43
4 31 25 31 4 25 4 3 2 15 4 31 25 342 15
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443" 44 4 45.1. 45.2. 45.3."
104 5|32 11|5 2|314| |15 4|2|3| 113 5|2]4] 1|4 5|2]3
312014l5 1| [5]214l1 3| |512|1]3 4| [4|2]1]5 3| |5]2]4]3 1
2051311 4| |2]4]|315 1| |2014|3|5 1] |50l4|3]1 2] [2]1]3]5 4
slaf2lals] [3[ds|al2] [3]1 sfal2] [3]5 2[4l [3]5 1]4]2
431ﬂ 4 3 1 2 4 3 2 1 2 1 43 4 3 2 1
45 4. 4557 45.6." 45.7. , 45.8
113 sf{2|a|{1l5 af3|2] 1|5 2[3]|4]| |1]4 5]|3]|2]| |1]l5 2|3]4
s120al1 3| [3|2]1l5 4| |4)l2]1]5 3] [3|2]4]5 1| |5]2]4]1 3
4111315 2| |5)4al3l2 1| |5]4al3]1 2] [5)1|3]2 4| [4]1|3]|5 2
305 2041 2]t 5]403] [2]3 5[4l [2]5 1{413]|2]3 5]4]1
241ﬂ 4 3 2 1 31 4 2 4 3 2 1 341 2
Figura 3.6

In Anexa 1 sunt prezentate cele 240 de perechi de transversale (T, S), ce se intersecteaza intr-o singura

celuld, pentru cazul cand ordinea elementelor pe diagonala principala T este 2,3,4,5,1.

Propozitia 3.3.3. Prelungirile patratelor latine de ordinul 5, prin adjunctia a doua elemente noi §i
utilizarea a doud transversale, cu o singura celula comund, dintre care una din transversale este pe
diagonala principala si are fixata ordinea elementelor 1,2,3,4,5 sau 2,3,4,5,1, nu sunt recursiv I-

derivabile.

Demonstratie. Demonstratia se obtine prin calcul direct. Pentru patratele latine cu fiecare dintre cele
240 de perechi de transversale (pentru o ordine fixatd a elementelor in celulele transversalei T) , au
fost luate in considerare 6 tipuri de prelungiri conform schemelor de prelungire II, 111, V, VIII, IX,
XII date in Figura 3.3.

Pentru o viziune mai clara asupra calculelor efectuate, prezentam un exemplu concret.
Consideram patratul latin 2.3.*, de ordinul 5, cu ordinea fixatd a elementelor 1,2,3,4,5 pe diagonala

principala, dat in Figura 3.5:
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-1 2 3 4 5
1 .l 4 5 3 2
2131245 1
3125131 4
415 1 2413
514 3 11215
Tabelul 3.5

unde transversala T este pe diagonala principal,

T ={(11),(2,2),(33),(44), (5,5}
iar transversala

S ={1,1),(23),32),45),(54)}

se intersecteazacu T incelula (1,1). Maiintéi de toate verificim daca quasigrupul dat in Tabelul 3.5

este recursiv 1-derivabil. Raspunsul este afirmativ, derivata sa recursiva de ordinul 1 fiind data de

tabla:
M1 2 3 4 5
1 5 4 2 3
215 2 1 3 4
314 1 3 5 2
412 3 5 4 1
513 4 2 1 5

La pasul urmator construim cele 6 prelungiri ale quasigrupul dat in Tabelul 3.5, utilizdnd schemele
de extensie II, I, V, VIII, IX, XII, conform Figurii 3.3.

Prezentam mai jos in p. a)-f) quasigrupurile de ordinul 7 obtinute 1n acest mod.
a) Schema de extensie I1.

Prelungim quasigrupul dat in Tabelul 3.5 utilizdnd schema de prelungire II. Addugand doua

elemente noi &; si &,, obtinem urmatorul tabel al prelungirii:
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o

213

312

415 1 2 1&|&|4

514 3 1[&]&15

&1é& 5 4 2 31& |1
2 3 4 51&1&4

Observam ca aceasta prelungire nu este recursiv 1-derivabila.

b) Schema de extensie I11.

Prelungim quasigrupul dat in Tabelul 3.5 utilizdnd schema de prelungire III. Adaugam doua

elemente noi &; si &, si obtinem urmatorul patrat latin de ordinul 7:

o1 2 3 4 5]&|é,
1 .I 4 5 3 20§11
203 1gle]s 1]4)2
31208 & 1 4513
415 1 2]&[& |34
504 3 1(&8|&]2]5
16 5 4 2 3[1]g
11 2 3 4 58§

Prin verificare directd obtinem ca prelungirea datd nu este recursiv 1-derivabila.

c) Schema de extensie V.

Prelungim quasigrupul dat in Tabelul 3.5 utilizind schema de prelungire V. Adaugam doua
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elemente noi &; si &, si obtinem urmatorul patrat latin de ordinul 7:

o1 2 3 4 5]¢&/¢,
1 .I 4 5 3 201]0¢g
213 |&lels 1142
3120861 453
405 1 2/&& |34
504 3 1(&8|é&]2]5
&l1 5 4 2 3[¢&1é,
5186 2 3 4 5|&|1

Nici prelungirea data nu este recursiv 1-derivabila.
d) Schema de extensie VIII.

Prelungim quasigrupul dat in Tabelul 3.5 utilizand schema de prelungire VIII. Adaugam doua

elemente noi &; si &, si obtinem urmatorul patrat latin de ordinul 7:

o1 2 3 4 5]¢&|¢
1 4 5 3 2]¢&|1
2 (3 0¢gle]s5 1]2)4
31208 81 4|35
405 1 2/&& |43
514 3 1]g]els5]2
a1 s 4 2 308 lg
5186 2 3 4 5|14,

Prelungirea data nu este recursiv 1-derivabila.
e) Schema de extensie IX.

Prelungim quasigrupul dat in Tabelul 3.5 utilizdnd schema de prelungire IX. Adaugam doua

elemente noi &; si &, si obtinem urmatorul patrat latin de ordinul 7:
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o1 2 3 4 5]¢&]¢g
1.|4532.5152
213 1&lg|5 124
312 (& (&1 4(3]5
415 1 2¢gle a3
504 3 1]&8[&]5]2
gl& 2 3 4 5[&]1
518 5 4 2 3[1]¢

Nici prelungirea data nu este recursiv 1-derivabila.

f) Schema de extensie XII.

Prelungim quasigrupul dat in Tabelul 3.5 utilizdnd schema de prelungire XII. Addugam doua

elemente noi &; si &, si obtinem urmatorul patrat latin de ordinul 7:

o1 2 3 4 5]¢&/é,
1.]45325251
213 |&lels 1142
312061 453
405 1 2[&é& |34
504 3 1(8|é&]2]5
qlE 2 3 4 5[1]g,
518 5 4 2 3[& |1

Prelungirea data nu este recursiv 1-derivabila.
Astfel 1n nici unul din aceste cazuri nu s-a obtinut o prelungire recursiv 1-derivabila. Analog se

efectueaza verificarea si pentru celelalte 239 perechi (T,S) de transversale.

3.4. Concluzii la Capitolul 3

prin adjunctie de noi elemente si redefinirea operatiei, cat si studiului derivabilitatii recursive a

prelungirilor.

.....
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In Paragraful 3.1 sunt determinate conditiile necesare si suficiente pentru ca prelungirile
quasigrupurilor binare finite, obtinute utilizand constructiile Bruck si, respectiv Belousov, sd fie
recursiv 1-derivabile (Teoremele 3.1.1 si1 3.1.2).

In Paragraful 3.2 este propusi o metodi de constructie a prelungirilor unui quasigrup finit prin
utilizarea a doua trasversale (ale tablei Cayley a quasigrupului) care se intersecteaza intr-un singur
punct (prezentata grafic in Figura 3.3). Este analizata existenta unor astfel de perechi de transversale.
Se arata ca: a) Un patrat latin de ordinul n poate avea cel mult n — 2 transversale care se
intersecteaza intr-un singur punct, fiind disjuncte doua cate doua in celelalte puncte (Propozitia 3.2.1);
b) In orice patrat latin de ordinul patru exista exact 96 de perechi de transversale libere, si respectiv
13824 de perechi de transversale obisnuite, care se intersecteaza exact intr-o celuld (Propozitia 3.2.3;
Corolarul 3.2.3).

De asemenea, in acest paragraf este analizata derivabilitatea recursivd a prelungirilor, obtinute
prin adjunctia a doud elemente noi si utilizarea a douad trasversale care se intersecteaza exact intr-o
celulad (Propozitia 3.2.4, Problema 3.2.1).

In ultimul paragrafal Capitolului 3 sunt studiate prelungirile quasigrupurilor finite de ordinul
5 (patratelor latine de ordinul 5), prin metoda propusa, deci prin adjunctia a doud elemente noi si
utilizarea a doua transversale care se intersecteaza exact intr-o singura celuld. Se demonstreaza ca
existd exact 48 de patrate latine diferite de ordinul 5, care poseda 2 transversale, dintre care una este
diagonala principald T (cu ordinea fixatd a elementelor), iar a doua are o singurd celula comund cu
T (Propozitia3.3.2). In Anexa 1 sunt prezentate 240 de perechi de transversale corespunzitoare celor
48 de patrate latine diferite.

Problema 1-derivabilitatii recursive a prelungirilor quasigrupurilor de ordinul 5, prin adjunctia
a doua elemente noi si utilizarea a douad transversale ce se intersecteaza exact intr-un punct, una dintre
care este diagonala principald T, este solutionata (negativ), in cazul cind ordinea elementelor in

transversala T este 1, 2, 3,4, 5sau 2, 3,4, 5, 1 (Propozitia 3.3.3).
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Lucrarea se referd la teoria quasigrupurilor binare si n-are recursiv derivabile, metode de
prelungire (extindere) a quasigrupurilor finite si studiul derivabilitatii recursive a prelungirilor.

Problema principala stiintifici solutionati constd in demonstrarea unui criteriu de
derivabilitate recursiva de ordin arbitrar finit a unei clase de grupuri n-are, in prezentarea unei metode
noi de prelungire a quasigrupurilor binare finite prin utilizarea a doua transversale care se intersecteaza
exact intr-o celuld si caracterizarea derivabilitdtii recursive a acestor prelungiri.

In tezd sunt date caracteriziri ale derivabilitatii recursive a quasigrupurilor binare si n-are,
inclusiv a prelungirilor quasigrupurilor, sunt date estimari ale ordinului maximal de derivabilitate
recursiva si a spectrului quasigrupurilor recursiv derivabile finite.

In lucrare sunt determinate criterii ale derivabilititii recursive de ordin r > 1 ale
quasigrupurilor binare si n-are, este data o metoda noud de prelungire a quasigrupurilor binare finite
prin utilizarea a douad transversale care se intersecteaza exact intr-o celuld, fiind caracterizat numarul
de astfel de perechi de transversale in patratele latine de ordin < 5. Este demonstrata inexistenta
patratelor latine de ordinul 5, recursiv derivabile, prelungirile carora obtinute prin metoda data, una
dintre transversale fiind diagonala principald cu o anumitd ordine prestabilitd a elementelor, sunt
recursiv derivabile.

In cadrul tezei date sunt efectuate cercetari in domeniul teoriei quasigrupurilor recursiv
derivabile si a prelungirilor quasigrupurilor finite (patratelor latine), iar contribugia autorului poate fi
formulata in urmatoarele concluzii principale:

1. A fost dat un criteriu de r-derivabilitate recursiva (r = 1) a grupului n-ar (Q,B), unde
B(x!) = x1 x5 ... Xy, (Q,") fiind un grup abelian binar finitsi n > 2. Acest rezultat generalizeaza
in caz n-ar criteriul obtinut de V. Izbash si P. Syrbu pentru grupurile abeliene finite in [69].
Rezultatele sunt publicate in [117].

2. A fost caracterizata s-derivabilitatea recursiva a quasigrupului (Z,,*), unde x *y = ax +
Y, Vx,y € Z,, (a,n) = 1,5 = 1. Acest rezultat permite constructia quasigrupurilor liniare recursiv
(q — 2)-derivabile [117].

3. Au fost determinate toate quasigrupurile recursiv derivabile de ordin < 4, Se arata ca exista
6 quasigrupuri de ordinul 3 recursiv 1-derivabile, 48 quasigrupuri recursiv 1-derivabile de ordinul 4

si 8 quasigrupuri recursiv 2-derivabile de ordinul 4 (Propozitiile 2.1.4 si 2.1.5).
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4. A fost propusad o metoda de constructie a prelungirilor unui quasigrup finit prin adjunctiaa
doud elemente noi si utilizarea a doud trasversale (ale tablei Cayley a quasigrupului) care se
intersecteaza intr-un singur punct. A fost analizati existenta unor astfel de perechi de transversale. in
particular s-a aratat ca:

a) un patrat latin de ordinul n poate avea cel mult n — 2 transversale obisnuite care se
intersecteaza intr-un singur punct, fiind disjuncte doua céate doua in celelalte puncte;

b) in orice patrat latin de ordinul patru existd exact 96 de perechi de transversale libere, si
respectiv 13824 de perechi de transversale obisnuite, care se intersecteaza exact intr-o celula;

c) existad exact 48 de patrate latine diferite de ordinul 5, care poseda cate 2 transversale, dintre
care una este diagonala principald T (cu ordinea fixata a elementelor), iar a doua are o singura celula
comuna cu T; existad exact 240 de perechi de transversale corespunzatoare celor 48 de patrate latine
diferite de ordinul 5 [42].

5. A fost solutionatd (negativ) problema 1-derivabilitdtii recursive a prelungirilor
quasigrupurilor de ordinul 5, obtinute prin adjunctiaa doud elemente si utilizarea a doua transversale
ce se intersecteaza exact intr-un punct, una dintre care este diagonala principald T, n cazul cand
ordinea elementelorin T este 1,2, 3,4, 5sau2, 3,4, 5, 1 [42].

6. Au fost determinate conditiile necesare si suficiente pentru ca prelungirile quasigrupurilor
binare finite, obtinute utilizdnd constructiile Bruck si, respectiv Belousov, sa fie recursiv 1-derivabile
[118].

Rezultatele autorului, care se refera la tema tezei sunt publicate in [42-52, 117, 118].

Teza propusd spre sustinere contine criterii de derivabilitate recursivd a quasigrupurilor
(grupurilor) binare si n-are finite, precum si a prelungirilor quasigrupurilor prin diferite metode. In
lucrare este propusa si studiatd o noud metoda de prelungire a quasigrupurilor finite, prin adjunctiaa
doud elemente si utilizarea a doud transversale care se intersecteaza intr-o singura celula.

Recomandari:

a) Metoda propusa de extindere a quasigrupurilor finite poate fi generalizatd pentru orice
numar potrivit de transversale ale unui patrat latin, care se intersecteaza intr-o singura celula.

b) Rezultatele referitoare la 1-derivabilitatea recursiva a prelungirilor pot fi utilizate la
caracterizarea derivabilitatii recursive a lor de ordinul r > 2.

c) Conditiile si criteriile de derivabilitaterecursiva a quasigrupurilor (grupurilor) binare sau n-

are finite pot fi aplicate la obtinerea unor estimari noi ale spectrului acestor quasigrupuri (grupuri).
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d) Caracterizarile referitoare la metoda noua de prelungire a quasigrupurilor, prezentatad in
lucrare, pot servi ca instrument pentru cercetarea existentei unor astfel de prelungiri recursiv
derivabile. In particular, rimane o problema deschisa existenta prelungirilor de tipul dat, care sunt
recursiv 1-derivabile, in cazul quasigrupurilor de ordinul 5 (caz general).

e) Rezultatele lucrdrii pot fi utilizate pentru cercetari ulterioare in domeniul teoriei
quasigrupurilor si 1n domenii adiacente ale algebrei, geometriei si combinatoricii, in teoria codurilor
si criptografie. De asemenea, rezultatele pot fi utilizate n calitate de suport pentru cursuri universitare

de specialitate.

110



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

BIBLIOGRAFIE

ABASHIN, A. Linear recursive MDS-codes of dimension 2 and 3. In: Discret. Mat. 12 (1998),
pp. 140 — 153. ISSN 0924-9265

ALDERSON, T. L. (6,3)-MDS codes over an alphabet of size 4. In: Des. Codes Cryptogr, 38
(2006), pp. 31 —40. ISSN 0925-1022

ALDERSON, T. L. Extending MDS Codes. In: Ann.Comb. 9 (2005), pp. 125 — 135.
ISSN 0218-0006

ALDERSON, T. L. On MDS Codes and Bruen-Silverman Codes. PhD. Thesis, University of
Western Ontario, 2002.

BALASUBRAMANIAN, K. On transversals in latin squares. In: Linear Algebra Appl. 131
(1990), pp. 125 — 129. ISSN 0024-3795

BALL, S., GAMBOA, G., LAVRAUW, M. On additive MDS codes over small fields. In: Adv.
Math. of Communications, Vol. 17, Issue 4, (2023), pp. 828-844. ISSN 1930-5346

BELOUSOQV, V. Extensions of quasigroups. In: Izv. Akad. Nauk Mold. SSR, Ser. Fiz.-Tekh. Mat.
Nauk, No. 8 (1967), pp. 3 — 24. (in Russian)

BELOUSOV, V. Foundations of the Theory of Quasigroups and Loops. Nauka, Moscow, 1967.
(in Russian) 224 p.

BELOUSOV, V. D. Parastrophic-orthogonal quasigroups. In: Quasigroups Relat. Systems 13
(2005), pp. 25 —72. ISSN 1561-2848

BELOUSOQV, V. D. Systems of orthogonal operations. In: Math. USSR, Sb. 6(1968), pp. 33 —52.
ISSN 1064-5616

BELOUSOV, V. D., SANDIK, M. D. n-ary Quasi-groups and Loops. In: Sib. Math. J. 7(1) (1966),
pp. 24 — 42. ISSN 0037-4466

BELYAVSKAYA, G. B. Contraction of quasigroups. l. In: Bul. Akad. Stiince RSS Moldoven, (1),
1970, pp. 6 — 12. (in Russian)

BELYAVSKAYA, G. B. Contraction of quasigroups. I. In: Bul. Akad. Stiince RSS Moldoven,
(3), 1970, pp. 3 — 17. (in Russian)

BELYAVSKAYA, G. B. Generalized extension of quasigroups. In: Mat. Issled., 5(2), 1970,
pp. 28 —48. (in Russian)

BELYAVSKAYA, G. B. On r-differentiable quasigroups. In: Abstracts of the Int. Conf. on Pure
and Applied Math. dedicated to D. A. Grave, Kiev, 2002, pp. 11 — 12.

BELYAVSKAYA, G. B. Spectrum of partial admissibility of finite quasigroups (latin squares).
111



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

In: Matematicheskie Zametki, Vol.32,No. 6, (1982), pp. 777 — 788. (in Russian) ISSN 0025-567X
BELYAVSKAYA, G. B. Recursively r-differentiable quasigroups within S-systems and MDS-
codes. In: Quasigroups and Related Systems 20 (2012), pp. 157 — 168. ISSN 1561-2848
BELYAVSKAYA, G. B.,, MURATHUDJAEV, S. Admissible n-ary quasigroups. Il In:
Matematiceskie issledovanija, 51 (1979), pp. 27 — 37. ISSN: 0542-9994 (in Russian)
BELYAVSKAYA, G. B., RUSSU, A. F. On the partial admissibility of quasigroups. In:
Matematiceskie issledovanija, Chiginau, Stiinta, 43 (1977), pp. 50 — 58. (in Russian)

BLAUM, M., BRUCK, J. MDS array codes for correcting a single criss-cross error. In: /EEE
Transactions on Information Theory, 46(3) (2000), pp. 1068 — 1077. ISSN 0018-9448

BLAUM, M., BRUCK, J., VARDY, A. MDS array codes with independent parity symbols. In:
IEEE Transactions on Information Theory, 42(2) (1996), pp. 529 — 542. ISSN 0018-9448
BLAUM, M., ROTH, R. M. On lowest density MDS codes. In: [EEE Transactions on Information
Theory, 45(1) (1999), pp. 46 — 59. ISSN 0018-9448

BRUCK, R. H. Some results in the theory of quasigroups. In: Trans. Amer. Math. Soc., 55 (1944),
pp. 19 — 52. ISSN 0002-9947

BRUEN, A. A., THAS, J. A., BLOKHUIS, A. On MDS codes, arcs in PG(n,q) with q even, and
a solution of three fundamental problems of B. Segre. In: Invent. Math. 92(3), 1988,
pp. 441 —460. ISSN 0020-9910

CARDELL, S. D. Constructions of MDS Codes over Extension Alphabets. PhD Thesis, 2012.
CARDELL, S. D., CLIMENT, J.-J.,, REQUENA, V. On the construction and decoding of F,-
linear MDS codes. Submitted, (2012).

CARDELL, S.D., CLIMENT, J.-J., REQUENA, V. A construction of MDS array codes based on
companion matrices. In: Proceedings of the 3rd International Castle Meeting on Coding Theory
and Applications (2011), pp. 87 —92. ISBN 978-84-490-2688-1

CARDELL, S. D., CLIMENT, J.-J., REQUENA, V. MDS array codes based on superregular
matrices. In: Proc. of the 11th International Conf. on Computational and Mathematical Methods
in Science and Engineering 2011 (CMMSE 2011), pp. 290 — 295. ISBN 978-84-614-6167-7
CHEN, H. On a conjecture of hyperelliptic MDS codes. In: Chinese Science Bulletin., Vol. 40,
No.1 (1995), pp. 10 — 11. ISSN 0023-074X

CHEN, H. On the main conjecture of geometric MDS codes. In: Inter. Math. Research Notices,
No. 8 (1994), pp. 313 —318. ISSN 1073-7928

CHEN, H. On the main conjecture of hyperelliptic MDS codes. Preprint, 1993.

112



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

CHEN, H., XU, L. On the main conjecture of geometric MDS codes arising from plane curves.
In: Acta Mathematica Sinica, Chinese Series. 42(3) (1999). ISSN 0583-1431

CLIMENT, J.-J., NAPP, D., PEREA, C., PINTO R. A construction of MDS 2D convolutional
codes of rate 1/n based on superregular matrices. In: Linear Algebra and its Applications, 437
(2012), pp. 766 — 780. ISSN 0024-3795

COOPER, C., KOVALENKO, I. M. The upper bound for the number of complete mappings. In:
Theory Probab. Math. Statist. 53 (1996), pp. 77 — 83. ISSN 0094-9000

COUSELO, E., GONZALEZ, S., MARKOV, V., NECHAEV, A. Group codes and their
nonassociative generalizations. In: Discr. Math. Appl., 14(2), 2004, pp. 163—172. ISSN 0234-0860
COUSELO, E., GONZALEZ, S., MARKOV, V., NECHAEV, A. Group codes and their
nonassociative generalizations. In: Diskretnaya Matematika, 16(1), 2004, pp. 146 — 156.
(in Russian) ISSN 0234-0860

COUSELQ, E., GONZALEZ, S., MARKOV, V., NECHAEV, A. Linear Recursive MDS-Codes
and Asturian codes. In: Electron. Notes Discret. Math. 6 (2001), pp. 140-147. ISSN 1571-0653
COUSELQ, E., GONZALEZ, S., MARKOV, V., NECHAEV, A. Parameters of recursive MDS-
codes. In: Discrete Math. Appl. 10 (2000), pp. 443 — 453. ISSN 0234-0860

COUSELO, E., GONZALEZ, S., MARKOV, V., NECHAEV, A. Recursive MDS codes and
recursively differentiable quasigroups. In: Discrete Math. Appl. 8, No. 3 (1998), pp. 217 — 245.
ISSN 0234-0860

COUSELO, E., GONZALEZ, S., MARKOV, V., NECHAEV, A. Recursive MDS-Codes and
Pseudogeometries. In: Applied Algebra, Algebraic Algorithms and Error-Correcting Codes.
AAECC 1999. pp. 211 —220. ISBN 978-3-540-66723-0

COUSELQO, E., GONZALEZ, S., MARKOV, V., NECHAEV, A. Recursive MDS-codes. In:
Workshop on coding and cryptography (WCC’99), Paris, January 11 — 14, 1999. pp. 271 — 277.
ISBN 2-7261-1136-X

CUZNETOYV, El. On a quasigroup prolongation and its recursive differentiability. In: Acta et
Commentationes Exact and Natural Sciences, vol. 20, no. 2, 2025, pp. 25 — 39. ISSN 2537-6284
CUZNETOYV, El., SYRBU P. On a prolongation of quasigroups using two transversals. In:
Abstracts of the 32nd International Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM -
2025), September 18 — 21, 2025, Bucharest, Romania, pp. 97 — 98. ISSN 2537-2688
CUZNETOYV, El. Prolongation and recursive differentiability of quasigroups. In: Abstracts of the

National conf. with international participation: Natural Sciences in the Dialogue of Generations,

113



45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

State University of Moldova, September 18 — 19, 2025, pp. 216. ISBN 978-9975-62-898-3
CUZNETOYV, El., SYRBU P. On recursive differentiability of quasigroups prolongations. In:
Abstracts of the International Conference on Quasigroups and Related Systems (ConfQORS 2025),
July 2 — 4, 2025, Chisinau, Republic of Moldova, pp. 9 — 10. ISBN 978-9975-62-880-8
CUZNETOV, El, SYRBU P. On a new quasigroup prolongation and its recursive
differentiability. In: Abstracts of the International Conference Mathematics & IT: Research and
Education (MITRE-2025), June 26 — 29, 2025, Chisindu, Republic of Moldova, pp. 15 — 16.
ISBN 978-9975-62-879-2 (PDF)

CUZNETOYV, El. On a method of prolongation of quasigroups. In: Proceedings of the
International Conference dedicated to the 60th anniversary of the foundation of Vladimir
Andrunachievici Institute of Mathematics and Computer Science, October 10 — 13, 2024,
Chisinau, Republic of Moldova, pp. 55 — 60. ISBN 978-9975-68-523-8

CUZNETOYV, El Recursively differentiable finite quasigroups. In: Abstracts of the National
conference with international participation: Natural Sciences in the Dialogue of Generations,
State University of Moldova, September 12 — 13, 2024, Chisinau, Republic of Moldova, p. 262.
ISBN 978-9975-62-756-6

CUZNETOYV, El., SYRBU P. On recursive differentiability of Bruck-Belousov prolongations of
quasigroups. In: Abstracts of the 30th Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM-
2023), lasi, Romania, September 14 — 17, 2023, p. 71. ISSN 2537-2688

CUZNETOYV, El., SYRBU P. On recursive differentiability of some quasigroups prolongations.
In: Abstracts of the Int. Conference “Mathematics & IT: Research and Education (MITRE-2023),
Chisinau, Republic of Moldova, June 26 — 29, 2023, pp. 22 — 23. ISBN 978-9975-62-535-7
CUZNETOYV, El., SYRBU P. On recursively differentiable n-quasigroups. In: Abstracts of the
29th Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM-2022), August 25 — 27, 2022,
Chisindu, Republic of Moldova, pp. 161 — 163. ISBN 978-9975-76-401-8

CUZNETOYV, El., SYRBU P. On recursively differentiable quasigroups. In: Abstracts of the
International Virtual Conference “Mathematics & IT: Research and Education (MITRE-2021),
dedicated to the 75th anniversary of Moldova State University, July 1 — 3, 2021, Chisinau,
Republic of Moldova, pp. 47 — 48. ISBN 978-9975-158-19-0

DAMM, M. Total anti-symmetrische Quasigruppen. Doctoral dissertation. Philipps-Universitit
Marburg, 2004, 125 p. (in German). https://doi.org/10.17192/22004.0516

DE BOER, M. A. MDS Codes and Hyperelliptic Function Fields. Master’s Thesis, Eindhoven

114


https://doi.org/10.17192/z2004.0516

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

University of Technology, 1992.

DENES, J. Latin squares and non-binary encodings. In: Proc. Conf. Information Theory (Cachan,
France,1977), CNRS, Paris, 1979, pp. 215 —221.

DENES, J., KEEDWELL, A. A new conjecture concerning admissibility of groups. In: European
J. Combin. 10 (1989), pp. 171 — 174. ISSN 0195-6698

DERIYENKO, 1. 1., DUDEK, W. A. Contractions of quasigroups and Latin squares. In:
Quasigroups Relat. Systems 21 (2013), pp. 165 — 174. ISSN 1561-2848

DERIYENKO, I I, DUDEK, W. A. On prolongations of quasigroups. In: Quasigroups Relat.
systems 16 (2008), pp. 187 — 198. ISSN 1561-2848

EVANS, A. B. The existence of complete mappings of finite groups. In: Congr. Numer. 90 (1992),
pp. 65 —75. ISSN 0384-9864

EVANS, A. B. The existence of complete mappings of SL(2,q),q = 3 modulo 4. In: Finite
Fields Appl. 11 (2005), pp. 151 — 155. ISSN 1071-5797

EVANS, T. The constuction of orthogonal k-steins and Latin k-cubes. In: Aequationes
Mathematicae, 14 (1976), pp. 485 —491. ISSN 0001-9054

GAMBOA QUINTERO, G. A. Additive MDS codes. Master’s Thesis. Universitat Politécnica
Catalunya, 2020.

GRASSL, M., ROTTELER, M. Quantum MDS codes over small fields. In: Proc. Int. Symp. Inf.
Theory (ISIT), 2015, pp. 1104 — 1108. ISBN 978-1-4673-7703-4.

HALL, M., PAIGE, L. J. Complete mappings of finite groups. In: Pacific J. Math., 5(4) (1955),
pp- 541 —549. ISSN 0030-8730

HSIANG, J., HSU, D. F., SHIEH, Y. P. On the hardness of counting problems of complete
mappings. In: Disc. Math. 277 (2004), pp. 87 — 100. ISSN 0012-365X

HSIANG, J., SHIEH, Y. P., CHEN, Y. The cyclic complete mappings counting problems. In:
Problems and problem sets for ATP workshop in conjunction with CADE-18 and FLoC 2002,
Copenhagen, 2002. https://www.researchgate.net/publication/2568740

HUFFMAN, W. C., PLESS, V. Fundamentals of Error-Correcting Codes. Cambridge University
Press, New York, 2003, 666 p. ISBN 978-0-511-07622-0

I[ZBASH, V., SYRBU, P. On recursively differentiable binary quasigroups. In: Proceedings of the
11-th Conf. on Applied and Industrial Mathematicsv (CAIM2003), May 29-31, 2003, Oradea,
Romania, Vol. 1, pp. 149 — 152. ISBN 973-613-330-3

[ZBASH, V., SYRBU, P. Recursively differentiable quasigroups and complete recursive codes.

115


https://www.researchgate.net/publication/2568740

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

80.

81.

82.

&83.

84.

In: Commentat. Math. Univ. Carol. 45, No.2, (2004), pp. 257 —263. ISSN 0010-2628

J. VAN REES, G. H. Subsquares and transversals in latin squares. In: Ars Combin. 29 B (1990),
pp. 193 —204. ISSN 0381-7032

KEEDWELL A., DENES, J. Latin Squares and their Applications, Second Edition. Elsevier
Science, 2015, 438 p. ISBN 978-0-444-63555-6.

KEEDWELL A., DENES, J. Latin Squares and their Applications. Akadémiai Kiadd, Budapest;
Acad. Press, New York, English Univ. Press, London, 1974. 547 p. ISBN 978-0122-09-350-0
KEEDWELL A., DENES, J. Latin squares. New developments in the theory and applications.
Annals of Discrete Mathematics 46 (1991), 453 p. ISBN 978-0-444-88899-0

KEEDWELL, A. D. Sequenceable groups, generalized complete mappings, neofields and block
designs. In: Combin. Math. X. 1036 (1983), pp. 49 — 71. ISBN 978-3-540-12708-6

KOKKALA, J.1., OSTERGARD, P. R. J. Further results on the classification of MDS codes. In:
Adv. Math. Commun., 10(3) (2016), pp. 489 —498. ISSN 1930-5346

KOKKALA, J. L, KROTOV, D. S., OSTERGARD, P. R. J. On the classification of MDS codes.
In: IEEE Transactions on Information Theory, 61(12) (2015), pp. 6485 — 6492. ISSN 0018-9448
KOVALENKO I. N. Upper bound for the number of complete maps. In: Cybernet. Systems Anal.
32 (1996), pp. 65 — 68. ISSN 1060-0396

KROTOV, D. S. On decomposability of 4-ary distance 2-MDS codes, double-codes, and n-
quasigroups of order 4. In: Discrete Math. 308(15) (2008), pp. 3322 — 3334. ISSN 0012-365X
KROTOV, D. S. On irreducible n-ary quasigroups with reducible retracts. In: European J.
Combin. 29(2) (2008), pp. 507 — 513. ISSN: 0195-6698

KROTOV, D. S. On the binary codes with parameters of doubly-shortened 1-perfect codes. In:
Des. Codes Cryptogr. 57(2) (2010), pp. 181 — 194. ISSN 0925-1022

KROTOV, D. S., POTAPOV, V. N. n-ary quasigroups of order 4. In: SIAM J. Discrete Math.
23(2) (2009), pp. 561 — 570. ISSN 0895-4801

KROTOV, D. S., POTAPOV, V. N. On multifold MDS and perfect codes that are not splittable
into onefold codes. In: Problemy Peredachi Informatsii 1 (2004), pp. 6 — 14 [Problems Inform.
Transmission 40 (1) (2004), pp. 5 — 12]. ISSN 0032-9460

KROTOV, D. S., POTAPOV, V. N. On the reconstruction of N-quasigroups of order 4 and the
upper bounds on their numbers. In: Proc. of the Conference Devoted to the 90th Anniversary of
Alexei A. Lyapunov (2001), pp. 323327 [http://www.sbras.ru/ws/Lyap2001/2363].

KROTOV, D. S., POTAPOV, V. N., SOKOLOVA, P. V. On reconstructing reducible n-ary

116



85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

quasigroups and switching subquasigroups. In: Quasigroups Relat. Syst. 16 (2008), pp. 55 — 67.
ISSN 1561-2848

KURAKIN, V., KUZMIN, A., MARKOV, V., MIKHALEV, A., NECHAEV, A. Linear Codes
and Polylinear Recurrences over Finite Rings and Modules. In: Applied Algebra, Algebraic
Algorithms and Error-Correcting Codes. AAECC 1999. pp. 365-390. ISBN 978-3-540-66723-0
LARIONOVA, 1. On recursively differentiable quasigroups. In: Tendinte contemporane ale
dezvoltarii stiingtei: viziuni ale tinerilor cercetatori, 4, 2015, p. 21. ISBN 978-9975-4257-2-8
LARIONOVA, I, SYRBU, P. On Recursive Differentiability of Binary Quasigroups. In: Studia
Universitatis Moldaviae, 2(82), 2015, pp. 53 — 60. ISSN 1857-2073

LOUIDOR, E., ROTH, R. M. Lowest density MDS codes over extension alphabets. In: /EEE
Transactions on Information Theory, 52(7) (2006), pp. 46 —59. ISSN 0018-9448
MACWILLIAMS, F. J., SLOANE, N. J. A. The Theory of Error-Correcting Codes. Moscow,
Svyaz’, 1979, 744 p. (in Russian).

MACWILLIAMS, F. J., SLOANE, N. J. A. The Theory of Error-Correcting Codes. Elsevier
Science Publishers, B.V., North Holland, 1977, 762 p. ISBN 0-444-85193-3

MANN H. The construction of orthogonal latin squares. In: Ann. Math. Stat., 13, 1942,
pp. 418-423. ISSN 0003-4851

MARKOV, V., MIKHALEV, A., NECHAEV, A. Linear codes over rings. In: The Concise
Handbook of Algebra., 2002, pp. 530 — 534. ISBN 978-94-017-3269-7

MARKOV, V., NECHAEV, A., SKAZHENIK, S., TVERITINOV, E. Pseudogeometries with
clusters and an example of a recursive [4,2,3]4, — code. In: Fundam. Prikl. Mat., 14(4), 2008,
pp. 181 — 192. ISSN 1560-5159

MARKOVSKI, S., MILEVA, A. On Construction of Orthogonal d-ary Operations. In:
Publications de [’Institut Mathématique, 101 (115) (2017), pp. 109 — 119. ISSN 0350-1302
MCKAY, B. D., MCLEOD, J. C., WANLESS, 1. M. The number of transversals in a Latin square.
In: Des. Codes Cryptogr. 40 (2006), pp. 269 — 284. ISSN 0925-1022

MILEVA A., DIMITROVA, V. On Recursive Derivates of k-ary Operations. In: Proceedings of
the 4th Conference of Mathematical Society of Moldova CMSM4°2017, June 28-July 2, 2017,
Chisinau, Republic of Moldova. pp. 129 — 132. ISBN 978-9975-71-915-5

MUNUERA, C. On MDS elliptic codes. In: Discrete Math., 117 (1993), pp. 279 — 286.
ISSN 0012-365X

MUNUERA, C. On the main conjecture on geometric MDS Codes. In: IEEE Trans. Inf. Theory,

117



38(5) (1992), pp. 1573 — 1577. ISSN 0018-9448

99. MURATHUDIJAEYV, S. Admissible n-quasigroups. The connection between admissibility and
orthogonality. In: Mat. Issled., vyp. 83, 1985, pp. 77 — 86. (in Russian) ISSN 0542-9994

100. NECHAEV, A., KUZ’MIN, A., MARKOYV, V. Linear codes over finite rings and modules.
In: Fundamentalnaya i Prikladnaya Matematika, 3(1), 1997, pp. 195 — 254. ISSN 1560-5159

101. NECHAEV, A., KUZMIN, A. Formal duality of linearly presentable codes over a Galois
field. In: Applied Algebra, Algebraic Alg. Error-Correcting Codes. AAECC 1997. pp.263 —276.
ISBN 978-3-540-63163-7

102. NIEDERREITER, H., ROBINSON, K. H. Complete mappings of finite fields. In: J. Austral.
Math. Soc. Ser. A 33(2) (1982), pp. 197 —212. ISSN 1446-7887

103. PAIGE, L. J. Complete mappings of finite groups. In: Pacific J. Math., 1(1) (1951),
pp. 111 —116. ISSN 0030-8730

104. PFLUGFELDER, H. O. Quasigroups and loops: introduction. Sigma Series in Pure
Mathematics, 7. Heldermann Verlag, Berlin, 1990. 147 p. ISBN 978-3885-38-007-8

105. PHELPS, K. T. A general product construction for error correcting codes. In: SIAM J. Algebraic
Discrete Methods 5(2) (1984), pp. 224 — 228. ISSN 0196-5212

106. POTAPOV, V. N. On extensions of partial n-quasigroups of order 4. In: Siberian Advances in
Mathematics, 22(2) (2012), pp. 135 — 151. ISSN 1055-1344

107. RICHARDSON, T., URBANKE, R. Modern Coding Theory. Cambridge University Press,
2007. 572 p. ISBN 978-0-521-85229-6

108. ROTH, R. M., LEMPEL, A. On MDS codes via Cauchy matrices. In: [EEE Trans. Inf. Theory,
35(6) (1989), pp. 1314 — 1319. ISSN 0018-9448

109. ROTH, R. M., SEROUSSIL, G. On generator matrices of MDS codes. In: IEEE Trans. Inf.
Theory, 31(6) (1985), pp. 826 — 830. ISSN 0018-9448

110. SHCHERBACOV, V. A. Prolongation of quasigroups. In: arXiv:1507.05608v1 [math.GR]

111. SHIEH, Y. P., HSIANG, J., HSU, D. F. On the enumeration of abelian k-complete mappings.
Congr. Numer., 144 (2000), pp. 67 — 88. ISSN: 0384-9864

112. SHIROMOTO, K. Note on MDS codes over the integers modulo p™ . In: Hokkaido
Mathematical Journal, 29 (2000), pp. 149 — 157. ISSN 0385-4035

113. SMARANDACHE, R., GLUESING-LUERSSEN, H., ROSENTHAL, J. Constructions of
MDS-convolutional codes. In: IEEE Trans. Inf. Theory, 47(5) (2001), pp. 2045 — 2049. ISSN
0018-9448

118



114. SONDERGAARD, L. The Non-Existence of Long MDS Codes from Elliptic Curves. Preprint.

115. STUHL, 1. Extensions of loops and quasigroups. PhD dissertation, University of Debrecen,
2010, 109 p.

116. SYRBU, P. On the order of recursive differentiability of finite binary quasigroups. In: Bul. Acad.
Stiinte Repub. Mold., Mat., No. 3 (103) (2023), pp. 103 — 106. ISSN 1024-7696

117. SYRBU, P., CUZNETOYV, El. On recursively differentiablek - quasigroups. In: Bul. Acad. St.
Rep. Mold., Mat., No. 2 (99) (2022), pp. 68 — 75. ISSN 1024-7696

118. SYRBU, P., CUZNETOV, El. On recursive 1-differentiability of the quasigroups
prolongations. In: Bul. Acad. St. Rep. Mold., Mat., No. 2 (101) (2023), pp. 102 — 109.
ISSN 1024-7696

119. TSFASMAN, M. A., VLADUT, S. G. Algebraic-geometric codes. Kluwer Acad. Publ.,
Dordrecht-Boston-London, 1991. 671 p. ISBN 978-1-4020-0335-6

120. VOLTA, F. GAVIOLI, D. N. Complete mappings in some linear and projective groups. In:
Arch. Math. (Basel), 61 (1993), pp. 111 — 118. ISSN 0003-889X

121. WANLESS, 1. M. A generalisation of transversals for latin squares. In: Electron. J. Combin.
9(1) (2002), R12. ISSN 1077-8926

122. WANLESS, 1. M. Transversals in latin squares. In: Quasigroups Related Systems 15 (2007),
pp- 169 —190. ISSN 1561-2848

123. WOOLBRIGHT, D. E. An n X n latin square has a transversal with at least n — y/n distinct
symbols. In: J. Combin. Theory Ser. A, 24 (1978), pp. 235 —237. ISSN 0097-3165

124. XU, L., BOHOSSIAN, V., BRUCK, J., WAGNER, D. G. Low-density MDS codes and factors
of complete graphs. In: /[EEE Trans. Inf. Theory, 45(6) (1999), pp. 1817—1826. ISSN 0018-9448

125. XU, L., BRUCK, J. X-code: MDS array codes with optimal encoding. In: /EEE Trans. Inf.
Theory, 45(1) (1999), pp. 272 —276. ISSN 0018-9448

126. YAMAMOTO, K. Generation principles of Latin squares. In: Bull. Inst. Internat. Statist., 38:
pp. 73-76, 1961.

127. YORK, E. V. Algebraic Description and Construction of Error Correcting Codes, a Systems
Theory Point of View. PhD Thesis, University of Notre Dame, 1997.

128. ZHU, Lie. A short disproof of Euler’s conjecture concerning orthogonal Latin squares. With
editorial comment by A. D. Keedwell. In: Ars Combin., 14: pp. 47-55, 1982. ISSN 0381-7032
129. ZIMAN, M. Extensions of Latin subsquares and local embeddability of groups and group

algebras. In: Quasigroups Related Systems 11 (2004), pp. 115 — 125. ISSN 1561-2848

119



ANEXE

ANEXA 1

Perechile de transversale (T,S), unde T — diagonala principalid cu ordinea elementelor in

celule: 2,3,4,5,1, corespunzitoare celor 48 de pitrate latine diferite de ordinul 5, date in

Figura 3.5.
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ANEXA 2

Programul (codul) GAP pentru generarea si afisarea tutror celor 576 de patratelor latine de

ordinul 4

# order of the Latin square

n:=4;;

# number of Latin squares found so far
count:=0;

# start with the empty Latin square
L:=List([1..n],i->List([ L..n],j->0));;

# function for trying all non-clashing symbols in cell (i,))

ExtendPartialLatinSquare:=function(i,j)
local s;
# try symbol s in cell (i)
for sin[1..n] do
# symbol s already used in column j

if(ForAny([1..i-1],k->L[k][j]=s)) then continue; fi

# symbol s already used in row i

if(ForAny([1..j-1],k->L[i][k]=s)) then continue; fi

# no clashes arise
L[i][j]=s;
#if L is a Latin square, count it;
# otherwise try filling in the next empty cell
if(j=n) then
if(i=n) then
count:=count+1;
Display(L);
else
ExtendPartialLatinSquare(i+1,1);
fi;
else
ExtendPartialLatinSquare(i,j+1);
fi;

L[i][j]:=0;

od;
end;;

ExtendPartialLatinSquare(1,1);

Print("Found ",count," Latin squares of order ",n,"\n");

(acest cod poate fi utilizat de asemenea si pentru generarea si afisarea tuturor celor 161280 de

patrate latine de ordinul 5)
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